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Введение 
 

Настоящие методические указания составлены в соответствии с 
программой изучения дисциплины «Математика» студентами по 
направлениям подготовки 190700.62 Технология транспортных процессов, 
190600.62 Эксплуатация транспортно-технологических машин и 
комплексов. Дисциплина «Математика» по всем указанным направлениям 
подготовки относится Государственным образовательным стандартом к 
базовой части учебного цикла – Б2 Математический и естественнонаучный 
цикл. 

Раздел «Неопределенный интеграл» не только сам имеет 
многочисленные практические приложения, но и является необходимым 
при изучении ряда разделов высшей математики («Интегральное 
исчисление для функций многих переменных», «Обыкновенные 
дифференциальные уравнения», «Уравнения математической физики», 
«Теория вероятностей и математическая статистика», «Численные 
методы», «Векторный анализ» и т. д.). 

Следует отметить, что в данных методических указаниях приведены 
подробные решения большого количества типовых задач. Такое изложение 
материала позволяет использовать указания для самостоятельной работы 
студентов над домашними заданиями и РГЗ как очного, так и заочного 
отделений, указанных направлений подготовки. 

Настоящая работа не претендует на полноту и законченность 
изложения всех вопросов, имеющих отношение к теме «Неопределенный 
интеграл». О замеченных недостатках в методических указаниях просьба 
сообщить на кафедру алгебры и математической кибернетики ОГУ. Автор 
с благодарностью примет и рассмотрит любые предложения, касающиеся 
повышения научного, учебно-методического и содержательного уровня 
данных методических указаний. 
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Раздел 1. Первообразная функция. Неопределенный 

интеграл, его основные свойства 
 

Определение 1.1. Функция )(xF  называется первообразной 

функцией функции )(xf  на отрезке ];[ ba , если в любой точке этого 

отрезка верно равенство:  

)()( xfxF  .        (1.1) 

Пример 1.1. Функция 3)( xxF   - первообразная функции 23)( xxf   

в интервале ),(  , поскольку 23 3)( xx   для всех x  из этого интервала; 

функция xxF ln)(   - первообразная функции 
x

xf 1)(   в интервале 

),0(  , так как 
x

x 1)(ln  ; функция xxF arcsin)(   - первообразная 

функции 
21

1)(
x

xf


  в интервале )1,1(  , так как 
21

1)(arcsin
x

x


 . 

Надо отметить, что первообразных для одной и той же функции в 

заданном промежутке может быть бесконечно много. Они будут 

отличаться друг от друга на некоторое постоянное число. То есть, если 

)(xF  первообразная функции )(xf , то СxFхФ  )()( , где С  - 

произвольная постоянная, также является ее первообразной, поскольку 

)(0)())(()( xfxFСxFхФ  . Можно также доказать и обратное 

утверждение, что если )(),( xFхФ  - две первообразные функции )(xf , то 

они отличаются произвольным слагаемым. 

Определение 1.2. Неопределенным интегралом от данной 

функции )(xf  называют множество всех ее первообразных и записывают: 

  CxFdxxf )()( ,      (1.2) 
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где )())(( xfСxF  . Знак ∫ называется знаком неопределенного 

интеграла; функция )(xf  - подынтегральной функцией; выражение dxxf )(  

- подынтегральным выражением. 

Операция нахождения первообразной данной функции называется 

интегрированием. 

Основные свойства неопределенного интеграла: 

1.   );())(()( xfCxFdxxf 


  

2.   ;)()( dxxfdxxfd   

3.   ;)()( CxFxdF  

4.    dxxfdxxfdxxfxf )()()]()([ 2121  где )(),( 21 xfxf  – 

некоторые функции от x , имеющие первообразные. 

5.   ;)()( dxxfCdxxfC  

Нахождение значения неопределенного интеграла связано главным 

образом с нахождением первообразной функции. Для некоторых функций 

это достаточно сложная задача. Ниже будут рассмотрены способы 

нахождения неопределенных интегралов для основных классов функций – 

рациональных, иррациональных, тригонометрических, показательных и др. 

Для удобства значения неопределенных интегралов большинства 

элементарных функций собраны в специальные таблицы интегралов, 

которые бывают иногда весьма объемными. В них включены различные 

наиболее часто встречающиеся комбинации функций. Но большинство 

представленных в этих таблицах формул являются следствиями друг 

друга, поэтому ниже приведем таблицу основных интегралов, с помощью 

которой можно получить значения неопределенных интегралов различных 

функций. Такую таблицу простейших неопределенных интегралов 

нетрудно получить, воспользовавшись тем, что интегрирование является 

операцией, обратной дифференцированию. Будем исходить из формулы: 
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dxxfxdF )()(  , тогда   CxFdxxf )()( . Например, поскольку 

xdxxd cos)(sin  , то Cxxdx  sincos . 

Применяя аналогичное рассуждение к каждой из формул таблицы 

дифференциалов, получим таблицу простейших неопределенных 

интегралов. 

Таблица основных неопределенных интегралов: 

1. Cxdxdx  1 . 

2.  dxx = 1,
1

1











Cx . 

3. Cx
x

dxdx
x

 ln1 . 

4.  dxa x = 0,
ln

 aC
a

a x

. 

5. Cedxe xx  . 

6. Cxxdx  sincos . 

7. Cxxdx  cossin . 

8.   Ctgx
x

dxdx
x 22 coscos

1 . 

9. Cxctg
x

dxdx
x

  22 sinsin
1 . 

10. CxCx
x

dxdx
x







 arccosarcsin
11

1
22

. 

11. C
a
x

xa
dxdx

xa






 arcsin1

2222
. 

12. Carctgx
x

dxdx
x





  22 11
1 . 

13. C
a
xarctg

axa
dxdx

xa





 
11

2222 . 
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14.  


 2222
1

ax
dxdx

ax
= C

ax
ax

a



ln

2
1 . 

15. 



 2222

1

ax
dxdx

ax
= Caxx  22ln . 

Отметим, что все указанные формулы справедливы в тех 

промежутках, в которых определены соответствующие функции. 

Например, формула 3 справедлива для любого промежутка, не 

содержащего точку 0x ; формула 10 – для интервала )1,1(   и т.д. Также 

отметим, что формулы 14, 15 не относятся к простейшим неопределенным 

интегралам, но так как при интегрировании различных функций их 

достаточно часто можно свести к данным формулам, эти формулы также 

включают в таблицу основных неопределенных интегралов. 

 

Раздел 2. Методы интегрирования 
 

Рассмотрим три основных метода интегрирования: метод 

непосредственного интегрирования; метод замены переменной, метод 

интегрирования по частям. 

1) Метод непосредственного интегрирования. 

Метод непосредственного интегрирования основан на 

предположении о возможном значении первообразной функции с 

дальнейшей проверкой этого значения дифференцированием, а также на 

свойствах 4, 5 неопределенного интеграла. Вообще, заметим, что 

дифференцирование является мощным инструментом проверки 

результатов интегрирования. 

Рассмотрим применение этого метода на примере: 

Пример 2.1. Требуется найти значение интеграла  x
dx . На основе 

известной формулы дифференцирования  
x

x 1ln   можно сделать вывод, 
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что искомый интеграл равен Cx ln , где С  – некоторое постоянное число. 

Однако, с другой стороны  
xx

x 1)1(1)ln(  . Таким образом, 

окончательно можно сделать вывод: 

  Cx
x

dx ln . 

Пример 2.2. Требуется найти интеграл   dx
x

xxx )152( 4
5 32 . 

Решение. 

.
3
5

8
5

3
52

)152(

3
5 82

3
45

3
2

4
5 32

Cx
x

xxxdxdxxdxxxdxdxx

dx
x

xxx





   





 

При отыскании данного интеграла были использованы 1 и 2 

формулы табличных интегралов. 

Пример 2.3. Требуется найти интеграл   dxxx 2)
2

sin
2

(cos . 

Решение. 

 






.cossin)sin1(

)
2

sin
2

sin
2

cos2
2

(cos)
2

sin
2

(cos 222

Cxxxdxdxdxx

dxxxxxdxxx
 

Пример 2.4. Требуется найти интеграл  
dx

x
x

12

4

. 

Решение. Подынтегральная функция представляет собой 

неправильную рациональную дробь. Необходимо числитель разделить на 

знаменатель по правилу деления многочленов (это правило подробным 

образом рассматривается далее в разделе «Интегрирование рациональных 

дробей»). 

Carctgxxxdx
x

xdx
x

x





  3
)

1
11(

1

3

2
2

2

4

. 
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Заметим, что в отличие от дифференцирования, где для нахождения 

производной использовались четкие приемы и методы, правила 

нахождения производной, наконец, определение производной, для 

интегрирования такие методы недоступны. Если при нахождении 

производной мы пользовались, так сказать, конструктивными методами, 

которые, базируясь на определенных правилах, приводили к результату, то 

при нахождении первообразной приходится в основном опираться на 

знание таблиц производных и первообразных. 

Что касается метода непосредственного интегрирования, то он 

применим только для некоторых весьма ограниченных классов функций. 

Функций, для которых можно с ходу найти первообразную очень мало. 

Поэтому в большинстве случаев применяются способы, описанные ниже. 

2) Метод замены переменных или метод подстановки. Данный метод 

основан на следующей теореме. 

Теорема 2.1. Если )(xF  первообразная функции )(xf , а )(tx   - 

дифференцируемая функция, то функция )()]([ ttf    также имеет 

первообразную, причем   CtFdtttf )]([)()]([  . 

Доказательство. 

По правилу дифференцирования сложной функции 

)()]([})]([{ ttfFtF tt    , т.е. функция )()]([ ttf    имеет в 

качестве одной из своих первообразных функцию )]([ tF  . Следовательно, 

  CtFdtttf )]([)()]([  , что и требовалось доказать. 

Поскольку  dxxfCxFCtF )()()]([ , то  

   dtttfdxxf )()]([)(  .       (2.1) 

По формуле (1.2.1) осуществляется замена переменной в 

неопределенном интеграле. 

Пример 2.5. Найти неопределенный интеграл  xdxx cossin . 

Решение. 
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Сделаем замену xdxdtxt cos,sin  . Тогда данный интеграл 

сводится к интегралу 

CxCxCtdttdtt   32/32/32/1 sin
3
2sin

3
2

3
2 . 

Пример 2.6. Найти неопределенный интеграл   dxxx 2/32 )1( . 

Решение. 

Замена ;
2

;2;12

x
dtdxxdxdtxt   Получаем: 

CxCtCtdttdtt 


  5
)1(

55
2

2
1

2
1

2

2/522/5
2/52/32/3 . 

Ниже будут рассмотрены другие примеры применения метода 

подстановки для различных типов функций. 

3) Метод интегрирования по частям. 

Метод основан на следующей формуле: 

  vduuvudv          (2.2) 

Поскольку vduudvuvd )(  или vduuvdudv  )( . Проинтегрировав 

обе части последнего равенства и применив свойства неопределенного 

интеграла, получим требуемую формулу   vduuvudv . 

Формула интегрирования по частям позволяет находить интегралы 

многих элементарных функций. Она применяется к интегрированию 

выражений, которые можно так представить в виде произведения двух 

сомножителей u  и dv , чтобы отыскание функции v  по ее дифференциалу 

dv  и вычисление интеграла  vdu  составляли в совокупности задачу более 

простую, чем непосредственное вычисление интеграла udv . Умение 

разбивать разумным образом данное подынтегральное выражение на 

множители u  и dv  вырабатывается в процессе решения задач. Мы 

покажем на ряде примеров как применяется данный метод. 

Пример 2.7. Найти неопределенный интеграл  xdxxcos . 
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Решение. 

Cxxxxdxxx
xvdxdu

xdxdvxu
xdxx 












  cossinsinsin
sin;

;cos;
cos

. 

Замечание 2.1. При определении функции v  по дифференциалу dv  

мы можем брать любую произвольную постоянную, так как в конечный 

результат она не входит (что легко проверить, подставив в равенство (2.2) 

вместо v  выражение Сv  ). Поэтому удобно считать эту постоянную 

равной нулю. 

Метод интегрирования по частям применяется, как правило, при 

нахождении интегралов следующего вида: 

 axdxxk cos ,                axdxx k sin , 

 dxex axk ,                     axdxx k ln . 

Также этот метод применяется к интегралам, содержащим некоторые 

обратные тригонометрические функции, такие как 

arcctgxarctgxxx ,,arccos,arcsin . 

Пример 2.8. Вычислим следующие неопределенные интегралы:  

1) 











  xdxxxx
xvxdxdu

xdxdvxuxdxx 2coscos
cos;2

;sin;sin 2
2

2  

 











  xdxxxxx
xvdxdu

xdxdvxu
sinsin2cos

sin;
;cos; 2  

Cxxxxx  cos2sin2cos2 . 

2) 

















  xdxxxdx

x
xxx

xvdx
x

du

xdxdvxu
xdxx

2
1

2
ln1

2
ln

2;
2

;1

;;ln
ln

222
2  

CxxCxxx
 )1ln2(

442
ln 222

. 
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3) 



















  xdxexeevxdxdu

dxedvxu
dxex xxx

x

x 2
5
1

5
1

;
5

;2

;;
5255

52

52  


























  dxexeex

evdxdu

dxedvxu
dxxeex x

xx

x

x

x
x

5
552

5

5

5
52

5
1

55
2

5;
5
1;

;;

5
2

5

 

  Сexeexdxexeex xxx
x

xx

125
2

25
2

525
2

25
2

5

5552
5

552
 

= Сxxe x







 

25
2

5
2

5
2

5
. 

4) 






















  dx

xxx
x

x
vdx

x
du

dx
x

dvxu
dx

x
x 1

2
1

2
ln

;
2
1;1

;1;ln
ln

22

2

3

3  

C
xx

xCx
x
x

x
dx

x
x





  22

2
232 4

1
2
ln

2
1

2
1

2
ln

2
1

2
ln . 

5)   























 dx

x
xxxxvdx

x
du

dxdvxu
xdx

2
2 1

arccos;
1

1
;;arccos

arccos  








 

2
21 2 dtxdxxdxdtxt  

Cxxx
t

dtxx   21arccos
2
1arccos . 

6) Рассмотрим так называемые «круговые интегралы», которые 

находятся с помощью двукратного применения формулы интегрированием 

по частям. 

  











 dxexxe
xvxdxdv

dxedueuxdxe xx
xx

x 22
22

2 2sinsin
sin;cos

;2;cos  
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 











  dxexxexe
xvxdxdv

dxedueu xxx
xx

222
22

2coscos2sin
;cos;sin

;2;

 dxxexexe xxx 222 cos4cos2sin . 

Видно, что в результате повторного применения метода 

интегрирования по частям функцию не удалось свести к табличному виду. 

Однако, последний полученный интеграл ничем не отличается от 

исходного. Поэтому перенесем его в левую часть равенства. В результате 

имеем: 

  )cos2(sincos5 22 xxexdxe xx . 

  Cxxexdxe
x

x )cos2(sin
5

cos
2

2 . 

Таким образом, интеграл найден вообще без применения таблиц 

интегралов. 

Прежде чем рассмотреть подробно методы интегрирования 

различных классов функций, приведем еще несколько примеров 

нахождения неопределенных интегралов приведением их к табличным 

интегралам. Среди них рассмотрим применение частного случая метода 

подстановки – «внесение функции под знак дифференциала». 

Пример 2.9. Найдем следующие неопределенные интегралы: 

1) 








   )12()12(

2
1)12(

2
12)12()12( 2020 xdxxddxdxxddxx  

CxCtCtdtttx 


  42
)12(

42212
1

2
1}12{

212121
20 . 

2) 
















    2222

22

4

22

2222
22

4
22

x
dx

x
dxdx

xx
xxdx

x
xx  

Cxxx 
2

arcsin2ln 2 . 
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3)      ;sin)(sincoscossin
sin

cos 2/3
3

txxdxdxxdxxdx
x

x  

C
x

CxCtdtt   sin
2sin22 2/12/12/3 . 

4)  xdxe x 2sin
2cos  

  ;2sincos2sinsincos2)(cos 22 dtxdxxtxdxxdxxxd
 

CeCedte xtt  
2cos . 

5)   


tdtdxtxtx
xx

dx 2
)1(

2  

CxarctgCarctgt
t

dt
tt

tdt






   22

1
2

)1(
2

22 . 

Метод внесения функции под знак дифференциала был применен в 

первом, третьем и четвертом случаях примера 9. 

 

Раздел 3. Интегрирование элементарных дробей 
 

Определение 3.1. Элементарными называются дроби следующих 

четырех типов: 

I ;1
bax 

     III ;2 cbxax
NMx


  

II ;
)(

1
mbax 

    IV ncbxax
NMx

)( 2 
 ,  (3.1) 

где 04,2,2,, 2  acbnmNnm . 

Первые два типа интегралов от элементарных дробей довольно 

просто приводятся к табличным интегралам подстановкой baxt  . 

Интегрирование дробей I-го типа: 

Cbax
a

Ct
at

dt
abax

dx


  ln1ln11 . 
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Интегрирование дробей II-го типа: 

  






 



C
tma

C
m

t
at

dt
abax

dx
m

m

mm 1

1

)1(
1

)1(
11

)(
 

C
baxma m 


 1))(1(

1 . 

Рассмотрим метод интегрирования элементарных дробей III типа. 

Для начала рассмотрим дробь более простого вида, которая в числителе 

содержит единицу, а в знаменателе квадратный трехчлен, т.е. это дробь 

вида: 
cbxax

I


 21
1 . Этот же метод применим и к дроби вида: 

cbxax
I




22
1 . 

Для вычисления неопределенных интегралов от этих дробей 

необходимо сначала в знаменателе выделить полный квадрат, затем 

привести к табличным интегралам подстановкой kxt  , где 

dxkxddt  )( . 

Выделение полного квадрата осуществляется следующим образом: 
















 























a
bc

a
bxac

a
b

a
b

a
bxacbxax

42442
2

22

2

2

2

2
22 . 

Пример 3.1. Найдем следующие неопределенные интегралы, 

содержащие квадратный трехчлен: 

1)    





)1(
91282 22

xddx
xx

dx

xx

dx  

  



 tx

x

xd 1
)1(9

)1(
2

 





.
3

1arcsin
3

arcsin
3 22

CxCt

t

dt  

2) 

.
4

3
4
1

16
}3{

16)3(256 222 Cxarctg
t

dttx
x

dx
xx

dx







 








   
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Интеграл дроби типа III может быть представлен в виде: 

 



 dxpxqpxxddx

qpxx
BAx )2()( 2

2  

  








 










qpxx
dxApBdx

qpxx
pxAdx

qpxx

ApBpxA

222 2
2

2

)
2

()2(
2

 










 




 
qpppxx

dxApB
qpxx
qpxxdA

442
2

2
)(

2 22
2

2

2
 


















 







  

42
2

ln
2 22

2

pqpx

dxApBqpxxA  

 

4

2

4

1
2

ln
2 22

2 C
pq

px
arctg

pq

ApBqpxxA














  . 

Здесь в общем виде показано приведение интеграла от дроби типа III 

к двум табличным интегралам. Аналогично находятся интегралы от 

дробей, которые, в общем-то, не являются элементарными, это дроби вида 

cbxax

NMxI





2
. 

Рассмотрим применение указанной выше формулы на примерах. 

Пример 3.2. Найдем следующий неопределенный интеграл. 

  








 dx
xx

x
dxxxxddx

xx
x

453
6
23)56(

6
7

)56()453(
453

27
2

2
2  

 








3
4

36
25

36
25

6
523

1
6
23

453
)56(

6
7

22
xx

dx
xx

dxx  
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







 

  453ln
6
7

36
23

6
518

23453ln
6
7 2

2
2 xx

x

dxxx  

Cxarctg 



23

56
3
23 . 

Вообще говоря, если у трехчлена cbxax 2  выражение 

042  acb , то дробь по определению не является элементарной, однако, 

тем не менее, ее можно интегрировать указанным выше способом. 

Пример 3.3. Найдем неопределенный интеграл. 

1) 




















  ;3
;;3

49)3(
35

406
35

22 ux
dxduxu

dx
x

xdx
xx

x  















  C

u
uu

u
du

u
ududu

u
u

7
7ln

14
1849ln

2
5

49
18

49
5

49
3155 2

222

 

.
10
4ln

7
9406ln

2
5 2 C

x
xxx 



  

2) 




















  ;3

;;3

)3(16

43

67

43
22 ux

dxduxu
dx

x

xdx
xx

x  











  Cuu

u

du

u

ududu
u

u
4

arcsin13163
16

13
16

3
16

493 2
222

 

.
4

3arcsin13673 2 Cxxx 


  

Рассмотрим теперь методы интегрирования простейших дробей IV 

типа. 

Сначала рассмотрим частный случай когда 1,0  NМ . 

Тогда интеграл вида   ncbxax
dx

)( 2  можно путем выделения в 

знаменателе полного квадрата представить в виде   nsu
du

)( 2 . Сделаем 

следующее преобразование: 
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  









  nnnn su

duu
ssu

du
s

du
su

uus
ssu

du
)(

1
)(

1
)(

1
)( 2

2

122

22

2 . 

Второй интеграл, входящий в это равенство, будем брать по частям. 

Обозначим: 






























 
;

))(1(2
1

)(

;;;
)(

1221

1121

nn

n

sunsu
uduv

duduuu
su

ududv
. 

   





 12122

2

)(22
1

))(22()( nnn su
du

nsun
u

su
duu . 

Для исходного интеграла получаем: 

   








 1212122 )()22(
1

))(22()(
1

)( nnnn su
du

nssuns
u

su
du

ssu
du

; 

.
)()22(

32
))(22()( 12122   







 nnn su
du

ns
n

suns
u

su
du  

Полученная формула называется рекуррентной. Если применить ее 

)1( n  раз, то получится табличный интеграл   su
du
2 . 

Вернемся теперь к интегралу от элементарной дроби типа IV в 

общем случае. 

  








  dx
bacbax

NMxadx
cbxax

NMx
n

n
n

)4()2(
)4(

)( 222  


























  du

su

N
a

buM

a
a

bacs
a
bux

adxdubaxu

n

n

)(
2

)(

2
)4(

;4;
2

;2;2

22  
















   nn

n

su
du

a
MbaN

su
udu

a
M

a
a

)(2
2

)(22
)4(

22 . 

В полученном равенстве первый интеграл с помощью подстановки 

sut  2  приводится к табличному  nt
dt , а ко второму интегралу 

применяется рассмотренная выше рекуррентная формула. 



 20

Несмотря на кажущуюся сложность интегрирования элементарной 

дроби вида IV, на практике его достаточно легко применять для дробей с 

небольшой степенью n, а универсальность и общность подхода делает 

возможным очень простую реализацию этого метода на ЭВМ. 

Пример 3.4. Найдем неопределенный интеграл. 

  


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
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
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
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)3(
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u
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u
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u
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















  Cuarctg

u
u

tu
du

u
u

t
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336
11

)3(6
11

2
3

323
1

)3(23
11

2
3

2222

 

Cxarctg
xx

x
xx













3
2

36
11

)74(6
)2(11

)74(2
3

22 . 

 

Раздел 4. Интегрирование рациональных функций 
 

Всякую рациональную функцию можно представить в виде 

рациональной дроби, т.е. 

nn
nnn

mm
mmm

AxAxAxAxA
BxBxBxBxB

xP
xV












1
2

2
1

10

1
2

2
1

10

...
...

)(
)( . 

Допустим, что эти многочлены не имеют общих корней. В этом 

случае возможно: 

1) nm  , тогда данная рациональная дробь неправильная; 

2) nm  , тогда данная рациональная дробь правильная. 

Если дробь неправильная, то необходимо разделить числитель на 

знаменатель по правилу деления многочлена на многочлен. В этом случае 

получим сумму какого-то многочлена и правильной рациональной дроби, 

т.е.: 
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)(
)()(

)(
)(

xP
xQxM

xP
xV

 .        (4.1) 

Пример 4.1. Представить неправильную рациональную дробь в виде 

(4.1). 

12
6432

12
3

2
2

2

4








xx

xxx
xx

x . 

 

_ 34 x   122  xx  
234 2 хxx   322  xx  

_ 32 23  хx  

ххx 242 23   

 _ 323 2  хx  

 363 2  хx  

  64  х  

Таким образом, замечаем, что при интегрировании рациональных 

дробей, основную трудность представляют правильные рациональные 

дроби. 

Для того чтобы проинтегрировать рациональную дробь необходимо 

разложить ее на элементарные дроби. 

Теорема 4.1. Пусть 
)(
)()(

xP
xQxR   - правильная рациональная дробь. 

Знаменатель )(хР  данной дроби всегда может быть представлен в виде: 

 )(...)()(...)()( 22 srxxqpxxbхаххР  , где ba,...,  - это 

различные действительные корни многочлена )(хР  соответствующей 

кратности  ,..., , а  )(,...,)( 22 srxхqрхx   - множители, которые 

соответствуют каждой паре комплексных корней этого многочлена 

кратности ,..., . 
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Тогда существуют действительные числа 

),...,1(,),,...,1(,),,...,1(),,...,1(   iSRiNMiBiA iiiiii , такие что, эта 

дробь может быть разложена на элементарные дроби по следующей схеме: 



















 





)(
...

)()(
...

)(
...

)()(
)(

2
21

2
21

bx
B

bx
B

bx
B

ax
A

ax
A

ax
A

xP
xQ

 




















srxx

SxR
qpxx

NxM
qpxx

NxM
qpxx

NxM
2

11
222

22
2

11 ...
)(

...
)( 

  




)(
...

)( 222
22

srxx
SxR

srxx
SxR









 .      (4.2) 

Замечание 4.1. В разложении этой дроби число слагаемых равно 

  ...... . 

Итак, при интегрировании правильных рациональных дробей 

прибегают к разложению исходной дроби на элементарные. Для 

нахождения величин ,),,...,1(),,...,1( iii MiBiA    

),...,1(,),,...,1(   iSRiN iii  применяют метод неопределенных 

коэффициентов, суть которого состоит в том, что для того, чтобы два 

многочлена были тождественно равны, необходимо и достаточно, чтобы 

были равны коэффициенты при одинаковых степенях х . 

Применение этого метода рассмотрим на конкретном примере. 

Пример 4.2. Найти неопределенный интеграл. 

 
 dx

xxx
xxx

)4)(86(
8828309

22

23

. 

Заметим, что ( )4)(4)(2()4)(86 222  xxxxxx . Поэтому, 

подынтегральная правильная рациональная дробь, в силу теоремы 4.1, 

разложится на следующие слагаемые: 

442)4)(4)(2(
8828309

22

23














x
DCx

x
B

x
A

xxx
xxx . 
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Приводя к общему знаменателю правую часть равенства и, 

приравнивая соответствующие числители, получаем: 

8828309)86)(()4)(2()4)(4( 23222  xxxxxDCxxxBxxA
 

В левой части последнего равенства раскроем скобки, приведем 

подобные слагаемые, а затем вынесем за скобки соответствующие степени 

х . В результате получим: 

 xDCBAxDCBAxCBA )6844()624()( 23  

8828309)8816( 23  xxxDBA . 

Приравнивая соответствующие коэффициенты при одинаковых 

степенях х , получаем следующую систему: 

















888816
286844

30624
9

DBA
DCBA
DCBA

CBA

; 

 

















112
143422

66542430
9

DBA
DCBA

BABAD
BAC

; 

 

















1142242
1412672443622

4224
9

BABA
BABABA

BAD
BAC

; 

















3554
50104

4224
9

BA
BA

BAD
BAC

; 

 

















3551050
50104

4224
9

BB
BA

BAD
BAC

;  

















3
50104

4224
9

B
BA

BAD
BAC

;  
















2
1
3
5

D
C
B
A

. 

 

Итого: 
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




















 dx
x

DCx
x

B
x

Adx
xxx

xxx
442)4)(86(

8828309
222

23
 

 









 dx
x
xdx

x
dx

x 4
2

4
3

2
5

2  







  dx
x

dx
x

xxx
4

2
4

4ln32ln5 22  

.
2

)4ln(
2
14ln32ln5 2 Cxarctgxxx   

Пример 4.3. Найти неопределенный интеграл. 

 
 dx

xxx
xxxxx

61743
776202586

23

2345
. 

Так как дробь неправильная, то предварительно следует выделить 

целую часть, а именно, представить эту дробь по формуле (4.1). 

_ 776202586 2345  xxxxx    61743 23  xxx  
2345 123486 xxxx       32 2 x  

  _ 77689 23  xxx  

  1851129 23  xxx  

   252520 2  хx  

Итак,  

















 dx

ххх
хххdx

xxx
xxxxx

61743
25252032

61743
776202586

23

2
2

23

2345

 

1

23

2
3

61743
55453

3
2





  dx

ххх
хххх  

Знаменатель подынтегральной дроби имеет корень 3x . Поэтому 

разделим его на двучлен )3( x  и представим данный знаменатель в виде 

линейных множителей (операция деления кубического многочлена на 

двучлен приведена ниже): 

61743 23  xxx = )3( x )253( 2  хx = )3( x )2( x )13( x . 

Следовательно, 
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1323)13)(2)(3(
554 2













x
C

x
B

x
A

xxx
xx . 

554)2)(3()13)(3()13)(2( 2  xxxxCxxBxxA . 

 

61743 23  xxx   3x  
23 93 хx      253 2  хx  

_ 6175 2  хx  

 хx 155 2   

  _ 62  x  

  62  x  

   0 

Для того чтобы избежать при нахождении неопределенных 

коэффициентов раскрытия скобок, группировки и решения системы 

уравнений (которая в некоторых случаях может оказаться достаточно 

большой) применяют метод произвольных значений. Суть метода 

состоит в том, что в полученное выше выражение подставляются 

поочередно несколько (по числу неопределенных коэффициентов) 

произвольных значений х . Для упрощения вычислений принято в качестве 

произвольных значений принимать точки, при которых знаменатель дроби 

равен нулю, т.е. в нашем случае – 3, -2, 1/3. Получаем: 













1
2135
1640

C
B
A

;    












1
5/3
5/2

C
B
A

 

Возвращаясь к равенству 
1
 , будем иметь: 

1
 








  13

5
3

2
2

33
3
2 3

x
dx

x
dx

x
dxxx  

.13ln
3
53ln22ln33

3
2 3 Cxxxxx   

Пример 4.4. Найти неопределенный интеграл. 
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2

22222

24

2)2(3)2)(3(
157143
















 dx

x
EDxdx

x
CBxdx

x
Adx

xx
xxx  

Найдем неопределенные коэффициенты: 

157143)2)(3)(()3)(()2( 24222  xxxxxEDxxCBxxA . 

 DxDxDxDxCCxBxBxAAxAx 6323344 324224  

 23423 )432()3()(632 xAEDBAxEDxADEExExEx
 157143)4632()263( 24  xxxAECAxEDCB . 

 



















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15463
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14432
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3

AEC
EDCB
AEDB

ED
AD

;  





















15418543
76186183

14492726
39

3

AAC
AACB
AAAB

AE
AD

; 

 




















69223
73
3511

39
3

AC
CB
AB

AE
AD

;  





















69270921
37

3511
39

3

BB
BC

BA
AE

AD

; 




















0
0
1
2
3

E
D
C
B
A

. 

Итак, заданный интеграл будет равен: 

















    222222

2

)2()2(
2

3
3

)2(
12

3
3

x
dxdx

x
x

x
dxdx

x
x

x
dx  

.
224

1
)2(42

13ln3 22 Cxarctg
x

x
x

x 





  

 

Раздел 5. Интегрирование некоторых 

тригонометрических функций 
 

Интегралов от тригонометрических функций может быть бесконечно 

много. Большинство из этих интегралов вообще нельзя найти 



 27

аналитически, поэтому рассмотрим некоторые главнейшие типы функций, 

которые могут быть проинтегрированы всегда. 

1) Интеграл вида  dxxxR )cos,(sin . 

В подынтегральном выражении буква R  означает некоторую 

рациональную функцию от переменных xsin  и xcos . 

Интегралы этого вида находятся с помощью подстановки 
2
xtgt  . 

Эта подстановка позволяет преобразовать тригонометрическую функцию в 

рациональную функцию. Для этого необходимо применить следующие 

тригонометрические тождества: 

22 1
2

2
1

2
2

sin
t
t

xtg

xtg
x





 ,  ;

1
1

2
1

2
1

cos 2

2

2

2

t
t

xtg

xtg
x








  

Тогда 21
2,2

t
dtdxarctgtx


 . 

Таким образом:  

 
















 .)(

1
2

1
1,

1
2)cos,(sin 22

2

2 dttrdt
tt

t
t
tRdxxxR  

Описанное выше преобразование называется универсальной 

тригонометрической подстановкой. 

Пример 5.1. Найти неопределенный интеграл. 














  22

2

2

2

2

55338
2

5
1
13

1
24

1
2

5cos3sin4 ttt
dt

t
t

t
t

t
dt

xx
dx  

.
2

2

1
2

1
)2(44882

2 222 Cxtg
C

tt
dt

tt
dt

tt
dt














    

Несомненным достоинством этой подстановки является то, что с ее 

помощью всегда можно преобразовать тригонометрическую функцию в 

рациональную функцию и найти соответствующий интеграл. К 



 28

недостаткам можно отнести то, что при преобразовании может получиться 

достаточно сложная рациональная функция, интегрирование которой 

займет много времени и сил. 

Однако при невозможности применить более рациональную замену 

переменной этот метод является единственно результативным. 

Пример 5.2. Найти неопределенный интеграл. 
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2) Интеграл вида  dxxxR )cos,(sin , если функция R  является 

нечетной относительно xcos . 

Несмотря на возможность нахождения такого интеграла с помощью 

универсальной тригонометрической подстановки, рациональнее 

применить подстановку xt sin . 

  xdx
x

xxRdxxxR cos
cos

)cos,(sin)cos,(sin  

Функция 
x

xxR
cos

)cos,(sin  может содержать xcos  только в четных 

степенях, и, следовательно, может быть преобразована в рациональную 

функцию относительно xsin : .)(cos)(sin)cos,(sin   dttrxdxxrdxxxR  

Пример 5.3. Найти неопределенный интеграл. 
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Вообще говоря, для применения этого метода необходима только 

нечетность функции относительно xcos , а степень xsin , входящего в 

функцию может быть любой, как целой, так и дробной. 

3) Интеграл вида  dxxxR )cos,(sin , если функция R  является 

нечетной относительно xsin . 

По аналогии с рассмотренным выше случаем делается подстановка 

xt cos . Тогда получаем 

интеграл   .)(sin)(cos)cos,(sin dttrxdxxrdxxxR  

Пример 5.4. Найти неопределенный интеграл. 























  dt

t
tttdt

t
t

xdxdt
tx

dx
x

x
2

5444
2

1
sin

cos
cos2

sin 223
 

 






















 dt
tt

ttdt
t

tt
2

5
2

42
2

54)2( 2
 










  dt
t

tttt
t

dt
t
tdtdttdt

2
42ln52

22
5

2
42

2
 

















  dt

t
dtttt

tt
t 4

2
82ln52

22
21

2

2
 

 Сttttt 42ln82ln52
2

2
 

.)2ln(cos3cos2
2

cos2ln32
2

22
CxxxCttt

  

4) Интеграл вида  dxxxR )cos,(sin , если функция R  четная 

относительно xsin  и xcos . 

Для преобразования функции R  в рациональную функцию 

используется подстановка tgxt  . 
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В этом случае   dttrdxxxR )()cos,(sin . 

Пример 5.5. Найти неопределенный интеграл. 
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5) Интеграл от произведения синусов и косинусов различных 

аргументов. 

В зависимости от типа произведения применятся одна из трех 

формул: 

а)     dxxnmxnmnxdxmx )cos()cos(
2
1coscos  















nm

xnm
nm

xnm )sin()sin(
2
1 . 

б)     dxxnmxnmnxdxmx )sin()sin(
2
1cossin  















nm

xnm
nm

xnm )cos()cos(
2
1 . 

в)     dxxnmxnmnxdxmx )cos()cos(
2
1sinsin  















nm

nm
nm

nm )sin()sin(
2
1 . 

Пример 5.6. Найти неопределенный интеграл. 
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Пример 5.7. Найти неопределенный интеграл. 
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  dxxxxxdxxx ]4cos7[cos10sin4cos7cos10sin  

  xdxxxdxx 3cos10sin
2
111cos10sin

2
1  

  xdxxdxxdxxdx 7sin
4
113sin

4
1sin

4
121sin

4
1  

.7cos
28
113cos

52
1cos

4
121cos

84
1 Cxxxx   

Иногда при интегрировании тригонометрических функций удобно 

использовать общеизвестные тригонометрические формулы для 

понижения порядка функций. 

Пример 5.8. Найти неопределенный интеграл. 

Cxctg
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Пример 5.9. Найти неопределенный интеграл. 
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Иногда применяются некоторые нестандартные приемы. 

Пример 5.9. Найти неопределенный интеграл. 
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;cossincos
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;;sin

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Итак, получаем, что интеграл 

  udueuueudue uuu cos)sin(coscos . Тогда 

Cuueudue
u

u  )sin(cos
2

cos , делая обратную замену, будем иметь: 

Cxxxdx
x

xx  ))sin(ln)(cos(ln
2

1)cos(ln ; 

Cxxdxx 





  ln

4
cos

2
)cos(ln  . 

 

Раздел 6. Интегрирование некоторых иррациональных 

функций 
 

Далеко не каждая иррациональная функция может иметь интеграл, 

выраженный элементарными функциями. Для нахождения интеграла от 

иррациональной функции следует применить подстановку, которая 

позволит преобразовать ее в рациональную функцию, интеграл от которой 

может быть найден, как известно, всегда. 

Рассмотрим некоторые приемы для интегрирования различных типов 

иррациональных функций. 

1) Интеграл вида  








 dx

dcx
baxxR n, , где n - натуральное число. 

С помощью подстановки t
dcx
baxn 


  функция рационализируется. 

;;; dt
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Тогда .)(,,  
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Пример 6.1. Найти неопределенный интеграл. 
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Если в состав иррациональной функции входят корни различных 

степеней, то в качестве новой переменной рационально взять корень 

степени, равной наименьшему общему кратному степеней корней, 

входящих в выражение. 

Проиллюстрируем это на примере. 

Пример 6.2. Найти неопределенный интеграл. 
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2) Интегрирование биноминальных дифференциалов. 

Определение 6.1. Биноминальным дифференциалом называется 

выражение вида: dxbxax pnm )(  , где pnm ,,  – рациональные числа. 
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Как было доказано академиком П.Л. Чебышевым (1821-1894), 

интеграл от биноминального дифференциала может быть выражен через 

элементарные функции только в следующих трех случаях: 

1) Если p  – целое число, то интеграл рационализируется с помощью 

подстановки: 
 xt  , где   - общий знаменатель m  и n . 

2) Если 
n

m 1  - целое число, то интеграл рационализируется 

подстановкой: 

s nbxat  , где s  – знаменатель числа p . 

3) Если p
n

m


1  - целое число, то используется подстановка: 

s
n

n

x
bxat 

 , где s – знаменатель числа р. 

Однако, наибольшее практическое значение имеют интегралы от 

функций, рациональных относительно аргумента и квадратного корня из 

квадратного трехчлена. 

На рассмотрении этих интегралов остановимся более подробно. 

3) Интегралы вида    dxcbxaxxR 2, . 

Существует несколько способов интегрирования такого рода 

функций. В зависимости от вида выражения, стоящего под знаком 

радикала, предпочтительно применять тот или иной способ.  

Как известно, квадратный трехчлен путем выделения полного 

квадрата может быть приведен к виду:  

.22 mu   

Таким образом, интеграл приводится к одному из трех типов: 

  ;),( 22 duumuR  

  ;),( 22 duumuR  



 35

  ;),( 22 dumuuR  

 

1 способ. Тригонометрическая подстановка 

 

Теорема 6.1. Интеграл вида   duumuR ),( 22  подстановкой 

tmu sin  или tmu cos  сводится к интегралу от рациональной функции 

относительно tsin  или tcos .  

Пример 6.3. Найти неопределенный интеграл. 
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Теорема 6.2. Интеграл вида   duumuR ),( 22  подстановкой 

mtgtu   или mctgtu   сводится к интегралу от рациональной функции 

относительно tsin  или tcos . 

Пример 6.4. Найти неопределенный интеграл. 
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2 способ. Подстановки Эйлера (1707-1783) 

 

1) Если 0а , то интеграл вида   dxcbxaxxR ),( 2  

рационализируется подстановкой axtcbxax 2 . 

2) Если 0а  и 0c , то интеграл вида   dxcbxaxxR ),( 2  

рационализируется подстановкой ctxcbxax 2 . 

3) Если 0а , а подкоренное выражение раскладывается на 

действительные множители - ))(( 21 xxxxа  , то интеграл вида 

  dxcbxaxxR ),( 2  рационализируется подстановкой 

)( 1
2 xxtcbxax  . 

Отметим, что подстановки Эйлера неудобны для практического 

использования, т.к. даже при несложных подынтегральных функциях 

приводят к весьма громоздким вычислениям. Эти подстановки 

представляют скорее теоретический интерес. 

 

3 способ. Метод неопределенных коэффициентов 

 

Рассмотрим интегралы следующих трех типов: 

 





;
)(

.;)(.;)(.
2

2
2 cbxaxx

dxIIIdxcbxaxxPII
cbxax

dxxPI
n

 

где )(xP  – многочлен, n  – натуральное число. 

Причем интегралы II и III типов могут быть легко приведены к виду 

интеграла I типа. 

Далее делается следующее преобразование: 

;)()(
2

2
2 




 cbxax

dxcbxaxxQ
cbxax

dxxP   
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в этом выражении )(xQ  - некоторый многочлен, степень которого 

ниже степени многочлена )(xP , а   - некоторая постоянная величина. 

Для нахождения неопределенных коэффициентов многочлена )(xQ , 

степень которого ниже степени многочлена )(xP , дифференцируют обе 

части полученного выражения, затем умножают на cbxax 2  и, 

сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x , определяют   и 

коэффициенты многочлена )(xQ . 

Данный метод выгодно применять, если степень многочлена )(xP  

больше единицы. В противном случае можно успешно использовать 

методы интегрирования рациональных дробей, рассмотренные выше, т.к. 

линейная функция является производной подкоренного выражения. 

Пример 6.5. Найти неопределенный интеграл. 
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


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



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 tatgta
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


  C
tatat

tdt
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tdt
sin
1

sin3
1

sin
sin)sin1(1

sin
cos

4344

2

444
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.
3

)(1sin 4

22

34

2/322

2222

2
C

xa
xa

xa
xa

xa

x
xa

at 






















  

Теорема 6.3. Интеграл вида   dumuuR ),( 22  подстановкой 

t
mu

sin
  или 

t
mu

cos
  сводится к интегралу от рациональной функции 

относительно tsin  или tcos . 

Пример 6.6. Найти неопределенный интеграл. 









52
52)(

52

173
2

22
2

23

xx

dxxxCBxAxdx
xx

xx
 . 
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Продифференцируем обе части выражения. Затем умножим их на 

cbxax 2 , сгруппируем коэффициенты при одинаковых степенях x . 

52
)1(

52
52)2(

52

173
22

2
2

2

23













xx
x

xx

CBxAxxxBAx
xx

xx  . 

 )1)(()52)(2( 22 xCBxAxxxBAx = 173 23  xx  

 CBxAxCxBxAxBBxBxAxAxAx 223223 521042 =

173 23  xx  

1735)310()25(3 2323  xxCBxCBAxBAAx   



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

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Итого 







4)1(
752)13(

52

173
2

22
2

23

x

dxxxxxdx
xx

xx = 

= .)521ln(752)13( 222 Cxxxxxxx   

 

Пример 6.7. Найти неопределенный интеграл. 
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  dx
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xxxdxxxx
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xx
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 DxCxBxAxxCBxAxxxxx 23422234 )3)(23(181264
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 xxxx 181264 234  

 DxCxBxAxCBxAxCxBxAx 2342234 36923  

 CxDBxACBxAxxxxx 3)6()92(34181264 234234

 

;2/9;6;2/3;2;1  DCBA  

.3ln
2
936

2
323)64( 222322 Cxxxxxxdxxxx 






   

 

Пример 6.8. Найти неопределенный интеграл. 
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Второй способ решения того же самого примера. 
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    ttdtttdtdt
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tt 2sin

4
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2
12cos1

2
1cos
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С учетом того, что функции xarcsin  и xarccos  связаны 

соотношением 
xx
1arccos

2
1arcsin 

 , а постоянная интегрирования С – 

произвольное число, ответы, полученные различными методами, 

совпадают. 

Как видно, при интегрировании иррациональных функций можно 

применять различные рассмотренные выше приемы. Выбор метода 

интегрирования обуславливается в основном наибольшим удобством, 

очевидностью применения того или иного метода, а также сложностью 

вычислений и преобразований. 

 

Пример 6.9. Найти неопределенный интеграл. 
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Рассмотрим несколько примеров, в которых интегралы не 

выражаются через элементарные функции. 

К таким интегралам относится интеграл вида  dxxPxR ))(,( , где 

)(xP  - многочлен степени выше второй. Эти интегралы называются 

эллиптическими.  

Если степень многочлена )(xP  выше четвертой, то интеграл 

называется ультраэллиптическим. 
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Если интеграл такого вида выражается через элементарные функции, 

то он называется псевдоэллиптическим. 

Не могут быть выражены через элементарные функции следующие 

интегралы: 

1)   dxe x2
 - интеграл Пуассона (Симеон Дени Пуассон – 

французский математик (1781-1840)); 

2)   dxxdxx 22 cos;sin  - интегралы Френеля (Жан Огюстен 

Френель – французский ученый (1788-1827) - теория волновой оптики и 

др.); 

3)  x
dx
ln

 - интегральный логарифм; 

4)  dx
x

e x
 - приводится к интегральному логарифму; 

5)  dx
x

xsin  - интегральный синус; 6) dx
x

x


cos  - интегральный 

косинус. 
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