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÷×ÅÄÅÎÉÅ

õÞÅÂÎÏÅ �ÏÓÏÂÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ É �ÒÉÍÅÒÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÉÚ

ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÄÅÌÏ× ËÕÒÓÁ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ, ÉÚÕÞÁÅÍÏÇÏ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍÉ

ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÎÁÕÞÎÙÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ ×ÕÚÏ×.

ëÁÖÄÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÚÁÄÁÞ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÏÂÝÕÀ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁ-

ÄÁÞÉ, �ÌÁÎ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÅ �ÏÑÓÎÅÎÉÑ É ÏÔ×ÅÔ. éÍÅ-

ÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÚÁÄÁÎÉÊ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ, ËÏÔÏ-

ÒÙÅ ÓÔÕÄÅÎÔ ÍÏÖÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ËÏÎÔÒÏÌÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÎÉÊ �Ï ÔÅÍÅ.

úÁÄÁÞÉ ÒÁÎÖÉÒÏ×ÁÎÙ �Ï ÕÒÏ×ÎÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ï�ÅÎÉÔØ ÓÔÅ�ÅÎØ

�ÏÄÇÏÔÏ×ÌÅÎÎÏÓÔÉ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×.

ðÒÉ×ÅÄÅÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ × �ÒÏÇÒÁÍÍÅ Mathematia, ÞÔÏ ÏÔ-

ÌÉÞÁÅÔ ÅÇÏ ÏÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÚÁÄÁÞÎÉËÏ× �Ï ËÕÒÓÕ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉ-

ËÉ. ó �ÏÍÏÝØÀ Mathematia ÍÏÖÎÏ ÂÙÓÔÒÏ É ÜÆÆÅËÒÉ×ÎÏ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ ×Ù-

ÞÉÓÌÅÎÉÑ, Õ�ÒÏÝÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÒÅÛÁÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎË�ÉÊ. ðÒÉÞÅÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×Ï-

ÄÉÔØ ËÁË ÎÁ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ Ó ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÏÊ, ÔÁË É Ó �ÏÍÏÝØÀ

ÂÅÓ�ÌÁÔÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒÎÅÔ-ÓÅÒ×ÉÓÁ Wolfram Alpha, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÓÔÕ�ÅÎ �Ï ÁÄÒÅÓÕ

www.wolframalpha.om. ëÒÁÔËÉÊ Ó�ÒÁ×ÏÞÎÉË �Ï ËÏÍÁÎÄÁÍ �ÒÉ×ÅÄÅÎ × ÛÅÓÔÏÊ

ÇÌÁ×Å.

õÞÅÂÎÏÅ �ÏÓÏÂÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÄÌÑ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×

ÏÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÏÂÕÞÅÎÉÑ �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ �æÉÚÉËÁ�, �òÁÄÉÏÆÉÚÉËÁ�.
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1 ëÉÎÅÍÁÔÉËÁ

1.1 �ÒÁÅËÔÏÒÉÑ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�

1.1 ðÏ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù �ÏÌÕÞÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

ÅÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ. îÁÞÅÒÔÉÔØ ÜÔÕ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ, ÕËÁÚÁ× ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ É ÎÁ-

�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ.

Á)

8

>

<

>

:

x = 3t� 5

y = 4� 2t

òÅÛÅÎÉÅ. éÓËÌÀÞÁÑ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù ×ÒÅÍÑ t, (ÎÁ-

�ÒÉÍÅÒ, �ÕÔÅÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ 2, ×ÔÏÒÏÇÏ | ÎÁ 3 É

�ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ), �ÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÞÁÓÔÉ-

�Ù: 2x+ 3y = 2, ÉÌÉ y = �

2

3

x+

2

3

. îÁÞÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ, �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ

× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ t = 0: x

0

= �5, y

0

= 4. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÒÁÅË-

ÔÏÒÉÅÊ ÞÁÓÔÉ�Ù Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕ�ÒÑÍÁÑ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 1). îÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅ-

ÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù ÕËÁÚÁÎÏ ÓÔÒÅÌËÏÊ. üÔÏÔ ÒÉÓÕÎÏË ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ × ÓÉÓÔÅÍÅ

Mathematia Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÍÁÎÄÙ ParametriPlot[f3t� 5; 4� 2tg,ft; 0; 3g℄.

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4
x

-2

-1

1

2

3

4

y

òÉÓÕÎÏË 1

Â)

8

>

<

>

:

x = 2t

y = 8t

2

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓÌÅ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ä×ÉÖÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ t, ÎÁ-
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ÈÏÄÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÞÁÓÔÉ�Ù: y = 2x

2

. îÁÞÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑ

(t = 0): x

0

= 0, y

0

= 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÁ×ÏÊ ×ÅÔ×ØÀ

�ÁÒÁÂÏÌÙ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 2). þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÜÔÏÔ ÒÉÓÕÎÏË, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×Ù-

�ÏÌÎÍÔØ ËÏÍÁÎÄÕ Plot[2x

2

,fx; 0; 2g℄.

0.5 1 1.5 2
x

2

4

6

8

y

òÉÓÕÎÏË 2

×)

8

>

<

>

:

x = 5 sin 10t

y = 3 os 10t

òÅÛÅÎÉÅ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ t

ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ �ÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ 5, ×ÔÏÒÏÅ | ÎÁ 3, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ

×ÏÚ×ÅÓÔÉ ËÁÖÄÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × Ë×ÁÄÒÁÔ É ÓÌÏÖÉÔØ ÉÈ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ:

x

2

25

+

y

2

9

= 1:

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÂÕÄÅÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÜÌÌÉ�ÓÏÍ Ó �ÏÌÕÏÓÑÍÉ 5 É 3

É �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ìÅÇËÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÉ�Á ÎÁÞÎÅÔ

Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÉÚ ×ÅÒÈÎÅÊ ÔÏÞËÉ ÜÌÌÉ�ÓÁ: x

0

= 0, y

0

= 3 | É ÂÕÄÅÔ ÏÂÈÏÄÉÔØ ÅÇÏ

�Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 3).

Ç)

8

>

<

>

:

x = 1=2(e

t

+ e

�t

)

y = 1=2(e

t

+ e

�t

)

òÅÛÅÎÉÅ. éÓËÌÀÞÉÔØ �ÁÒÁÍÅÔÒ t ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ

ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × �ÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÓÔÏÑÔ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ, É ×ÏÓ-
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-4 -2 2 4
x

-3

-2

-1

1

2

3

y

òÉÓÕÎÏË 3

�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ:

x = h t; y = sh t;

x

2

� y

2

= 1:

üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ, ÏÓÑÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÖÁÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ-

ÎÙÅ ÏÓÉ. ïÄÎÁËÏ ÞÁÓÔÉ�Á, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÂÕÄÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ �Ï ÏÄÎÏÊ ÉÚ

Ä×ÕÈ ×ÅÔ×ÅÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ, Á ÉÍÅÎÎÏ �Ï �ÒÁ×ÏÊ, �ÒÉÞÅÍ �Ï ÅÅ ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ.

îÁÞÁÌÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ | ÔÏÞËÁ x

0

= 1, y

0

= 0 (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 4).

-3 -2 -1 1 2 3
x

-3

-2

-1

1

2

3

y

òÉÓÕÎÏË 4

1.2 ðÏ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù ÎÁÊÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÅÅ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, Á ÔÁËÖÅ �ÏÌÕÞÉÔØ ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù �Ï ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, ÏÔ-

ÓÞÉÔÙ×ÁÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù.
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Á)

8

>

<

>

:

x = 3t

2

y = 4t

2

òÅÛÅÎÉÅ. éÓËÌÀÞÁÅÍ t É ÎÁÈÏÄÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ:

y =

3

4

x:

îÁÞÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ (t = 0): x

0

= y

0

= 0. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÒÁÅËÔÏÒÉÅÊ ÓÌÕÖÉÔ

�ÏÌÕ�ÒÑÍÁÑ, ÉÓÈÏÄÑÝÁÑ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 5). þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ

ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù �Ï ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ:

S =

Z

v(t)dx:

óËÏÒÏÓÔØ ÞÁÓÔÉ�Ù ÎÁÊÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÅÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ:

v =

q

v

2

x

+ v

2

y

=

p

_x

2

+ _y

2

=

p

(6t)

2

+ (8t)

2

= 10t:

ïÔÓÀÄÁ S =

R

10tdt = 5t

2

+ C. ðÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ C ÌÅÇËÏ Ï�ÒÅ-

ÄÅÌÉÔØ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ: t = 0, S = 0. îÁÈÏÄÉÍ: C = 0. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ:

S(t) = 5t

2

.

0.5 1 1.5 2 2.5 3
x

1

2

3

4
y

òÉÓÕÎÏË 5

Â)

8

>

<

>

:

x = 3 sin t

y = 3 os t

òÅÛÅÎÉÅ. âÅÚ ÔÒÕÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ: x

2

+y

2

= 9. üÔÏ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ 3 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ | x

0

= 0, y

0

= 3; ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ | �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌ-

9



ËÅ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 6). îÁÊÄÅÍ ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ: S =

R

vdt, v =

q

v

2

x

+ v

2

y

=

p

_x

2

+ _y

2

=

p

(3 os t)

2

+ (�3 sin t)

2

= 3, S = 3t + C, C = 0. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ:

S(t) = 3t.

-3 -2 -1 1 2 3 x

-3

-2

-1

1

2

3
y

òÉÓÕÎÏË 6

×)

8

>

<

>

:

x = a os

2

t

y = a sin

2

t

a = onst.

òÅÛÅÎÉÅ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ: y = a�x. îÁÞÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ: x

0

= a,

y

0

= 0. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÉ�Á, ÎÁÞÁ× Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÉÚ ÔÏÞËÉ (a; 0),

ÂÕÄÅÔ ÓÏ×ÅÒÛÁÔØ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ �Ï ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÍÕ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 7 ÏÔÒÅÚËÕ. úÁËÏÎ

Ä×ÉÖÅÎÉÑ: S =

R

vdt.

v =

q

v

2

x

+ v

2

y

=

p

_x

2

+ _y

2

= a

p

2 sin 2t

a
x

a

y

òÉÓÕÎÏË 7
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úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

1.3 ä×ÉÖÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉ�Ù, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÅÊ ÆÉÇÕÒÕ ìÉÓÓÁÖÕ, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÉ-

ÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:

8

>

<

>

:

x = 3 sin t

y = 2 os 2t

. ðÏÌÕÞÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, ÎÁÞÅÒÔÉÔØ ÅÅ É ÕËÁÚÁÔØ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ Ä×É-

ÖÅÎÉÑ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ×ÒÅÍÅÎÉ. õËÁÚÁÔØ ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ �ÏÓÌÅ ÎÁÞÁÌÁ Ä×É-

ÖÅÎÉÑ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t

1

, ËÏÇÄÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÔ ÏÓØ OX.

1.4 ðÒÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ ÏÓÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÜÌÅË-

ÔÒÏÎÁ × �ÏÓÔÏÑÎÎÏÍ ÍÁÇÎÉÔÎÏÍ �ÏÌÅ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

x = a sin kt

y = a os kt

z = �t

;

ÇÄÅ a, k É � | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÍÁÇÎÉÔÎÏÇÏ �Ï-

ÌÑ, ÍÁÓÓÙ, ÚÁÒÑÄÁ É ÓËÏÒÏÓÔÉ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ

É ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÅÇÏ �Ï ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ.

1.5 þÁÓÔÉ�Á ÓÏ×ÅÒÛÁÅÔ ÂÁÌÌÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ:

8

>

<

>

:

x = v

0

os�t

y = v

0

sin�t�

gt

2

2

;

ÇÄÅ v

0

| ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ,

� | ÕÇÏÌ ÂÒÏÓÁÎÉÑ,

g | ÕÓËÏÒÅÎÉÅ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÁÄÅÎÉÑ.

ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ÞÁÓÔÉ�Ù, ×ÙÓÏÔÕ H, ÄÁÌØÎÏÓÔØ L É ×ÒÅÍÑ �Ï-

ÌÅÔÁ T .
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1.6 ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÇÏÌ ÂÒÏÓÁÎÉÑ, �ÒÉ ËÏ-

ÔÏÒÏÍ ÄÁÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÅÔÁ ÂÕÄÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ. îÁÊÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÙÓÏ-

ÔÕ É ×ÒÅÍÑ �ÏÌÅÔÁ.

1.7 ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ 1.5 Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÇÏÌ ÂÒÏÓÁÎÉÑ �, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ

ÞÁÓÔÉ�Á �ÒÏÊÄÅÔ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ A(x; y).

1.2 óËÏÒÏÓÔØ É ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉ�Ù

1.8 þÁÓÔÉ�Á Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÆÉÇÕÒÕ ìÉÓÓÁÖÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ:

8

>

<

>

:

x = 2 os t

y = 4 os 2t

:

ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÕ É ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉ�Ù × ÔÅ ÍÏÍÅÎÔÙ, ËÏÇÄÁ

ÏÎÁ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÓØ OY.

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÎÁÊÄÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÞÁÓÔÉ�Ù: y = 2x

2

�

4. ÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÉ�Á ÂÕÄÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ �Ï �ÁÒÁÂÏÌÅ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÕÓÌÏ×É-

ÑÍÉ: jxj � 2, jyj � 4 (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 8). ä×ÉÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÎÏÓÉÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒ ËÏ-

ÌÅÂÁÎÉÊ. îÁÊÄÅÍ ÏÂÝÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉ�Ù: v

x

= _x = �2 sin t,

v

y

= _y = �8 sin 2t;

v =

q

v

2

x

+ v

2

y

= 2

p

sin

2

t+ 16 sin

2

2t:

ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÏÍÅÎÔÙ, ËÏÇÄÁ ÞÁÓÔÉ�Á ÂÕÄÅÔ �ÅÒÅÓÅËÁÔØ ÏÓØ OY:

os t = 0; t

n

= �=2 + n�; n = 0; 1; 2; : : :

îÁÊÄÅÍ ×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉ�Ù × ÍÏÍÅÎÔ t

1

:

8

>

<

>

:

v

x

(t

1

) = �2 sin(�=2) = �2

v

y

(t

1

) = �8 sin� = 0

:

12



-4 -2 2 4
x

-4

-2

2

4

y

v

®

2v

®

1

òÉÓÕÎÏË 8

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉ�Ù ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÅÎ É ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎ ÔÁË,

ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 8.

1.9 þÁÓÔÉ�Á Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ

8

>

<

>

:

x = 4 sin(�t=2)

y = 3 sin(�t=2)

ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÕ É ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉ�Ù × ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÏÍÅÎÔÙ

×ÒÅÍÅÎÉ: t

1

= 0; t

2

= 1 ; t

3

= 2 .

òÅÛÅÎÉÅ. �ÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ: y =

3

4

x.

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË �ÒÑÍÏÊ Ó ÕÇÌÏ×ÙÍ ËÏÜÆ-

ÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ

3

4

(ÒÉÓÕÎÏË 9). þÁÓÔÉ�Á ÓÏ×ÅÒÛÁÅÔ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ×ÄÏÌØ �ÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ

ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 9 ÏÔÒÅÚËÁ. åÅ ÓËÏÒÏÓÔØ:

8

>

<

>

:

v

x

= _x = 2� os(�t=2)

v

y

= _y =

3�

2

os(�t=2)

:

ïÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ:

1) v

x

(t

1

) = 2�; v

y

(t

1

) = 3�=2;

v

1

= v(t

1

) =

q

v

2

x

(t

1

) + v

2

y

(t

1

) = 5�=2;

13



-4 -2 2 4
x

-3

-2

-1

1

2

3
y

òÉÓÕÎÏË 9

os(v

1

; x) = 4=5

2) v

x

(t

2

) = 0; v

y

(t

2

) = 0;

v

2

= v(t

2

) = 0.

3) v

x

(t

3

) = �2�; v

y

(t

3

) = �3�=2;

v

3

= v(t

3

) = 5�=2;

os(v

3

; x) = �4=5.

1.10 ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÒÁÍ×ÁÑ �Ï �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÍÕ �ÕÔÉ × �ÅÒÉÏÄ ÒÁÚÇÏÎÁ

ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ �ÒÏÈÏÄÉÍÙÊ ÔÒÁÍ×ÁÅÍ �ÕÔØ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌÅÎ ËÕÂÕ

×ÒÅÍÅÎÉ. ÷ ÔÅÞÅÎÉÅ �ÅÒ×ÏÊ ÍÉÎÕÔÙ ÔÒÁÍ×ÁÊ �ÒÏÛÅÌ 90 Í. îÁÊÔÉ ÓËÏÒÏÓÔØ

É ÕÓËÏÒÅÎÉÅ × ÍÏÍÅÎÔÙ t

0

= 0 É t

1

= 5 . ðÏÓÔÒÏÉÔØ ËÒÉ×ÙÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ,

ÓËÏÒÏÓÔÅÊ É ÕÓËÏÒÅÎÉÊ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÒÁÍ×ÁÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ: S = kt

3

;

ÇÄÅ k | �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ k ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ t = 60 

�ÕÔØ S = 90Í; ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ:

k =

s

t

3

=

90

216000

=

1

2400

(Í=Ó

3

):

ïÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÓÅ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ:

1) t

0

= 0; s(t

0

) = 0: v(t) = _s(t) = 3kt

2

;

v(t

0

) = 0:

a(t) = �s(t) = _v(t) = 6kt;

14



a(t

0

) = 0

çÒÁÆÉËÉ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 10

t

S

t

v

t

a

òÉÓÕÎÏË 10

2) t

1

= 5 ; s(t

1

) = kt

3

1

= 125=2400 = 5=96 (Í);

v(t

1

) = 3kt

2

1

= 3 � 25=2400 = 1=32 (Í=Ó);

a(t

1

) = 6kt

1

= 6 � 5=2400 = 1=20 (Í=Ó

2

).

1.11 ðÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉ�Ù �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ÚÁËÏÎÕ

S =

g

b

2

�

bt� e

�bt

�

;

ÇÄÅ b É g | �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ. îÁÊÔÉ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ ÞÁÓÔÉ�Ù, Á ÔÁËÖÅ Ï�ÒÅ-

ÄÅÌÉÔØ ÅÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ ÓËÏÒÏÓÔÉ.

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÊÄÅÍ ÓËÏÒÏÓÔØ ÞÁÓÔÉ�Ù × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ:

v = _s =

�

g

b

2

�

b� b � e

�bt

�

�

0

=

g

b

�

1� e

�bt

�

:

äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÏÍÁÎÄÏÊ D[

g

b

2

�

b� b � e

�bt

�

,t℄ îÁÞÁÌØÎÁÑ ÓËÏ-

ÒÏÓÔØ (t=0): v

0

= 0. õÓËÏÒÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉ�Ù: a = �s = ge

�bt

= g � bv:

1.12 âÁÌÌÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÅÌÁ ÚÁÄÁÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ:

8

>

<

>

:

x = v

0

(os�)t

y = v

0

(sin�)t�

gt

2

2

:

îÁÊÔÉ ÒÁÄÉÕÓ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ × ÍÏÍÅÎÔ t = 0 É × ÍÏÍÅÎÔ �ÁÄÅÎÉÑ ÔÅÌÁ

ÎÁ ÚÅÍÌÀ.

òÅÛÅÎÉÅ. ëÁË ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ × ÚÁÄÁÞÅ 1.5, ÔÒÁÅËÔÏÒÉÅÊ ÔÅÌÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
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x

y

v

®

0

a

®

n

g
®

Α

Α

òÉÓÕÎÏË 11

�ÁÒÁÂÏÌÁ (ÒÉÓÕÎÏË 11):

y = tg(�)�

gx

2

2v

2

0

os

2

(�)

:

îÁ ÒÉÓÕÎËÅ 11 �ÏËÁÚÁÎÙ ×ÅËÔÏÒÙ �ÏÌÎÏÇÏ ~g É ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ~a

n

ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ÔÅ-

ÌÁ × ÍÏÍÅÎÔ t = 0. �.Ë. ~a

n

? ~v

0

, ÔÏ �ÒÉ t = 0: a

n

= g os(�). ïÔÓÀÄÁ ÒÁÄÉÕÓ

ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ × ÍÏÍÅÎÔ ÂÒÏÓÁÎÉÑ:

� =

v

2

0

a

n

=

v

2

0

g os(�)

:

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ �ÁÒÁÂÏÌÙ ÒÁÄÉÕÓ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÔÅÌÁ

× ÍÏÍÅÎÔ �ÁÄÅÎÉÑ ÎÁ ÚÅÍÌÀ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÉÍ ÖÅ.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

1.13 ðÏÅÚÄ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 72 ËÍ/Þ; �ÒÉ ÔÏÒÍÏÖÅÎÉÉ ÏÎ ÏÂÌÁ-

ÄÁÅÔ ÚÁÍÅÄÌÅÎÉÅÍ 0; 4Í=Ó

2

. îÁÊÔÉ, ÚÁ ËÁËÏÅ ×ÒÅÍÑ ÄÏ �ÒÉÈÏÄÁ �ÏÅÚÄÁ ÎÁ ÓÔÁÎ-

�ÉÀ É ÎÁ ËÁËÏÍ ÏÔ ÎÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÁÞÁÔÏ ÔÏÒÍÏÖÅÎÉÅ.

1.14 ëÏ�ÒÏ×ÁÑ ÂÁÂÁ, ÕÄÁÒÉ× Ó×ÁÀ, Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÚÁÔÅÍ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÊ × ÔÅ-

ÞÅÎÉÅ 0,02 Ó ÄÏ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ; �ÒÉ ÜÔÏÍ Ó×ÁÑ ÕÇÌÕÂÌÑÅÔÓÑ × ÚÅÍÌÀ ÎÁ 6 ÓÍ. ï�ÒÅ-

ÄÅÌÉÔØ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ Ä×ÉÖÅÎÉÑ Ó×ÁÉ, ÓÞÉÔÁÑ ÅÇÏ ÒÁ×ÎÏÚÁÍÅÄÌÅÎÎÙÍ.

1.15 ðÏÌÚÕÎ Ä×ÉÖÅÔÓÑ �Ï �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÊ Ó ÕÓËÏÒÅÎÉÅÍ

a

x

= ��

2

sin(

�t

2

):
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îÁÊÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ �ÏÌÚÕÎÁ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ v

ox

= 2�, Á

ÎÁÞÁÌØÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÒÅÄÎÉÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ �ÏÌÚÕÎÁ, �ÒÉÎÑÔÙÍ

ÚÁ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

1.16 ðÏÅÚÄ, ÉÍÅÑ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ 54 ËÍ/Þ, �ÒÏÛÅÌ ÚÁ �ÅÒ×ÙÅ 30 Ó

600 Í. óÞÉÔÁÑ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �ÏÅÚÄÁ ÒÁ×ÎÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ É

ÕÓËÏÒÅÎÉÅ �ÏÅÚÄÁ × ËÏÎ�Å 30-Ê ÓÅËÕÎÄÙ, ÅÓÌÉ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÁ ÚÁ-

ËÒÕÇÌÅÎÉÉ ÒÁÄÉÕÓÁ R = 1 ËÍ.

1.17 ðÒÉ ÏÔÈÏÄÅ ÏÔ ÓÔÁÎ�ÉÉ ÓËÏÒÏÓÔØ �ÏÅÚÄÁ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ

É ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ 72 ËÍ/Þ ÞÅÒÅÚ 3 ÍÉÎÕÔÙ �ÏÓÌÅ ÏÔÈÏÄÁ; �ÕÔØ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ ÎÁ ÚÁ-

ËÒÕÇÌÅÎÉÉ ÒÁÄÉÕÓÁ R = 800 Í. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ, ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ É �ÏÌÎÏÅ

ÕÓËÏÒÅÎÉÑ �ÏÅÚÄÁ ÞÅÒÅÚ 2 ÍÉÎÕÔÙ �ÏÓÌÅ ÏÔÈÏÄÁ.

1.18 ä×ÉÖÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉ�Ù ÚÁÄÁÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ:

8

>

<

>

:

x = 10 os(

2�t

5

)

y = 10 sin(

2�t

5

)

:

îÁÊÔÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ÞÁÓÔÉ�Ù, ×ÅÌÉÞÉÎÕ É ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÅÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ

×ÅÌÉÞÉÎÕ É ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ.

1.19 þÁÓÔÉ�Á Ä×ÉÖÅÔÓÑ �Ï ×ÉÎÔÏ×ÏÊ ÌÉÎÉÉ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ:

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

x = 2 os(4t)

y = 2 sin(4t)

z = 2t

:

ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÁÄÉÕÓ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ.

1.20 ä×ÉÖÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉ�Ù ÚÁÄÁÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ

8

>

<

>

:

x = 2t

y = t

2

:
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ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ É ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉ�Ù (�Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ É ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ) ×

ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t = 1 .

1.3 óÌÏÖÅÎÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ

1.21 ëÏÒÁÂÌØ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÔÏÞËÕ A (ÒÉÓÕÎÏË 12), Ä×ÉÖÅÔÓÑ Ó �ÏÓÔÏÑÎ-

ÎÏÊ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ É ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v

0

. ðÏÄ ËÁËÉÍ ÕÇÌÏÍ � Ë �ÒÑÍÏÊ

AB ÄÏÌÖÅÎ ÎÁÞÁÔØ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ËÁÔÅÒ ÉÚ ÔÏÞËÉ B, ÞÔÏÂÙ ×ÓÔÒÅÔÉÔØÓÑ Ó ËÏÒÁ-

ÂÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÓËÏÒÏÓÔØ ËÁÔÅÒÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÁ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ É ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ É ÒÁ×ÎÁ

v

1

? ìÉÎÉÑ AB ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÕÇÏÌ  

0

Ó �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÏÍ Ë ËÕÒÓÕ ËÏÒÁÂÌÑ.

A

B

Ψ0

Β

V0

®

V1

®

òÉÓÕÎÏË 12

òÅÛÅÎÉÅ. õÓÌÏ×ÉÅÍ ×ÓÔÒÅÞÉ ËÏÒÁÂÌÑ Ó ËÁÔÅÒÏÍ ÓÌÕÖÉÔ ÒÁ×ÅÎ-

ÓÔ×Ï ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ~v

0

É ~v

1

, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ÌÉÎÉÉ AB:

v

0

os 

0

= v

1

sin�, ÏÔËÕÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ÕÇÏÌ �:

� = arsin

�

v

0

v

1

os 

0

�

1.22 ÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÒÅÍÑ T , �Ï ÉÓÔÅÞÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ

ËÁÔÅÒ ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ Ó ËÏÒÁÂÌÅÍ, ÅÓÌÉ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ

AB = l.
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òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÒÅÍÑ T ÄÏ ×ÓÔÒÅÞÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ �ÒÏÅË�ÉÑ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÂÌÉÖÅÎÉÑ ËÏÒÁÂÌÑ É ËÁÔÅÒÁ v

ÏÔÎ

ÎÁ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ

AB:

v

ÏÔÎ

= v

0

sin 

0

+ v

1

os � = v

0

sin 

0

+ v

1

s

1�

v

2

0

v

2

1

os

2

 

0

=

= v

0

sin 

0

+

q

v

2

1

� v

2

0

os

2

 

0

éÍÅÅÍ:

T =

l

v

0

sin 

0

+

p

v

2

1

� v

2

0

os

2

 

0

.

1.23 ëÏÒÁÂÌØ ÉÄÅÔ ËÕÒÓÏÍ à÷ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÆÌÀÇÅÒ ÎÁ

ÍÁÞÔÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ×ÅÔÅÒ ÷. ëÏÒÁÂÌØ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÈÏÄ ÄÏ v=2, É ÔÏÇÄÁ ÆÌÀÇÅÒ

�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ×ÅÔÅÒ ó÷. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ É ÓËÏÒÏÓÔØ ×ÅÔÒÁ. ðÒÉÍÅÞÁ-

ÎÉÅ: ÎÁÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÅ ËÕÒÓÁ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ, ËÕÄÁ ÉÄÅÔ ËÏÒÁÂÌØ; ÎÁÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÔÒÁ

{ ÏÔËÕÄÁ ÏÎ ÄÕÅÔ.

òÅÛÅÎÉÅ. ä×ÉÖÅÎÉÅ ×ÅÔÒÁ ÓÞÉÔÁÅÍ ÓÌÏÖÎÙÍ: ~v

ÁÂÓ

{ ÓËÏÒÏÓÔØ ×ÅÔÒÁ

�Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÚÅÍÌÅ; ~v

ÏÔÎ

{ ÓËÏÒÏÓÔØ ×ÅÔÒÁ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë Ä×ÉÖÕÝÅ-

ÍÕÓÑ ËÏÒÁÂÌÀ (�ÏËÁÚÁÎÉÅ ÆÌÀÇÅÒÁ); ~v

�ÅÒ

{ ÓËÏÒÏÓÔØ ËÏÒÁÂÌÑ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÎÁ

ÞÅÒÔÅÖÅ ÏÂÅ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ÕËÁÚÁÎÎÙÅ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÏ-

ÖÅÎÉÑ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ

~v

ÁÂÓ

= ~v

ÏÔÎ

+ ~v

�ÅÒ

;

Á ÔÁËÖÅ ÔÏÇÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á, ÞÔÏ ~v

ÁÂÓ

�Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �Ï

×ÅÌÉÞÉÎÅ É ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ, Á ~v

�ÅÒ

ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ (ÒÉÓÕÎÏË 13).

éÚ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÒÉÓÕÎËÏ× 13Á É 13Â �ÏÌÕÞÁÅÍ: ~v

ÁÂÓ

= v=

p

2 ; ×ÅÔÅÒ ÓÅ×ÅÒ-

ÎÙÊ.

1.24 âÅÒÅÇÁ ÒÅËÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ; ÌÏÄËÁ ×ÙÛÌÁ ÉÚ ÔÏÞËÉ A É, ÄÅÒÖÁ ËÕÒÓ

�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÂÅÒÅÇÁÍ, ÄÏÓÔÉÇÌÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÇÏ ÂÅÒÅÇÁ ÞÅÒÅÚ 10 ÍÉ-
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òÉÓÕÎÏË 13

ÎÕÔ �ÏÓÌÅ ÏÔ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÁ �Ï�ÁÌÁ × ÔÏÞËÕ C, ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ 120 Í

ÎÉÖÅ ÔÏÞËÉ A �Ï ÔÅÞÅÎÉÀ ÒÅËÉ.

þÔÏÂÙ, Ä×ÉÇÁÑÓØ Ó �ÒÅÖÎÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ, �Ï�ÁÓÔØ ÉÚ ÔÏÞ-

ËÉ A × ÔÏÞËÕ B, ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ AB, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ Ë ÂÅÒÅÇÁÍ, ÌÏÄËÅ

ÎÁÄÏ ÄÅÒÖÁÔØ ËÕÒÓ �ÏÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÕÇÌÏÍ Ë �ÒÑÍÏÊ AB É �ÒÏÔÉ× ÔÅÞÅÎÉÑ; ×

ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÏÄËÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÇÏ ÂÅÒÅÇÁ ÚÁ 12,5 ÍÉÎÕÔ. ï�ÒÅ-

ÄÅÌÉÔØ: ÛÉÒÉÎÕ ÒÅËÉ l, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ u ÌÏÄËÉ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë

×ÏÄÅ É ÓËÏÒÏÓÔØ v ÔÅÞÅÎÉÑ ÒÅËÉ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ

~

V É

~

V

0

{ ÓËÏÒÏÓÔØ ÌÏÄËÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÅÒÅÇÁ ×

�ÅÒ×ÏÍ É ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. éÍÅÅÍ ÉÚ ÒÉÓÕÎËÁ 14:

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

AB

V

0

= t

0

V t =

p

(AB)

2

+ (BC)

2

V

2

= u

2

+ v

2

u

2

= (V

0

)

2

+ v

2

:

úÄÅÓØ t É t

0

{ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÒÅÍÑ, ÚÁÔÒÁÞÅÎÎÏÅ ÎÁ �ÅÒÅ�ÒÁ×Õ × �ÅÒ×ÏÍ É
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òÉÓÕÎÏË 14

×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. òÅÛÁÑ ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÎÁÈÏÄÉÍ:

V

0

=

s

2v

2

t

2

� (BC)

2

(t

0

)

2

� t

2

= 16Í=ÍÉÎ;

l = AB = V

0

t

0

= 200Í;

u =

p

(V

0

)

2

+ v

2

= 20Í=ÍÉÎ:

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

1.25 óÁÍÏÌÅÔ ÌÅÔÉÔ ÏÔ �ÕÎËÔÁ A ÄÏ �ÕÎËÔÁ B, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÒÁÓ-

ÓÔÏÑÎÉÉ 300 ËÍ Ë ×ÏÓÔÏËÕ. îÁÊÔÉ �ÒÏÄÏÌÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÅÔÁ, ÅÓÌÉ: Á) ×Å-

ÔÒÁ ÎÅÔ; Â) ÄÕÅÔ ÀÖÎÙÊ ×ÅÔÅÒ; ×) ÄÕÅÔ ÚÁ�ÁÄÎÙÊ ×ÅÔÅÒ. óËÏÒÏÓÔØ ×ÅÔÒÁ

u = 20 Í/Ó; ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÁÍÏÌÅÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÏÚÄÕÈÁ v

0

= 600 ËÍ/Þ.

1.26 ðÁÓÓÁÖÉÒ Ä×ÉÖÕÝÅÇÏÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 72 ËÍ/Þ �Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ-

ÍÕ ÛÏÓÓÅ Á×ÔÏÍÏÂÉÌÑ ×ÉÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÂÏËÏ×ÏÅ ÓÔÅËÌÏ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ËÁ�ÅÌØ ÄÏÖÄÑ
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ÎÁËÌÏÎÅÎÎÙÍÉ Ë ×ÅÒÔÉËÁÌÉ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ 40

Æ

. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ

�ÁÄÅÎÉÑ ËÁ�ÅÌØ ÏÔ×ÅÓÎÏ �ÁÄÁÀÝÅÇÏ ÄÏÖÄÑ, �ÒÅÎÅÂÒÅÇÁÑ ÔÒÅÎÉÅÍ ËÁ�ÅÌØ Ï

ÓÔÅËÌÏ.

1.27 ëÏÒÁÂÌØ �ÌÙ×ÅÔ ÎÁ ÀÇ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 30

p

2 ËÍ/Þ. ÷ÔÏÒÏÊ ËÏÒÁÂÌØ

ÉÄÅÔ ËÕÒÓÏÍ à÷ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 30 ËÍ/Þ. îÁÊÔÉ ×ÅÌÉÞÉÎÕ É ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÓËÏ-

ÒÏÓÔÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÏÒÁÂÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÅÒ×ÏÇÏ.

1.28 ä×Á �ÌÏ×�Á ÄÏÌÖÎÙ �Ï�ÁÓÔØ ÉÚ ÔÏÞËÉ A ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÂÅÒÅÇÕ ÒÅËÉ ×

�ÒÑÍÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ B ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ ÂÅÒÅÇÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ

ÒÅÛÉÌ �ÅÒÅ�ÌÙÔØ ÒÅËÕ �Ï �ÒÑÍÏÊ AB, ÄÒÕÇÏÊ ÖÅ { ×ÓÅÅ ×ÒÅÍÑ ÄÅÒÖÁÔØ ËÕÒÓ

�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ Ë ÔÅÞÅÎÉÀ, Á ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ ÅÇÏ ÓÎÅÓÅÔ, �ÒÏÊÔÉ

�ÅÛËÏÍ �Ï ÂÅÒÅÇÕ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ u.

ðÒÉ ËÁËÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ u ÏÂÁ �ÌÏ×�Á ÄÏÓÔÉÇÎÕÔ ÔÏÞËÉ B ÚÁ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ

×ÒÅÍÑ, ÅÓÌÉ ÓËÏÒÏÓÔØ ÔÅÞÅÎÉÑ v

0

= 2 ËÍ/Þ É ÓËÏÒÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ �ÌÏ×�Á ÏÔÎÏ-

ÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÏÄÙ v

0

= 2:5 ËÍ/Þ?

1.4 óÌÏÖÅÎÉÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÊ

1.29 îÁËÌÏÎÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ AB (ÒÉÓÕÎÏË 15), ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÕÇÏÌ 45

Æ

Ó ÇÏÒÉÚÏÎÔÏÍ, Ä×ÉÖÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ OX Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÕÓËÏ-

ÒÅÎÉÅÍ 1Í=Ó

2

. ðÏ ÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó�ÕÓËÁÅÔÓÑ ÔÅÌÏ P Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉ-

ÔÅÌØÎÙÍ ÕÓËÏÒÅÎÉÅÍ

p

2Í=Ó

2

; ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É Ô�ÅÌÁ P ÒÁ×ÎÙ

ÎÕÌÀ, ÎÁÞÁÌØÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ: x

0

= 0, y

0

= h.

ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ, ÓËÏÒÏÓÔØ É ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÅÌÁ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÕÓËÏÒÅÎÉÊ

~a

ÁÂÓ

= ~a

�ÅÒ

+ ~a

ÏÔÎ
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òÉÓÕÎÏË 15

(�ÅÒÅÎÏÓÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÚÄÅÓØ �ÏÓÔÕ�ÁÔÅÌØÎÏÅ, �ÏÜÔÏÍÕ ËÏÒÉÏÌÉÓÏ×Ï ÕÓËÏÒÅ-

ÎÉÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ). éÍÅÅÍ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ÕÓËÏÒÅÎÉÊ (ÒÉÓÕÎÏË 16). ó �ÏÍÏ-

ÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÓÉÎÕÓÏ× ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÇÏ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ:

a

ÁÂÓ

=

q

a

2

�ÅÒ

+ a

2

ÏÔÎ

+ 2 a

�ÅÒ

a

ÏÔÎ

os 45

Æ

=

p

5Í=Ó

2

:

�ÁË ËÁË �ÅÒÅÎÏÓÎÏÅ É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ | ÒÁ×ÎÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÙ, ÔÏ ÓËÏ-

ÒÏÓÔÉ ÜÔÉÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ:

v

�ÅÒ

= a

�ÅÒ

t = t; v

ÏÔÎ

= a

ÏÔÎ

t =

p

2 t:

áÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ ÔÁËÖÅ ÎÁÈÏÄÉÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÓÉÎÕÓÏ×:

v

ÁÂÓ

=

q

v

2

�ÅÒ

+ v

2

ÏÔÎ

+ 2 v

�ÅÒ

v

ÏÔÎ

os 45

Æ

= t

p

5Í=Ó:

äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÔÅÌÁ ÚÁ�ÉÛÅÍ ÚÁËÏÎ ÅÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ × ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÙ:

8

>

>

<

>

>

:

x = x

0

+ v

ox

t+

a

x

t

2

2

=

a

x

t

2

2

y = y

0

+ v

oy

t+

a

y

t

2

2

= h+

a

y

t

2

2

:

éÚ ÒÉÓÕÎËÁ 16 ÎÁÈÏÄÉÍ �ÒÏÅË�ÉÉ ÕÓËÏÒÅÎÉÊ:

a

x

= a

�ÅÒ

+ a

ÏÔÎ

os 45

Æ

= 2Í=Ó

2

;
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òÉÓÕÎÏË 16

a

y

= �a

ÏÔÎ

sin 45

Æ

= �1Í=Ó

2

;

ÏÔËÕÄÁ

8

>

<

>

:

x = t

2

y = h�

t

2

2

:

éÓËÌÀÞÁÑ t, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÔÅÌÁ:

y = h�

x

2

:

1.30 îÁ ÔÅÌÅÖËÅ, Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ �Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ ×�ÒÁ×Ï (ÒÉÓÕÎÏË 17)

Ó ÕÓËÏÒÅÎÉÅÍ a

�ÅÒ

= 49; 2 ÓÍ=Ó, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎ ÜÌÅËÔÒÏÍÏÔÏÒ, ÒÏÔÏÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ

�ÒÉ �ÕÓËÅ × ÈÏÄ ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ' = t

2

(ÕÇÏÌ ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ ×

ÒÁÄÉÁÎÁÈ). òÁÄÉÕÓ ÒÏÔÏÒÁ 20 ÓÍ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ A,

ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÏÂÏÄÅ ÒÏÔÏÒÁ, �ÒÉ t = 1 , ÅÓÌÉ × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÔÏÞËÁ A ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ

× �ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 17.

24



òÉÓÕÎÏË 17

òÅÛÅÎÉÅ. úÁ�ÉÛÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÕÓËÏÒÅÎÉÊ:

~a

ÁÂÓ

= ~a

ÏÔÎ

+ ~a

�ÅÒ

;

�ÒÉÞÅÍ

~a

ÏÔÎ

= ~a

�

ÏÔÎ

+ ~a

n

ÏÔÎ

;

ÇÄÅ a

�

ÏÔÎ

= "R, a

n

ÏÔÎ

= !

2

R. îÁÊÄÅÍ ÕÇÌÏ×ÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ ! É ÕÇÌÏ×ÏÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ

" ÉÚ ÚÁËÏÎÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑ:

' = t

2

; ! = _' = 2t; " = �' = 2 

�2

:

éÍÅÅÍ:

a

ÏÔÎ

=

p

("R)

2

+ (!

2

R)

2

= 89; 4 ÓÍ=Ó

2

:

äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ a

ÁÂÓ

ÓÔÒÏÉÍ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ÕÓËÏÒÅÎÉÊ (ÒÉÓÕÎÏË 18). éÍÅ-

ÅÍ:

tg� =

a

�

ÏÔÎ

a

n

ÏÔÎ

=

1

2

; � = 26; 6

Æ

� = 150

Æ

� � = 123; 4

Æ
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òÉÓÕÎÏË 18

 = 180

Æ

� � = 56; 6

Æ

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ËÏÓÉÎÕÓÏ×:

a

ÁÂÓ

=

q

a

2

ÏÔÎ

+ a

2

�ÅÒ

� 2 a

2

ÏÔÎ

a

2

�ÅÒ

os  = 74; 6 ÓÍ=Ó

2

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÉÎÕÓÏ×:

a

ÏÔÎ

sin Æ

=

a

ÁÂÓ

sin 

;

ÏÔËÕÄÁ

sin Æ =

a

ÏÔÎ

sin

a

ÁÂÓ

= 1;

ÔÏ ÅÓÔØ Æ = 90

Æ

. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ~a

ÁÂÓ

? ~a

�ÅÒ

.

1.31 òÅËÁ ÛÉÒÉÎÏÊ 1 ËÍ ÔÅÞÅÔ Ó ÀÇÁ ÎÁ ÓÅ×ÅÒ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 5 ËÍ/Þ.

ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÏÒÉÏÌÉÓÏ×Ï ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉ� ×ÏÄÙ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÎÁ 60

Æ

ÓÅ×ÅÒ-

ÎÏÊ ÛÉÒÏÔÙ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÁËÖÅ, Õ ËÁËÏÇÏ ÂÅÒÅÇÁ ×ÏÄÁ ×ÙÛÅ É ÎÁÓËÏÌØËÏ, ÅÓÌÉ

ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ×ÏÄÙ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ

×ÅËÔÏÒÁ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ÓÉÌÙ ÔÑÖÅÓÔÉ ~g É ×ÅËÔÏÒÁ, ÒÁ×ÎÏÇÏ É

�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÇÏ ËÏÒÉÏÌÉÓÏ×Õ ÕÓËÏÒÅÎÉÀ.

òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ �Ï�ÅÒÅÞÎÙÊ �ÒÏÆÉÌØ ÒÅËÉ (ÒÉÓÕÎÏË 19). ïÞÅ×ÉÄ-
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òÉÓÕÎÏË 19

ÎÏ, ËÏÒÉÏÌÉÓÏ×Ï ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÚ-ÚÁ ×ÒÁÝÅÎÉÑ úÅÍÌÉ (ÒÉÓÕÎÏË 20).

ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ~a

ËÏÒ

= 2[~! �~v℄, ÇÄÅ ~v | ÓËÏÒÏÓÔØ ÒÅËÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÅÍÌÉ,

~! | ÕÇÌÏ×ÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ×ÒÁÝÅÎÉÑ úÅÍÌÉ. éÍÅÅÍ:

! =

2�

T

=

2�

86400 

� 7; 27 � 10

�5



�1

;

a

ËÏÒ

= 2!v sin 60

Æ

= 1; 75 � 10

�4

Í=Ó

2

É ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÏ ÎÁ ÚÁ�ÁÄ (ÒÉÓÕÎÏË 20). éÚ ÒÉÓÕÎËÁ 19 ÎÁÈÏÄÉÍ:

�h

l

=

a

ËÏÒ

g

;

�h =

a

ËÏÒ

l

g

= 1; 786 � 10

�2

Í:

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

1.32 óÁÍÏÌÅÔ ÌÅÔÉÔ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏ Ó ÕÓËÏÒÅÎÉÅÍ 4 Í/Ó

2

, ×ÉÎÔ ÄÉÁÍÅ-

ÔÒÏÍ 1,8 Í ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ Ó ÞÁÓÔÏÔÏÊ � = 1800 ÏÂ/ÍÉÎ. îÁÊÔÉ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ÓËÏÒÏÓÔØ É ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ËÏÎ�Á ×ÉÎÔÁ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÔÓÞÅÔÁ, ÎÅ�Ï-
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òÉÓÕÎÏË 20

Ä×ÉÖÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÅÍÌÉ, ÅÓÌÉ ÏÓØ OX ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÓØÀ ×ÉÎÔÁ. îÁÞÁÌØ-

ÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÁÍÏÌÅÔÁ v

0

= 0.

1.33 óÔÒÕÑ ×ÏÄÙ ÔÅÞÅÔ �Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÔÒÕÂÅ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ×ÒÁ-

ÝÁÀÝÅÊÓÑ ×ÏËÒÕÇ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ Ó ÞÁÓÔÏÔÏÊ � = 60 ÏÂ/ÍÉÎ. ï�ÒÅÄÅ-

ÌÉÔØ ËÏÒÉÏÌÉÓÏ×Ï ÕÓËÏÒÅÎÉÅ × ÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÔÒÕÉ, ÇÄÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ

v

ÏÔÎ

=

21

11

Í/Ó É ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÁ ×ÄÏÌØ ÔÒÕÂÙ. ðÒÉÎÑÔØ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ � �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ

ÚÎÁÞÅÎÉÅ � =

22

7

.

1.34íÁÇÉÓÔÒÁÌØ ÖÅÌÅÚÎÏÊ ÄÏÒÏÇÉ Ë ÓÅ×ÅÒÕ ÏÔ íÅÌÉÔÏ�ÏÌÑ ÉÄÅÔ �ÒÑÍÏ

�Ï ÍÅÒÉÄÉÁÎÕ. �Å�ÌÏ×ÏÚ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 90 ËÍ/Þ ÎÁ ÓÅ×ÅÒ; ÛÉÒÏÔÁ

ÍÅÓÔÁ ' = 47

Æ

. îÁÊÔÉ ËÏÒÉÏÌÉÓÏ×Ï ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÔÅ�ÌÏ×ÏÚÁ.

1.35 ðÏ ÖÅÌÅÚÎÏÄÏÒÏÖÎÏÍÕ �ÕÔÉ, �ÒÏÌÏÖÅÎÎÏÍÕ �Ï �ÁÒÁÌÌÅÌÉ ÓÅ×ÅÒ-

ÎÏÊ ÛÉÒÏÔÙ, Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÔÅ�ÌÏ×ÏÚ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 20 Í/Ó Ó ÚÁ�ÁÄÁ ÎÁ ×ÏÓÔÏË.

îÁÊÔÉ ËÏÒÉÏÌÉÓÏ×Ï ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÔÅ�ÌÏ×ÏÚÁ.

1.36 òÅËÁ îÅ×Á ÔÅÞÅÔ Ó ×ÏÓÔÏËÁ ÎÁ ÚÁ�ÁÄ �Ï �ÁÒÁÌÌÅÌÉ 60

Æ

ÓÅ×ÅÒÎÏÊ
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ÛÉÒÏÔÙ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 4 ËÍ/Þ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ �ÒÏÅË�ÉÊ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ

BC (ÒÉÓÕÎÏË 21) Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ÍÅÒÉÄÉÁÎÕ ÔÅÈ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÕÓËÏ-

ÒÅÎÉÊ ÞÁÓÔÉ� ×ÏÄÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÔÅÞÅÎÉÑ. òÁÄÉÕÓ úÅÍÌÉ

R = 6400 ËÍ.

N

A B

O

C

60o

v
®

òÉÓÕÎÏË 21

1.5 ÷ÒÁÝÅÎÉÅ Ô×ÅÒÄÏÇÏ ÔÅÌÁ ×ÏËÒÕÇ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÏÓÉ

1.37 îÁ�ÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÄÉÓËÁ �ÁÒÏ×ÏÊ ÔÕÒÂÉÎÙ �ÒÉ �ÕÓËÅ

× ÈÏÄ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ �Ï×ÏÒÏÔÁ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌÅÎ ËÕÂÕ ×ÒÅÍÅÎÉ É �ÒÉ

t = 3 Ó ÞÁÓÔÏÔÁ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÄÉÓËÁ � = 810 ÏÂ/ÍÉÎ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ' = kt

3

, ÇÄÅ k = onst. þÁÓÔÏÔÕ ×ÒÁÝÅÎÉÑ

×ÙÒÁÚÉÍ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ! = _', ÇÄÅ ! = 2��. éÍÅÅÍ: � =

1

2�

3kt

2

; ÄÌÑ t = 3 Ó:

810

60

=

3

2�

kg;

ÏÔËÕÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ:

k = � 

�3

:

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÄÉÓËÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ: ' = �t

3

.

1.38 íÁÑÔÎÉË �ÅÎÔÒÏÂÅÖÎÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÁ, ×ÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ ×ÏËÒÕÇ ×ÅÒ-

ÔÉËÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ, ÄÅÌÁÅÔ 120 2ÏÂ/ÍÉÎ. ÷ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÕÇÏÌ �Ï×ÏÒÏÔÁ ÂÙÌ
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ÒÁ×ÅÎ

�

6

. îÁÊÔÉ ÕÇÏÌ �Ï×ÏÒÏÔÁ É ÕÇÌÏ×ÏÅ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÅ ÍÁÑÔÎÉËÁ ÚÁ ×ÒÅÍÑ

t =

1

2

.

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÕÇÌÏ×ÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ ! = _' É

�ÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÅÇÏ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ:

' =

Z

! dt = !t+ '

0

= 2��t+ '

0

:

ë ÍÏÍÅÎÔÕ ×ÒÅÍÅÎÉ t =

1

2

Ó: ' =

13

6

�, Á ÕÇÌÏ×ÏÅ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÅ �' = '� '

0

=

2�.

1.39 íÁÈÏ×ÏÅ ËÏÌÅÓÏ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ×ÒÁÝÁÔØÓÑ ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ �ÏËÏÑ ÒÁ×ÎÏ-

ÕÓËÏÒÅÎÎÏ, ÞÅÒÅÚ 10 ÍÉÎÕÔ �ÏÓÌÅ ÎÁÞÁÌÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÏÎÏ ÄÅÌÁÅÔ 120 ÏÂ/ÍÉÎ.

óËÏÌØËÏ ÏÂÏÒÏÔÏ× ÓÄÅÌÁÌÏ ËÏÌÅÓÏ ÚÁ ÜÔÉ 10 ÍÉÎÕÔ?

òÅÛÅÎÉÅ. òÁ×ÎÏÕÓËÏÒÅÎÎÏÅ ×ÒÁÝÅÎÉÅ ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ �ÏËÏÑ Ï�ÉÓÙ×Á-

ÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ' = "t

2

=2, ÇÄÅ " = !=t | ÕÇÌÏ×ÏÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ �ÒÉ ÔÁËÏÍ

×ÒÁÝÅÎÉÉ. éÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁÈÏÄÉÍ: ' = !t=2 = ��t, ÏÔËÕÄÁ ÉÓ-

ËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏ×

N =

'

2�

=

�t

2

= 600:

1.40 þÁÓÏ×ÏÊ ÂÁÌÁÎÓÉÒ ÓÏ×ÅÒÛÁÅÔ ËÒÕÔÉÌØÎÙÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ËÏÌÅÂÁ-

ÎÉÑ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ T = 1=2 Ó. îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÕÇÏÌ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ ÏÂÏÄÁ ÂÁÌÁÎ-

ÓÉÒÁ ÏÔ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ � = �=2. îÁÊÔÉ ÕÇÌÏ×ÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ É ÕÇÌÏ×ÏÅ

ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÉÒÁ ÞÅÒÅÚ 2 Ó �ÏÓÌÅ ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ ÂÁÌÁÎÓÉÒ �ÒÏÈÏÄÉÔ �Ï-

ÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ.

òÅÛÅÎÉÅ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ËÒÕÔÉÌØÎÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÂÁÌÁÎÓÉÒÁ

ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

'(t) = � sin

�

2�t

T

+ '

0

�
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. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ' = 0 �ÒÉ t = 0, ÏÔËÕÄÁ '

0

= 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

'(t) =

�

2

sin 4�t:

õÇÌÏ×ÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ÂÁÌÁÎÓÉÒÁ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ:

!(t) � _' = 2�

2

os 4�t;

ÕÇÌÏ×ÏÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ

"(t) � �' = �8�

3

sin 4�t:

÷ ÍÏÍÅÎÔ t = 2 Ó:

! = 2�

2



�1

; " = 0:

1.41 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ v É ÕÓËÏÒÅÎÉÅ a ÔÏÞËÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÎÁ �Ï-

×ÅÒÈÎÏÓÔÉ úÅÍÌÉ × óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÅ, �ÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ×ÒÁÝÅ-

ÎÉÅ úÅÍÌÉ ×ÏËÒÕÇ Ó×ÏÅÊ ÏÓÉ; ÛÉÒÏÔÁ óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÁ 60

Æ

, ÒÁÄÉÕÓ úÅÍÌÉ

6370 ËÍ.

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÉÓÕÎËÏÍ 21 É ××ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: r = AB.

äÌÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ É ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ B ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ:

v =

2�

T

r =

2�R os

T

= 232Í=Ó;

a = a

n

=

v

2

r

=

4�

2

T

2

R os 60

Æ

= 0:0168Í=Ó

2

:

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

1.42 �ÅÌÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ ×ÒÁÝÁÔØÓÑ ÒÁ×ÎÏÕÓËÏÒÅÎÎÏ ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ �ÏËÏÑ, ÄÅ-

ÌÁÅÔ 3600 ÏÂÏÒÏÔÏ× × �ÅÒ×ÙÅ 2 ÍÉÎÕÔÙ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÇÌÏ×ÏÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÔÅÌÁ.

1.43 ÷ÁÌ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ×ÒÁÝÁÔØÓÑ ÒÁ×ÎÏÕÓËÏÒÅÎÎÏ ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ �ÏËÏÑ; ×

�ÅÒ×ÙÅ 5 Ó ÏÎ ÓÏ×ÅÒÛÁÅÔ 12,5 ÏÂÏÒÏÔÁ. ëÁËÏ×Á ÅÇÏ ÕÇÌÏ×ÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ �Ï ÉÓÔÅ-

ÞÅÎÉÉ ÜÔÉÈ 5 Ó?
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1.44 ëÏÌÅÓÏ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÏÓØ, �ÏÌÕÞÉÌÏ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÕÇÌÏ-

×ÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ !

0

= 2� Ó

�1

; ÓÄÅÌÁ× 10 ÏÂÏÒÏÔÏ×, ÏÎÏ ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÒÅÎÉÑ × �ÏÄ-

ÛÉ�ÎÉËÁÈ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÌÏÓØ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÇÌÏ×ÏÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ËÏÌÅÓÁ, ÓÞÉÔÁÑ ÅÇÏ

�ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ.

1.45 ó ÍÏÍÅÎÔÁ ×ÙËÌÀÞÅÎÉÑ ÍÏÔÏÒÁ �ÒÏ�ÅÌÌÅÒ ÓÁÍÏÌÅÔÁ, ×ÒÁÝÁ×ÛÉÊ-

ÓÑ Ó ÞÁÓÔÏÔÏÊ � = 1200 ÏÂ/ÍÉÎ, ÓÄÅÌÁÌ ÄÏ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ 80 ÏÂÏÒÏÔÏ×. óËÏÌØËÏ

×ÒÅÍÅÎÉ �ÒÏÛÌÏ Ó ÍÏÍÅÎÔÁ ×ÙËÌÀÞÅÎÉÑ ÍÏÔÏÒÁ ÄÏ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ

×ÒÁÝÅÎÉÅ �ÒÏ�ÅÌÌÅÒÁ ÒÁ×ÎÏÚÁÍÅÄÌÅÎÎÙÍ?

1.46 íÁÑÔÎÉË ËÏÌÅÂÌÅÔÓÑ × ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏËÏÌÏ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖ-

ÎÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ. ÷ÙÊÄÑ × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÉÚ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ-

×ÅÓÉÑ, ÏÎ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ � =

�

16

ÞÅÒÅÚ

2

3

Ó. 1) îÁ�ÉÓÁÔØ

ÚÁËÏÎ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÍÁÑÔÎÉËÁ, ÓÞÉÔÁÑ ÅÇÏ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ. 2) ÷ ËÁ-

ËÏÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÍÁÑÔÎÉË ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÕÇÌÏ×ÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ É ÞÅÍÕ

ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ?

1.47íÁÈÏ×ÏÅ ËÏÌÅÓÏ ÒÁÄÉÕÓÁ 0:5 Í ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ×ÏËÒÕÇ Ó×ÏÅÊ

ÏÓÉ; ÓËÏÒÏÓÔØ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÅÇÏ ÏÂÏÄÅ, ÒÁ×ÎÁ 2 Í/Ó. óËÏÌØËÏ ÏÂÏÒÏÔÏ×

× ÍÉÎÕÔÕ ÄÅÌÁÅÔ ËÏÌÅÓÏ?

1.48 õÇÏÌ ÎÁËÌÏÎÁ �ÏÌÎÏÇÏ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ ÏÂÏÄÁ ÍÁÈÏ×ÏÇÏ ËÏÌÅ-

ÓÁ Ë ÒÁÄÉÕÓÕ ÒÁ×ÅÎ 60

Æ

. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÅÅ × ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ a

�

=

10

p

3 Í/Ó

2

. îÁÊÔÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ, ÏÔÓÔÏÑÝÅÊ ÏÔ ÏÓÉ ×ÒÁÝÅÎÉÑ

ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ r = 0:5 Í. òÁÄÉÕÓ ÍÁÈÏ×ÏÇÏ ËÏÌÅÓÁ R = 1 Í.
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2 ïÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÎØÀÔÏÎÏ×ÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ

2.1 ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÉÌ �Ï ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ Ä×ÉÖÅÎÉÀ

2.1 ÷ ÛÁÈÔÅ Ï�ÕÓËÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÕÓËÏÒÅÎÎÏ ÌÉÆÔ ÍÁÓÓÏÊ m = 280 ËÇ; ×

�ÅÒ×ÙÅ 10 Ó ÏÎ �ÒÏÈÏÄÉÔ 35 Í. îÁÊÔÉ ÓÉÌÕ ÎÁÔÑÖÅÎÉÑ ËÁÎÁÔÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ

×ÉÓÉÔ ÌÉÆÔ.

òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÎÁ ÞÅÒÔÅÖÅ ×ÓÅ ÓÉÌÙ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÁ ÌÉÆÔ

(ÒÉÓÕÎÏË 22). úÁ�ÉÛÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÌÉÆÔÁ (×ÔÏÒÏÊ ÚÁËÏÎ îØÀÔÏÎÁ)

× �ÒÏÅË�ÉÑÈ ÎÁ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ: ma = mg � T , ÏÔËÕÄÁ

T = m(g � a):

ìÉÆÔ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÕÓËÏÒÅÎÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÏÊÄÅÎÎÙÊ ÉÍ �ÕÔØ Ó×ÑÚÁÎ Ó

ÕÓËÏÒÅÎÉÅÍ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ

h =

at

2

2

:

éÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁÈÏÄÉÍ ÓÉÌÕ ÎÁÔÑÖÅÎÉÑ:

T = m

�

g �

2h

t

2

�

= 2550î

T
®

a
®

mg
®

òÉÓÕÎÏË 22

2.2 ëÁÍÅÎØ ×ÅÓÏÍ 3 î, �ÒÉ×ÑÚÁÎÎÙÊ Ë ÎÉÔÉ ÄÌÉÎÏÊ 1 Í, Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ × ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÕÇÌÏ×ÕÀ
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ÓËÏÒÏÓÔØ ËÁÍÎÑ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉÔØ ÒÁÚÏÒ×ÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÉÌÁ ÅÅ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ

ÒÁÚÒÙ×Õ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ 9 î.

òÅÛÅÎÉÅ. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ

ÎÉÖÎÅÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ËÁÍÎÑ (ÒÉÓÕÎÏË 23). úÁ�ÉÛÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÚÁËÏÎ îØÀÔÏÎÁ

× �ÒÏÅË�ÉÉ ÎÁ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ �ÅÎÔÒÏÓÔÒÅÍÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ:

T �mg = m!

2

l;

ÇÄÅ l { ÄÌÉÎÁ ÎÉÔÉ. õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ×ÅÓ ËÁÍÎÑ P = mg, �ÏÌÕÞÉÍ ÄÌÑ ÎÁÉ-

ÍÅÎØÛÅÊ ÕÇÌÏ×ÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ:

!

min

=

r

(T � P )g

P l

= 4:43 

�1

:

T
®

mg
®

òÉÓÕÎÏË 23

2.3 ÷ ×ÁÇÏÎÅ �ÏÅÚÄÁ, ÉÄÕÝÅÇÏ �Ï ËÒÉ×ÏÊ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 72 ËÍ/Þ, �ÒÏÉÚ-

×ÏÄÉÔÓÑ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ ÇÒÕÚÁ ÎÁ �ÒÕÖÉÎÎÙÈ ×ÅÓÁÈ; ×ÅÓ ÇÒÕÚÁ ÒÁ×ÅÎ 50 î, ×ÅÓÙ

ÖÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ 51 î. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÁÄÉÕÓ ÚÁËÒÕÇÌÅÎÉÑ �ÕÔÉ, �ÒÅÎÅÂÒÅÇÁÑ ÍÁÓ-

ÓÏÊ ×ÅÓÏ×.

òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÁ ÇÒÕÚ ÓÉÌÙ × ÉÎÅÒ�ÉÁÌØÎÏÊ ÓÉ-

ÓÔÅÍÅ ÏÔÓÞÅÔÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó �ÏÌÏÔÎÏÍ ÄÏÒÏÇÉ (ÒÉÓÕÎÏË 24). úÄÅÓØ

~

T { ÓÉÌÁ

Õ�ÒÕÇÏÓÔÉ �ÒÕÖÉÎÙ, ~a { �ÅÎÔÒÏÓÔÒÅÍÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÇÒÕÚÁ. ðÏ 3-ÍÕ
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ÚÁËÏÎÕ îØÀÔÏÎÁ

j

~

T j = P

1

; mg = P;

ÇÄÅ

~

P É

~

P

1

{ ×ÅÓ ÇÒÕÚÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × �ÏËÏÑÝÅÍÓÑ É × Ä×ÉÖÕÝÅÍÓÑ ×Á-

ÇÏÎÅ. éÚ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÓÉÌ ÉÍÅÅÍ:

mv

2

R

=

q

P

2

1

� P

2

;

ÏÔËÕÄÁ ÒÁÄÉÕÓ ÚÁËÒÕÇÌÅÎÉÑ

R =

mv

2

p

P

2

1

� P

2

= 203Í:

T
®

ma
®

mg
®

òÉÓÕÎÏË 24

2.4 ä×ÉÖÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉ�Ù ×ÅÓÏÍ 2 H ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ

8

>

<

>

:

x = 3 os 2�t

y = 4 sin�t

;

ÇÄÅ x É y ×ÙÒÁÖÅÎÙ × ÓÁÎÔÉÍÅÔÒÁÈ, t { × ÓÅËÕÎÄÁÈ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÒÏÅË�ÉÉ

ÓÉÌÙ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÎÁ ÞÁÓÔÉ�Õ ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÅÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

òÅÛÅÎÉÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ 2-ÍÕ ÚÁËÏÎÕ îØÀÔÏÎÁ,

F

x

=

P

g

� �x; F

y

=

P

g

� �y:
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éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÈÏÄÉÍ:

F

x

= �

P

g

� 4�

2

x = �0:08x;

F

y

= �

P

g

� �

2

y = �0:02y

(ÓÉÌÁ { × ÎØÀÔÏÎÁÈ).

2.5 çÒÕÖÅÎÁÑ ×ÁÇÏÎÅÔËÁ ÍÁÓÓÏÊ m = 700 ËÇ Ï�ÕÓËÁÅÔÓÑ �Ï ËÁÎÁÔÎÏÊ

ÄÏÒÏÇÅ Ó ÕËÌÏÎÏÍ � = 15

Æ

, ÉÍÅÑ ÓËÏÒÏÓÔØ v = 1:6 Í/Ó. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÉÌÕ

ÎÁÔÑÖÅÎÉÑ ËÁÎÁÔÁ �ÒÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÍ Ó�ÕÓËÅ É �ÒÉ ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ×ÁÇÏÎÅÔËÉ, ÅÓÌÉ

×ÒÅÍÑ ÔÏÒÍÏÖÅÎÉÑ t = 4 Ó, ÏÂÝÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÀ

� = 0:015. ðÒÉ ÔÏÒÍÏÖÅÎÉÉ ×ÁÇÏÎÅÔËÁ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÚÁÍÅÄÌÅÎÎÏ.

òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÓÉÌÙ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÁ ×ÁÇÏÎÅÔËÕ × ÏÂÏÉÈ ÕËÁ-

ÚÁÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ (ÒÉÓÕÎÏË 25). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÁ ÓÌÕÞÁÑ �Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ.

Á) òÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ Ó�ÕÓË.

úÁ�ÉÛÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ×ÁÇÏÎÅÔËÉ × �ÒÏÅË�ÉÑÈ ÎÁ ÏÓÉ x É y:

8

>

<

>

:

mg sin�� F



� T

1

= 0

mg os��N = 0

;

ÇÄÅ F



= �N . éÍÅÅÍ: T

1

= mg(sin�� � os�) = 1676:1H.

Â) òÁ×ÎÏÚÁÍÅÄÌÅÎÎÙÊ Ó�ÕÓË.

8

>

<

>

:

ma = T

2

+ F



�mg sin�

mg os� �N = 0

ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ F



= �N , a = v=t, ÎÁÈÏÄÉÍ:

T

2

=

mv

t

+mg(sin� � � os�) = 1956H:
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òÉÓÕÎÏË 25

2.6 çÒÕÚ ×ÅÓÏÍ 10 H �ÏÄ×ÅÛÅÎ Ë ÔÒÏÓÕ ÄÌÉÎÏÊ l = 2 Í É ÓÏ×ÅÒÛÁÅÔ

×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÒÏÓÏÍ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

' =

�

6

sin 2�t;

ÇÄÅ ' { ÕÇÏÌ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÔÒÏÓÁ ÏÔ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ × ÒÁÄÉÁÎÁÈ, t { ×ÒÅÍÑ × ÓÅËÕÎÄÁÈ.

ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁÔÑÖÅÎÉÑ T

1

É T

2

ÔÒÏÓÁ × ÎÁÉÎÉÚÛÅÍ É ÎÁÉ×ÙÓÛÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ

ÇÒÕÚÁ.

òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÄÌÑ Ä×ÕÈ �ÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 26 ÓÌÕÞÁÅ×:

1) T

1

�mg = m _'

2

max

l; _' =

�

3

3

os 2�t; _' =

�

2

3

. ïÔÓÀÄÁ

T

1

= P

�

1 +

_'

2

m

l

g

�

= 32:1H:
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T
®

1

T
®

2

mg
®

mg
®

j

l

òÉÓÕÎÏË 26

2) T

2

= mg os�

m

= 8:66 H.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

2.7 çÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ �ÌÁÔÆÏÒÍÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ ÇÒÕÚ ×ÅÓÏÍ 10 î,

Ï�ÕÓËÁÅÔÓÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏ ×ÎÉÚ Ó ÕÓËÏÒÅÎÉÅÍ 4 Í/Ó

2

. îÁÊÔÉ ÓÉÌÕ ÄÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕÚÁ

ÎÁ �ÌÁÔÆÏÒÍÕ ×Ï ×ÒÅÍÑ ÉÈ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏ Ó�ÕÓËÁ.

2.8 çÉÒÑ ×ÅÓÏÍ 2 î �ÏÄ×ÅÛÅÎÁ Ë ËÏÎ�Õ ÎÉÔÉ ÄÌÉÎÏÊ 1 Í. ÷ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ

ÔÏÌÞËÁ ÇÉÒÑ �ÏÌÕÞÉÌÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ 5 Í/Ó. îÁÊÔÉ ÎÁÔÑÖÅÎÉÅ ÎÉ-

ÔÉ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÓÌÅ ÔÏÌÞËÁ.

2.9 çÒÕÚ ×ÅÓÏÍ 1 î, �ÏÄ×ÅÛÅÎÎÙÊ ÎÁ ÎÉÔÉ ÄÌÉÎÏÊ 30 ÓÍ × ÎÅ�ÏÄ×ÉÖ-

ÎÏÊ ÔÏÞËÅ O, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÑÔÎÉË, Ô.Å. Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔØ × ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (ÒÉÓÕÎÏË 27), �ÒÉÞÅÍ ÎÉÔØ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ Ó

×ÅÒÔÉËÁÌØÀ ÕÇÏÌ 60

Æ

. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ v ÇÒÕÚÁ É ÎÁÔÑÖÅÎÉÅ T ÎÉÔÉ.

2.10 á×ÔÏÍÏÂÉÌØ ÍÁÓÓÏÊ 1 Ô Ä×ÉÖÅÔÓÑ �Ï ×Ù�ÕËÌÏÍÕ ÍÏÓÔÕ ÓÏ ÓËÏÒÏ-

ÓÔØÀ 10 Í/Ó; ÒÁÄÉÕÓ ËÒÉ×ÉÚÎÙ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÍÏÓÔÁ 50 Í. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÁ×ÌÅÎÉÅ
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O

V
®

60o
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Á×ÔÏÍÏÂÉÌÑ ÎÁ ÍÏÓÔ × ÍÏÍÅÎÔ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÍÏÓÔÁ.

2.11 ÷ �ÏÄÎÉÍÁÀÝÅÊÓÑ ËÁÂÉÎÅ �ÏÄßÅÍÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ×Ú×Å-

ÛÉ×ÁÎÉÅ ÔÅÌÁ ÎÁ �ÒÕÖÉÎÎÙÈ ×ÅÓÁÈ. ÷ÅÓ ÔÅÌÁ ÒÁ×ÅÎ 50 î, ÎÁÔÑÖÅÎÉÅ �ÒÕÖÉÎÙ

(�ÏËÁÚÁÎÉÅ �ÒÕÖÉÎÎÙÈ ×ÅÓÏ×) ÒÁ×ÎÏ 51 î. îÁÊÔÉ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ËÁÂÉÎÙ.

2.12ûÁÒÉË ÍÁÓÓÏÊ 1 Ç �ÁÄÁÅÔ × ×ÏÚÄÕÈÅ, ÔÁË ÞÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÛÁÒÉËÁ (Ó

ÕÞÅÔÏÍ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ ×ÏÚÄÕÈÁ) Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

x = 4:9t� 2:45

�

1� e

�2t

�

;

ÇÄÅ x { × ÍÅÔÒÁÈ, t { × ÓÅËÕÎÄÁÈ, ÏÓØ x ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÁ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏ ×ÎÉÚ. ï�ÒÅ-

ÄÅÌÉÔØ ÓÉÌÕ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ ×ÏÚÄÕÈÁ, ÉÓ�ÙÔÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÛÁÒÉËÏÍ, ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ

ÅÇÏ ÓËÏÒÏÓÔÉ v.

2.13 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ � ÏÔ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ É ÄÁ×ÌÅÎÉÅ N ×ÁÇÏÎÁ ÎÁ

ÒÅÌØÓ �ÏÄ×ÅÓÎÏÊ ÄÏÒÏÇÉ �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ×ÁÇÏÎÁ �Ï ÚÁËÒÕÇÌÅÎÉÀ ÒÁÄÉÕÓÁ R =

30 Í ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v = 10 Í/Ó; ÍÁÓÓÁ ×ÁÇÏÎÁ m = 1:5 Ô.

2.14 ó�ÏÒÔÉ×ÎÙÊ ÓÁÍÏÌÅÔ ÍÁÓÓÏÊ 2 Ô ÌÅÔÉÔ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ Ó ÕÓËÏÒÅÎÉ-

ÅÍ 5 Í/Ó

2

, ÉÍÅÑ × ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÓËÏÒÏÓÔØ 200 Í/Ó. óÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ×ÏÚÄÕÈÁ

�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ Ë×ÁÄÒÁÔÕ ÓËÏÒÏÓÔÉ É �ÒÉ ÓËÏÒÏÓÔÉ 1 Í/Ó ÒÁ×ÎÏ 0.49 î. óÞÉ-

ÔÁÑ ÓÉÌÕ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÏÊ × ÓÔÏÒÏÎÕ, ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓËÏÒÏÓÔÉ, Ï�ÒÅ-

ÄÅÌÉÔØ ÓÉÌÕ ÔÑÇÉ ×ÉÎÔÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÕÇÏÌ 10

Æ

Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ �ÏÌÅÔÁ.

2.15 ÷ÅÌÏÓÉ�ÅÄÉÓÔ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ËÒÉ×ÕÀ ÒÁÄÉÕÓÁ 10 Í ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 5 Í/Ó.
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îÁÊÔÉ ÕÇÏÌ ÎÁËÌÏÎÁ ÓÒÅÄÉÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÅÌÏÓÉ�ÅÄÁ Ë ×ÅÒÔÉËÁÌÉ, Á ÔÁËÖÅ

ÔÏÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÔÒÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÛÉÎÁÍÉ ×ÅÌÏÓÉ�ÅÄÁ É �ÏÌÏÔÎÏÍ

ÄÏÒÏÇÉ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÂÕÄÅÔ ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÁ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ ×ÅÌÏÓÉ�ÅÄÁ.

2.2 äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ

2.16 ëÁÍÅÎØ �ÁÄÁÅÔ × ÛÁÈÔÕ ÂÅÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ. ú×ÕË ÏÔ ÕÄÁÒÁ

ËÁÍÎÑ Ï ÄÎÏ ÛÁÈÔÙ ÕÓÌÙÛÁÎ ÞÅÒÅÚ 6.5 Ó ÏÔ ÍÏÍÅÎÔÁ ÎÁÞÁÌÁ ÅÇÏ �ÁÄÅÎÉÑ.

óËÏÒÏÓÔØ Ú×ÕËÁ u = 330 Í/Ó. îÁÊÔÉ ÇÌÕÂÉÎÕ ÛÁÈÔÙ.

òÅÛÅÎÉÅ. îÁ�ÒÁ×ÉÍ ÏÓØ x ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏ ×ÎÉÚ (ÒÉÓÕÎÏË 28). úÁ�ÉÛÅÍ

ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ËÁÍÎÑ: m�x = mg, ÉÌÉ �x = g. ðÒÏÉÎ-

ÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÅÇÏ:

v = _x = gt+ C

1

;

ðÏÓÔÏÑÎÎÕÀ C

1

ÎÁÊÄÅÍ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ t = 0, v = 0: C

1

= 0. �ÁËÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ: _x = gt, ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

x(t) =

gt

2

2

+ C

2

:

äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ C

2

×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ t = 0,

x = 0: C

2

= 0.

ë ÍÏÍÅÎÔÕ t = t

1

(ÍÏÍÅÎÔ �ÁÄÅÎÉÑ ËÁÍÎÑ ÎÁ ÄÎÏ ÛÁÈÔÙ) ÂÕÄÅÍ

ÉÍÅÔØ:

x(t

1

) = h =

gt

2

1

2

: (1)

÷ÒÅÍÑ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÑ Ú×ÕËÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ

t� t

1

=

h

u

: (2)

ïÂßÅÄÉÎÑÑ (1) É (2), �ÏÌÕÞÉÍ:

t�

h

u

=

s

2h

g

:
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òÉÓÕÎÏË 28

äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ h ××ÅÄÅÍ ÎÏ×ÕÀ �ÅÒÅÍÅÎ-

ÎÕÀ z =

p

h; �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

z

2

+ u

r

2

g

z � ut = 0;

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÈÏÄÉÍ: z = 13:22 Í

1=2

, ÏÔËÕÄÁ h = z

2

= 175 Í. (ïÔÒÉ�Á-

ÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÙÌ ÏÔÂÒÏÛÅÎ ËÁË �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÁÝÉÊ

ÆÉÚÉÞÅÓËÏÍÕ ÓÍÙÓÌÕ.)

2.17 ðÒÉ ×ÙÓÔÒÅÌÅ ÉÚ ÏÒÕÄÉÑ ÓÎÁÒÑÄ ×ÙÌÅÔÁÅÔ Ó ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏ-

ÓÔØÀ 570 Í/Ó; ÍÁÓÓÁ ÓÎÁÒÑÄÁ 6 ËÇ. ëÁË ×ÅÌÉËÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÄÁ×ÌÅÎÉÅ F �ÏÒÏÈÏ×ÙÈ

ÇÁÚÏ×, ÅÓÌÉ ÓÎÁÒÑÄ �ÒÏÈÏÄÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÏÒÕÄÉÑ 2 Í? óËÏÌØËÏ ×ÒÅÍÅÎÉ Ä×ÉÖÅÔÓÑ

ÓÎÁÒÑÄ × ÓÔ×ÏÌÅ ÏÒÕÄÉÑ, ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÁÚÏ× �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ?

òÅÛÅÎÉÅ. úÁ�ÉÛÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÓÎÁÒÑÄÁ ×

ÓÔ×ÏÌÅ ÏÒÕÄÉÑ:

m

dv

dt

= F
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É �ÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÅÇÏ:

mv = Ft+ C

1

:

ðÏÓÔÏÑÎÎÕÀ C

1

ÎÁÊÄÅÍ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ t = 0, v = 0: C

1

= 0, ÏÔËÕÄÁ mv = Ft. ðÅ-

ÒÅ�ÉÛÅÍ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ m

ds

dt

= Ft, ÇÄÅ s { �ÕÔØ, �ÒÏÊÄÅÎÎÙÊ ÓÎÁÒÑÄÏÍ

× ÓÔ×ÏÌÅ ÏÒÕÄÉÑ. ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ:

ms =

Ft

2

2

+ C

2

:

óÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ Ä×ÕÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ä×ÕÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ F É t:

8

>

<

>

:

mv = Ft

ms =

Ft

2

2

:

éÚ ÎÅÅ ÎÁÈÏÄÉÍ:

F =

mv

2

2s

= 487350H;

t =

2s

v

= 0:007 :

2.18 úÁ ËÁËÏÅ ×ÒÅÍÑ É ÎÁ ËÁËÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÔÁÎÏ×ÌÅÎ

ÔÏÒÍÏÚÏÍ ×ÁÇÏÎ ÔÒÁÍ×ÁÑ, ÉÄÕÝÉÊ �Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍÕ �ÕÔÉ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ

v

0

= 36 ËÍ/Þ, ÅÓÌÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÔÒÅÎÉÑ � = 0:3?

òÅÛÅÎÉÅ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ×Ï ×ÒÅÍÑ ÔÏÒÍÏÖÅÎÉÑ Ë ×ÁÇÏÎÕ ÔÒÁÍ×ÁÑ �ÒÉ-

ÌÏÖÅÎÁ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÓÉÌÁ { ÓÉÌÁ ÔÒÅÎÉÑ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÞÅÍÕ

ÞÅÒÅÚ ×ÒÅÍÑ t

1

×ÁÇÏÎ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ

×ÁÇÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

m�x = ��mg; ÉÌÉ �x = ��g

(ÏÓØ x ÓÞÉÔÁÅÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÏÊ ×ÄÏÌØ Ä×ÉÖÅÎÉÑ). ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

_x(t) = ��gt + C

1

: ðÏÓÔÏÑÎÎÕÀ C

1

ÎÁÊÄÅÍ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ t = 0, v = v

0

: C

1

= v

0

.

ïÔÓÀÄÁ

_x(t) = ��gt+ v

0

: (1)
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äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ×ÒÅÍÅÎÉ t

1

�ÏÄÞÉÎÉÍ (1) ÕÓÌÏ×ÉÀ t = t

1

, v = 0; ÎÁÈÏÄÉÍ:

t

1

=

v

0

�g

= 3:4 Ó:

åÝÅ ÒÁÚ �ÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1):

x(t) = �

�gt

2

2

+ v

0

t+ C

2

:

õÓÌÏ×ÉÅ t = 0, x = 0 ÄÁÅÔ: C

2

= 0. ðÏÜÔÏÍÕ

x(t) = �

�gt

2

2

+ v

0

t: (2)

þÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÒÏÊÄÅÎÎÙÊ ×ÁÇÏÎÏÍ ÄÏ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÕÔØ S, �ÅÒÅ�ÉÛÅÍ

(2) × ×ÉÄÅ:

S = �

�gt

2

1

2

+ v

0

t

1

=

v

2

0

2�g

= 17Í:

÷ �ÁËÅÔÅ Mathematia ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ËÏÍÁÎÄÏÊ

DSolve[fx"[t℄ == -m g, x[0℄ == 0, x'[0℄ == v0g, x[t℄, t℄.

2.19 �ÑÖÅÌÏÅ ÔÅÌÏ �ÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ �Ï ÛÅÒÏÈÏ×ÁÔÏÊ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ,

ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÕÇÏÌ � = 30

Æ

Ó ÇÏÒÉÚÏÎÔÏÍ. ÷ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÓËÏÒÏÓÔØ ÔÅÌÁ

v

0

= 15 Í/Ó. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÔÒÅÎÉÑ � = 0:1.

ëÁËÏÊ �ÕÔØ S �ÒÏÊÄÅÔ ÔÅÌÏ ÄÏ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ? úÁ ËÁËÏÅ ×ÒÅÍÑ t

1

ÏÎÏ �ÒÏÊ-

ÄÅÔ ÜÔÏÔ �ÕÔØ?

òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÁ ÔÅÌÏ ÓÉÌÙ É ××ÅÄÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÁË, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 29. úÁ�ÉÛÅÍ 2-ÏÊ ÚÁËÏÎ îØÀÔÏÎÁ

m~a = m~g +

~

N +

~

F

ÔÒ

;

ÇÄÅ F

ÔÒ

= �N = �mg os�. ÷ �ÒÏÅË�ÉÑÈ ÎÁ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ (ÏÓØ x):

m�x = �mg sin� � �mg os�:

ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ:

_x(t) = �g(sin�+ � os�) t+ C

1

;
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òÉÓÕÎÏË 29

�ÒÉÞÅÍ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ C

1

, ËÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÒÁ×ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ:

C

1

= v

0

. éÍÅÅÍ:

v(t) = �g(sin� + � os�) t+ v

0

;

îÁÊÄÅÍ ×ÒÅÍÑ t

1

ÄÏ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ: t = t

1

, v(t

1

) = 0, ÏÔËÕÄÁ

t

1

=

v

0

g(sin� + � os�)

= 2:61 :

ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÅÝÅ ÒÁÚ:

x(t) = �g(sin� + � os�)

t

2

2

+ v

0

t+ C

2

;

�ÒÉÞÅÍ C

2

= 0. îÁÈÏÄÉÍ �ÒÏÊÄÅÎÎÙÊ ÔÅÌÏÍ �ÕÔØ:

s = x(t

1

) = �g(sin�+ � os�)

t

2

1

2

+ v

0

t

1

=

v

2

0

2g(sin�+ � os�)

= 19:55Í:
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2.20 îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ �ÁÄÅÎÉÑ ÛÁÒÁ ÍÁÓÓÏÊ m = 10 ËÇ Ó

ÒÁÄÉÕÓÏÍ r = 8 ÓÍ, �ÒÉÎÉÍÁÑ, ÞÔÏ ÓÉÌÁ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ ×ÏÚÄÕÈÁ R = k�v

2

, ÇÄÅ

v { ÓËÏÒÏÓÔØ �ÁÄÅÎÉÑ, � { �ÌÏÝÁÄØ �ÒÏÅË�ÉÉ �ÁÄÁÀÝÅÇÏ ÔÅÌÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ,

�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ Ë ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÅÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, k { ÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ

(ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÆÏÒÍÙ ÔÅÌÁ É ÉÍÅÀÝÉÊ ÄÌÑ ÛÁÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0.2352 ËÇ/Í

3

).

òÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÏÓÔÁ-

×ÉÔØ É ÒÅÛÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÛÁÒÁ. ÷ �ÒÏÅË�ÉÑÈ

ÎÁ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ �ÁÄÅÎÉÑ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

m

dv

dt

= mg �R

ÉÌÉ

dv

dt

= g �

k�

m

v

2

:

òÁÚÄÅÌÑÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÎÁÈÏÄÉÍ:

dv

g �

k�

m

v

2

= dt;

É �ÏÓÌÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ:

ln

�

�

�

�

�

�

�

�

�

p

g +

r

k�

m

v

p

g �

r

k�

m

v

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= 2

r

gk�

m

t+ lnC;

ÇÄÅ C { �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. ïÔÓÀÄÁ

v(t) =

r

mg

k�

C exp

 

2

r

gk�

m

t

!

� 1

C exp

 

2

r

gk�

m

t

!

+ 1

:

÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÓËÏÒÏÓÔÉ �ÁÄÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÂÏÌØÛÉÈ t. éÍÅÅÍ:

v

max

= lim

t!1

v(t) =

r

mg

k�

= 144 Í=Ó:
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2.21 �ÅÌÏ ÍÁÓÓÏÊ 2 ËÇ, ÂÒÏÛÅÎÎÏÅ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏ ××ÅÒÈ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ

20 Í/Ó, ÉÓ�ÙÔÙ×ÁÅÔ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ×ÏÚÄÕÈÁ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÓËÏ-

ÒÏÓÔÉ: R = bv, ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ b = 0:392 ËÇ/Ó. îÁÊÔÉ, ÞÅÒÅÚ ÓËÏÌØËÏ ÓÅËÕÎÄ

ÔÅÌÏ ÄÏÓÔÉÇÎÅÔ ÎÁÉ×ÙÓÛÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ.

òÅÛÅÎÉÅ. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÅÌÁ × �ÒÏÅË�ÉÑÈ

ÎÁ ÏÓØ, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÕÀ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏ ×ÎÉÚ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ: m

dv

dt

= �mg � bv, ÉÌÉ

dv

dt

= �

�

g +

b

m

v

�

. òÁÚÄÅÌÑÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÎÁÈÏÄÉÍ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÑ:

v(t) = C exp

�

�

b

m

t

�

�

mg

b

;

ÇÄÅ C {�ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. îÁÊÄÅÍ ÅÅ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ t = 0, v = v

0

:

C = v

0

+

mg

b

:

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ:

v(t) =

�

v

0

+

mg

b

�

exp

�

�

b

m

t

�

�

mg

b

:

�ÅÌÏ ÄÏÓÔÉÇÎÅÔ ÎÁÉ×ÙÓÛÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ, ËÏÇÄÁ v = 0, ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÉ ×Ù�ÏÌ-

ÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ

�

v

0

+

mg

b

�

exp

�

�

b

m

t

1

�

=

mg

b

;

ÏÔËÕÄÁ ÉÓËÏÍÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ

t

1

= �

m

b

ln

mg

mg + bv

0

= 1:7 :

2.22 �ÅÌÏ ×ÅÓÏÍ 10 î Ä×ÉÖÅÔÓÑ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÉÌÙ F (t) =

10(1� t), ÇÄÅ ÓÉÌÁ F ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ × ÎØÀÔÏÎÁÈ, ×ÒÅÍÑ t { × ÓÅËÕÎÄÁÈ.

þÅÒÅÚ ÓËÏÌØËÏ ÓÅËÕÎÄ ÔÅÌÏ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÓËÏ-

ÒÏÓÔØ ÔÅÌÁ v

0

= 0:2 Í/Ó É ÓÉÌÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ?

ëÁËÏÊ �ÕÔØ �ÒÏÊÄÅÔ ÔÅÌÏ ÄÏ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ?
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òÅÛÅÎÉÅ. úÁ�ÉÛÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÅÌÁ:

P

g

dv

dt

= 10(1� t);

ÇÄÅ P { ×ÅÓ ÔÅÌÁ. ðÏÓÌÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÈÏÄÉÍ:

P

g

v = 10t� 5t

2

+ C:

ðÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÊÄÅÍ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ t = 0, v = v

0

:

C = Pv

0

=g. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ:

P

g

(v � v

0

) = 10t� 5t

2

:

ðÕÓÔØ ÔÅÌÏ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ × ÍÏÍÅÎÔ t

ÏÓÔ

; ÉÍÅÅÍ: v(t

ÏÓÔ

) = 0;

�

P

g

v

0

= 10t

ÏÓÔ

� 5t

2

ÏÓÔ

;

ÏÔËÕÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ t

ÏÓÔ

= 2:02 Ó.

éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ, ÎÁÈÏÄÉÍ �ÒÏÊÄÅÎÎÙÊ ÔÅÌÏÍ

�ÕÔØ:

S =

Z

t

ÏÓÔ

0

v(t)dt = 6:94Í:

2.23 þÁÓÔÉ�Á ÍÁÓÓÙ m Ä×ÉÖÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏ. úÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ �ÒÏÊ-

ÄÅÎÎÏÇÏ �ÕÔÉ ÏÔ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ x = a

p

v � b, ÇÄÅ a É b {

�ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ. îÁÊÔÉ ×ÒÅÍÑ, × ÔÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ÞÁÓÔÉ�Ù

Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ ×Ä×ÏÅ.

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÒÁÚÉÍ ÓËÏÒÏÓÔØ ÞÁÓÔÉ�Ù ÞÅÒÅÚ x: v(x) =

(x+b)

2

a

2

É ÓÏÓÔÁ-

×ÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ v =

dx

dt

:

dx

dt

=

(x+ b)

2

a

2

:

òÁÚÄÅÌÑÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ, ÎÁÈÏÄÉÍ:

�

a

2

x+ b

= t+ C:

47



ðÏÓÔÏÑÎÎÕÀ C Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ t = 0, x = 0: C = �

a

2

b

.

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ:

x(t) =

a

2

b

a

2

� bt

� b:

ïÔÓÀÄÁ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ:

v(t) = _x(t) =

a

2

b

2

(a

2

� bt)

2

;

ÓËÏÒÏÓÔØ × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ: v(0) =

b

2

a

2

. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÓËÏÒÏÓÔØ × ÍÏÍÅÎÔ

t

1

×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ:

v(t

1

) = 2v(0) =

2b

2

a

2

;

ÉÌÉ

a

2

b

2

(a

2

� bt

1

)

2

=

2b

2

a

2

;

ÏÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ÍÏÍÅÎÔ t

1

:

t

1

=

a

2

b

�

1�

1

p

2

�

:

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

2.24 �ÑÖÅÌÏÅ ÔÅÌÏ Ó�ÕÓËÁÅÔÓÑ �Ï ÇÌÁÄËÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁËÌÏÎÅÎÎÏÊ �ÏÄ

ÕÇÌÏÍ 30

Æ

Ë ÇÏÒÉÚÏÎÔÕ. îÁÊÔÉ, ÚÁ ËÁËÏÅ ×ÒÅÍÑ ÔÅÌÏ �ÒÏÊÄÅÔ �ÕÔØ 9.6 Í, ÅÓÌÉ

× ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÅÇÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ÒÁ×ÎÑÌÁÓØ 2 Í/Ó.

2.25 ëÏÒÁÂÌØ Ä×ÉÖÅÔÓÑ, �ÒÅÏÄÏÌÅ×ÁÑ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ×ÏÄÙ, �ÒÏ�ÏÒ�É-

ÏÎÁÌØÎÏÅ Ë×ÁÄÒÁÔÕ ÓËÏÒÏÓÔÉ, É ÒÁ×ÎÏÅ 1176 î �ÒÉ ÓËÏÒÏÓÔÉ × 1 Í/Ó. óÉÌÁ

Õ�ÏÒÁ ×ÉÎÔÏ× ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÁ �Ï ÓËÏÒÏÓÔÉ × ÓÔÏÒÏÎÕ Ä×ÉÖÅÎÉÑ É ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ �Ï

ÚÁËÏÎÕ

T = T

0

�

1�

v

v

s

�

;
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ÇÄÅ T

0

= 1176 Ëî { ÓÉÌÁ Õ�ÏÒÁ ×ÉÎÔÏ× × ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ËÏÒÁÂÌØ �ÏËÏÉÔÓÑ, v

s

=

33 Í/Ó. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÅÔ ÒÁÚ×ÉÔØ ËÏÒÁÂÌØ.

2.26 ðÏÄ×ÏÄÎÁÑ ÌÏÄËÁ, ÎÅ ÉÍÅ×ÛÁÑ ÈÏÄÁ, �ÏÌÕÞÉ× ÎÅÂÏÌØÛÕÀ ÏÔÒÉ-

�ÁÔÅÌØÎÕÀ �ÌÁ×ÕÞÅÓÔØ p, �ÏÇÒÕÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÇÌÕÂÉÎÕ, Ä×ÉÇÁÑÓØ �ÏÓÔÕ�ÁÔÅÌØÎÏ.

óÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ×ÏÄÙ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ kSv, ÇÄÅ k { �ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�É-

ÅÎÔ, S { �ÌÏÝÁÄØ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ ÌÏÄËÉ, v { ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ

�ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ. íÁÓÓÁ ÌÏÄËÉ M . ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ v, ÅÓÌÉ �ÒÉ

t = 0 ÓËÏÒÏÓÔØ v

0

= 0.

2.27 ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÕÔØ z, �ÒÏÊÄÅÎÎÙÊ

�ÏÇÒÕÖÁÀÝÅÊÓÑ ÌÏÄËÏÊ ÚÁ ×ÒÅÍÑ T .

2.28 þÁÓÔÉ�Á Ó ÍÁÓÓÏÊ m É ÚÁÒÑÄÏÍ e ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÜÌÅË-

ÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÏÌÅ, ÍÅÎÑÀÝÅÍÓÑ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎÅÍ �Ï ÚÁËÏÎÕ E(t) = A sin(kt), ÇÄÅ A

É k { ÚÁÄÁÎÎÙÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù, ÅÓÌÉ ×

ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÞÁÓÔÉ�Á �ÏËÏÉÌÁÓØ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ÷ÌÉÑÎÉÅÍ ÓÉÌÙ

ÔÑÖÅÓÔÉ �ÒÅÎÅÂÒÅÞØ.

2.3 éÍ�ÕÌØÓ. úÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÉÍ�ÕÌØÓÁ

2.29 ðÏÅÚÄ Ä×ÉÖÅÔÓÑ �Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍÕ É �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÕÞÁÓÔ-

ËÕ �ÕÔÉ. ÷ ÍÏÍÅÎÔ ÎÁÞÁÌÁ ÔÏÒÍÏÖÅÎÉÑ ÓËÏÒÏÓÔØ �ÏÅÚÄÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ 72 ËÍ/Þ.

îÁÊÔÉ ×ÒÅÍÑ ÔÏÒÍÏÖÅÎÉÑ É ÔÏÒÍÏÚÎÏÊ �ÕÔØ �ÏÅÚÄÁ, ÅÓÌÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÔÒÅ-

ÎÉÑ � = 0:1.

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ �ÒÏÅË�ÉÑÈ ÎÁ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÉÍ�ÕÌØÓÁ

�ÏÅÚÄÁ ÚÁ ×ÒÅÍÑ ÔÏÒÍÏÖÅÎÉÑ �t ÒÁ×ÎÏ ÉÍ�ÕÌØÓÕ ÓÉÌÙ ÔÒÅÎÉÑ:

m(v � v

0

) = �F

ÔÒ

�t:
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õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ F

ÔÒ

= �mg, v = 0, ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÒÅÍÑ �t:

�t =

v

0

�g

= 20:4 Ó:

�ÏÒÍÏÚÎÏÊ �ÕÔØ �ÏÅÚÄÁ ÎÁÊÄÅÍ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÇÏ �ÒÉ ÒÁ×ÎÏ-

ÚÁÍÅÄÌÅÎÎÏÍ Ä×ÉÖÅÎÉÉ:

S =

v

0

�t

2

= 204Í:

2.30 �ÅÌÏ ×ÅÓÏÍ P ÎÁÞÉÎÁÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ �ÏËÏÑ �Ï ÛÅÒÏÈÏ-

×ÁÔÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÓÉÌÙ F , �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ

×ÒÅÍÅÎÉ: F = at, ÇÄÅ a { �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. ëÁËÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ �ÒÉÏÂÒÅÔÅÔ ÔÅÌÏ ÞÅÒÅÚ

t ÓÅËÕÎÄ �ÏÓÌÅ ÎÁÞÁÌÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÔÒÅÎÉÑ ÓËÏÌØÖÅÎÉÑ ÔÅÌÁ

Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÁ×ÅÎ �?

òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÓÉÌÙ, �ÒÉÌÏÖÅÎÎÙÅ Ë ÔÅÌÕ, ÎÁ ÒÉÓÕÎÏË 30.

òÉÓÕÎÏË 30

úÁ�ÉÛÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÉÍ�ÕÌØÓÁ × �ÒÏÅË�ÉÑÈ ÎÁ ÏÓØ x:

p

g

v =

Z

t

0

F (t

0

) dt

0

� F

ÔÒ

t;

ÇÄÅ ÕÞÔÅÎÏ, ÞÔÏ v

0

= 0. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÉÎÔÅÇÒÁÌ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÉÌÙ F = at,
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ÎÁÈÏÄÉÍ ÓËÏÒÏÓÔØ ÔÅÌÁ ÞÅÒÅÚ t ÓÅËÕÎÄ:

v = gt

�

at

2p

� �

�

÷ �ÁËÅÔÅ Mathematia ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔ �ÏÄÒÏÂÎÏ Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ × ÛÅ-

ÓÔÏÊ ÇÌÁ×Å ÆÕÎË�ÉÑ Integrate.

2.31 þÅÌÏ×ÅË, ÓÉÄÑÝÉÊ × ÌÏÄËÅ, ÂÒÏÓÁÅÔ ËÁÍÅÎØ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ � = 60

Æ

Ë ÇÏÒÉÚÏÎÔÕ. íÁÓÓÁ ËÁÍÎÑ m = 1 ËÇ, ÍÁÓÓÁ ÞÅÌÏ×ÅËÁ É ÌÏÄËÉ M = 150 ËÇ,

ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ËÁÍÎÑ v

0

= 10 Í/Ó. îÁÊÔÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÏÊ

�ÁÄÅÎÉÑ ËÁÍÎÑ É ÌÏÄËÏÊ × ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ËÁÍÅÎØ ËÏÓÎÕÌÓÑ ×ÏÄÙ. �ÒÅÎÉÅ ÌÏÄËÉ

Ï ×ÏÄÕ É ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ×ÏÚÄÕÈÁ ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ.

òÅÛÅÎÉÅ. ëÁÍÅÎØ ÓÏ×ÅÒÛÁÅÔ ÂÁÌÌÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ (ÒÉÓÕÎÏË 31):

V
®

0

Α

L1 L2

òÉÓÕÎÏË 31

äÌÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ

ÉÍ�ÕÌØÓÁ:

mv

0

os� =Mv

1

;

ÇÄÅ v

1

{ ÓËÏÒÏÓÔØ ÌÏÄËÉ �ÏÓÌÅ ÂÒÏÓËÁ (× ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ ÓÞÉÔÁÅÍ ÅÅ �ÏÓÔÏ-

ÑÎÎÏÊ). ïÔÓÀÄÁ

v

1

=

m

M

v

0

os�:
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÷ÒÅÍÑ �ÏÌÅÔÁ ËÁÍÎÑ �ÒÉ ÂÁÌÌÉÓÔÉÞÅÓËÏÍ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏ-

ÛÅÎÉÅÍ:

t =

2v

0

sin�

g

;

Á ÄÁÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÅÔÁ

L =

2v

0

sin� os�

g

:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÚÁ ×ÒÅÍÑ t ÌÏÄËÁ ÏÔ�ÌÙ×ÅÔ ÏÔ ÍÅÓÔÁ ÂÒÏÓÁÎÉÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ

L

1

= v

1

t =

2mv

2

0

sin� os�

Mg

:

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÏÄËÏÊ É ËÁÍÎÅÍ Ë ÍÏÍÅÎÔÕ t ÓÏÓÔÁ×ÉÔ

L+ L

1

=

v

2

0

sin 2�

g

�

1 +

m

M

�

= 8:9Í:

2.32 çÒÁÎÁÔÁ ÍÁÓÓÏÊ m = 12 ËÇ, ÌÅÔÅ×ÛÁÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v = 15 Í/Ó,

ÒÁÚÏÒ×ÁÌÁÓØ × ×ÏÚÄÕÈÅ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ. óËÏÒÏÓÔØ ÏÓËÏÌËÁ ÍÁÓÓÏÊ m

1

= 8 ËÇ ×ÏÚ-

ÒÏÓÌÁ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÄÏ v

1

= 25 Í/Ó. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ ×ÔÏÒÏÇÏ

ÏÓËÏÌËÁ.

òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÎÁ ÞÅÒÔÅÖÅ Ä×Å ÓÉÔÕÁ�ÉÉ: ÄÏ ×ÚÒÙ×Á (ÒÉÓÕ-

ÎÏË 32Á) É �ÏÓÌÅ (ÒÉÓÕÎÏË 32Â).

V
®

V
®

2 V
®

1
m m2 m1aL bL

òÉÓÕÎÏË 32

ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 32Â), ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÊ ÏÓËÏÌÏË �ÏÓÌÅ ÒÁÚÒÙ×Á

�ÏÌÅÔÅÌ × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ. úÁ�ÉÛÅÍ ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÉÍ-

�ÕÌØÓÁ

m~v = m

1

~v

1

+m

2

~v

2
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É Ó�ÒÏÅËÔÉÒÕÅÍ ÅÇÏ ÎÁ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÏÓËÏÌËÁ:

mv = �m

2

v

2

+m

1

v

1

;

ÏÔËÕÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ÓËÏÒÏÓÔØ ×ÔÏÒÏÇÏ ÏÓËÏÌËÁ:

v

2

=

m

1

v

1

�mv

m

2

= 5Í=Ó:

�ÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �ÏÌÕÞÉÌÁÓØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ, ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï �ÒÁ-

×ÉÌØÎÏÓÔÉ ×ÙÂÏÒÁ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ ~v

2

.

2.33 ðÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ �ÌÁÔÆÏÒÍÅ (ÒÉÓÕÎÏË 33), Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ �Ï

ÉÎÅÒ�ÉÉ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ~v

0

, �ÅÒÅÍÅÝÁÅÔÓÑ ÔÅÌÅÖËÁ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-

ÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ~u

0

. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÔÅÌÅÖËÁ ÂÙÌÁ ÚÁÔÏÒÍÏÖÅÎÁ.

ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂÝÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ v �ÌÁÔÆÏÒÍÙ Ó ÔÅÌÅÖËÏÊ �ÏÓÌÅ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ �Ï-

ÓÌÅÄÎÅÊ, ÅÓÌÉ M { ÍÁÓÓÁ �ÌÁÔÆÏÒÍÙ, Á m { ÍÁÓÓÁ ÔÅÌÅÖËÉ.

u
®

0

v
®

0

òÉÓÕÎÏË 33

òÅÛÅÎÉÅ. úÁ�ÉÛÅÍ ÉÍ�ÕÌØÓ ÓÉÓÔÅÍÙ ��ÌÁÔÆÏÒÍÁ + ÔÅÌÅÖËÁ�ÄÏ É

�ÏÓÌÅ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÔÅÌÅÖËÉ × ÌÁÂÏÒÁÔÏÒÎÏÊ (ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ) ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÔÓÞÅ-

ÔÁ. ðÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ÉÍ�ÕÌØÓ ÓÉÓÔÅÍÙ (× �ÒÏÅË�ÉÑÈ ÎÁ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅ-

ÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ):

P

0

=Mv

0

+m(u

0

+ v

0

);

ÇÄÅ ÕÞÔÅÎÏ, ÞÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ÔÅÌÅÖËÉ × ÌÁÂÏÒÁÔÏÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÔÓÞÅÔÁ ÒÁ×ÎÁ

(~u

0

+ ~v

0

). óÕÍÍÁÒÎÙÊ ÉÍ�ÕÌØÓ �ÏÓÌÅ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÔÅÌÅÖËÉ

P = (M +m) v:
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ðÏ ÚÁËÏÎÕ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÉÍ�ÕÌØÓÁ, P

0

= P , ÉÌÉ

Mv

0

+m(u

0

+ v

0

) = (M +m) v;

ÏÔËÕÄÁ

v = v

0

+

m

M +m

u

0

:

2.34 éÚ ÎÁËÏÎÅÞÎÉËÁ �ÏÖÁÒÎÏÇÏ ÒÕËÁ×Á (ÒÉÓÕÎÏË 34)  �Ï�ÅÒÅÞÎÙÍ

ÓÅÞÅÎÉÅÍ S = 16 ÓÍ

2

ÂØÅÔ ÓÔÒÕÑ ×ÏÄÙ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ � = 30

Æ

Ë ÇÏÒÉÚÏÎÔÕ ÓÏ ÓËÏ-

ÒÏÓÔØÀ v = 8 Í/Ó. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÉÌÕ ÄÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÔÒÕÉ ÎÁ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÕÀ ÓÔÅÎÕ,

�ÒÅÎÅÂÒÅÇÁÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÓÉÌÙ ÔÑÖÅÓÔÉ ÎÁ ÆÏÒÍÕ ÓÔÒÕÉ É ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÉ-

�Ù ÖÉÄËÏÓÔÉ �ÏÓÌÅ ×ÓÔÒÅÞÉ ÓÏ ÓÔÅÎÏÊ �ÒÉÏÂÒÅÔÁÀÔ ÓËÏÒÏÓÔÉ, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÅ

×ÄÏÌØ ÓÔÅÎÙ.

Α

u
®

F
®

òÉÓÕÎÏË 34

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ �ÏÓÌÅ ×ÓÔÒÅÞÉ ÓÏ ÓÔÅÎÏÊ �Ï�ÅÒÅÞÎÁÑ

ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉ� ×ÏÄÙ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÉÍ�ÕÌØÓÁ

ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÓÓÙ �m ×ÏÄÙ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ:

�P = �mv os�:

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÉÍ�ÕÌØÓÁ,

F =

�P

�t

=

�mv os�

�t

;
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ÇÄÅ �t { ×ÒÅÍÑ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÍÁÓÓÙ �m ×ÏÄÙ ÓÏ ÓÔÅÎÏÊ. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅ-

ÍÑ ÒÁÓÈÏÄ ×ÏÄÙ × ÓÔÒÕÅ

�m

�t

= �Sv, ÇÄÅ � = 1000 ËÇ/Í

3

{ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ×ÏÄÙ.

ïÂßÅÄÉÎÑÑ ÜÔÉ Ä×Å ÆÏÒÍÕÌÙ, ÎÁÈÏÄÉÍ:

F = �Sv

2

os� = 88:7î:

2.35 îÁ ËÒÁÑÈ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ �ÌÁÔÆÏÒÍÙ ÄÌÉÎÏÊ l = 10 Í É ÍÁÓÓÏÊ

m = 500 ËÇ ÓÔÏÑÔ Ä×Á ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÍÁÓÓÁÍÉ m

1

= 60 ËÇ É m

2

= 40 ËÇ. ïÎÉ

ÎÁÞÉÎÁÀÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÂÅÖÁÔØ ÎÁ×ÓÔÒÅÞÕ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ �Ï �ÌÁÔÆÏÒÍÅ, �ÒÉÞÅÍ

�ÅÒ×ÙÊ ÂÅÖÉÔ ×Ä×ÏÅ ÂÙÓÔÒÅÅ ×ÔÏÒÏÇÏ. îÁ ËÁËÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔËÁÔÉÔÓÑ �ÌÁÔ-

ÆÏÒÍÁ, ËÏÇÄÁ �ÅÒ×ÙÊ ÞÅÌÏ×ÅË ÄÏÂÅÖÉÔ ÄÏ ÅÅ ËÏÎ�Á? �ÒÅÎÉÅÍ ËÏÌÅÓ Ï ÒÅÌØÓÙ

�ÒÅÎÅÂÒÅÞØ.

v
®

1
v
®

m1 m2

m
v
®

2

òÉÓÕÎÏË 35

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ~v (ÒÉÓÕÎÏË 35) { ÓËÏÒÏÓÔØ �ÌÁÔÆÏÒÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-

ÎÏ ÒÅÌØÓÏ×, ~v

1

É ~v

2

{ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÏÂÏÉÈ ÌÀÄÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

�ÌÁÔÆÏÒÍÙ; �ÒÉ ÜÔÏÍ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ v

1

= 2v

2

. �ÏÇÄÁ ÓËÏÒÏÓÔØ �ÅÒ×ÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÌØÓÏ× ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ (v

1

� v), ×ÔÏÒÏÇÏ { (v

2

+ v).

á �ÏÓËÏÌØËÕ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ ×ÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ �ÏËÏÉÌÁÓØ, ÔÏ �Ï ÚÁËÏÎÕ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ

ÉÍ�ÕÌØÓÁ ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ:

0 = m

1

(v

1

� v)�m

2

(

v

1

2

+ v)�mv

(× �ÒÏÅË�ÉÑÈ ÎÁ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ, �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÀ �ÌÁÔÆÏÒÍÙ).

ïÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ÓËÏÒÏÓÔØ �ÌÁÔÆÏÒÍÙ:

v =

(2m

1

+m

2

)

2(m

1

+m

2

+m)

v

1

:
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òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, �ÒÏÊÄÅÎÎÏÅ �ÌÁÔÆÏÒÍÏÊ, s = vt, ÇÄÅ t = l=v

1

{ ×ÒÅÍÑ, ÚÁ ËÏÔÏ-

ÒÏÅ �ÅÒ×ÙÊ ÞÅÌÏ×ÅË ÄÏÂÅÖÉÔ ÄÏ ËÒÁÑ �ÌÁÔÆÏÒÍÙ. éÍÅÅÍ:

s =

vl

v

1

=

(2m

1

+m

2

)l

2(m

1

+m

2

+m)

= 0:67Í:

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

2.36 íÁÓÓÁ ÓÔ×ÏÌÁ ÏÒÕÄÉÑ 11 Ô, ÍÁÓÓÁ ÓÎÁÒÑÄÁ 54 ËÇ. óËÏÒÏÓÔØ ÓÎÁÒÑ-

ÄÁ �ÒÉ ×ÙÌÅÔÅ ÉÚ ÏÒÕÄÉÑ 900 Í/Ó. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÏÔËÁÔÁ

ÓÔ×ÏÌÁ ÏÒÕÄÉÑ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÙÌÅÔÁ ÓÎÁÒÑÄÁ.

2.37 âÕËÓÉÒÎÙÊ �ÁÒÏÈÏÄ ÍÁÓÓÏÊ 600 Ô �ÒÉÏÂÒÅÌ ÓËÏÒÏÓÔØ 1.5 Í/Ó, �ÏÓÌÅ

ÞÅÇÏ ÎÁÔÑÎÕÌÓÑ ÂÕËÓÉÒÎÙÊ ËÁÎÁÔ É ÂÁÒÖÁ ÍÁÓÓÏÊ 400 Ô ÔÒÏÎÕÌÁÓØ ×ÓÌÅÄ ÚÁ

�ÁÒÏÈÏÄÏÍ. îÁÊÔÉ ÏÂÝÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ �ÁÒÏÈÏÄÁ É ÂÁÒÖÉ, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ Ä×ÉÖÕÝÁÑ

ÓÉÌÁ É ÓÉÌÁ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ ×ÏÄÙ ÕÒÁ×ÎÏ×ÅÛÉ×ÁÀÔÓÑ.

2.38 ä×Å ÌÏÄËÉ ÉÄÕÔ ÎÁ×ÓÔÒÅÞÕ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ËÕÒÓÏÍ. ëÏÇÄÁ ÏÎÉ ÎÁ-

ÈÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ �ÒÏÔÉ× ÄÒÕÇÁ, Ó ËÁÖÄÏÊ ÌÏÄËÉ ×Ï ×ÓÔÒÅÞÎÕÀ �ÅÒÅÂÒÁÓÙ×ÁÅÔÓÑ

ÍÅÛÏË ÍÁÓÓÏÊ m = 50 ËÇ, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ �ÅÒ×ÁÑ ÌÏÄËÁ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ,

Á ×ÔÏÒÁÑ ÉÄÅÔ × �ÒÅÖÎÅÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 8.5 Í/Ó. ëÁËÏ×Ù ÂÙ-

ÌÉ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÌÏÄÏË ÄÏ ÏÂÍÅÎÁ ÍÅÛËÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÁÓÓÙ ÌÏÄÏË Ó ÇÒÕÚÏÍ ÒÁ×ÎÙ

m

1

= 500 ËÇ É m

2

= 1000 ËÇ?

2.39 äÏÓËÁ ÍÁÓÓÙm

1

Ó×ÏÂÏÄÎÏ ÓËÏÌØÚÉÔ �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÌØÄÁ ÓÏ ÓËÏÒÏ-

ÓÔØÀ v

1

. îÁ ÄÏÓËÕ �ÒÙÇÁÅÔ ÞÅÌÏ×ÅË ÍÁÓÓÙm

2

. óËÏÒÏÓÔØ ÞÅÌÏ×ÅËÁ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕ-

ÌÑÒÎÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÄÏÓËÉ É ÒÁ×ÎÁ v

2

. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ v ÄÏÓËÉ Ó ÞÅÌÏ×ÅËÏÍ.

óÉÌÏÊ ÔÒÅÎÉÑ ÄÏÓËÉ Ï ÌÅÄ �ÒÅÎÅÂÒÅÞØ.

2.40 óÎÁÒÑÄ, ×ÙÌÅÔÅ×ÛÉÊ ÉÚ ÏÒÕÄÉÑ, ÒÁÚÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ

ÏÓËÏÌËÁ × ÎÁÉ×ÙÓÛÅÊ ÔÏÞËÅ Ó×ÏÅÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ a ÏÔ ÏÒÕÄÉÑ (�Ï
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ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ). ïÄÉÎ ÉÚ ÏÓËÏÌËÏ× �ÏÌÅÔÅÌ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ Ó ÔÏÊ ÖÅ �Ï

×ÅÌÉÞÉÎÅ ÓËÏÒÏÓÔØÀ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÔÅÌ ÓÎÁÒÑÄ ÄÏ ÒÁÚÒÙ×Á. îÁ ËÁËÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑ-

ÎÉÉ ÏÔ ÏÒÕÄÉÑ Õ�ÁÄÅÔ ×ÔÏÒÏÊ ÏÓËÏÌÏË? óÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅÍ ×ÏÚÄÕÈÁ �ÒÅÎÅÂÒÅÞØ.

2.41 ä×Å ÒÁËÅÔÙ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÍÁÓÓÙ M ÌÅÔÑÔ × ÏÄÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ {

ÏÄÎÁ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v, ÄÒÕÇÁÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 1:1v. ëÏÇÄÁ ÒÁËÅÔÙ �ÏÒÁ×ÎÑÌÉÓØ,

�ÅÒ×ÁÑ ÒÁËÅÔÁ ÎÁ ËÏÒÏÔËÏÅ ×ÒÅÍÑ ×ËÌÀÞÉÌÁ Ä×ÉÇÁÔÅÌØ. ëÁËÕÀ ÍÁÓÓÕ ÔÏ�ÌÉ×Á

ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ×ÙÂÒÏÓÉÔØ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 3v ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁËÅÔÙ, ÞÔÏÂÙ ÓËÏÒÏ-

ÓÔÉ ÒÁËÅÔ ÓÔÁÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ?

2.4 �ÅÏÒÅÍÁ Ï Ä×ÉÖÅÎÉÉ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ

2.42 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ÓÉÌÕ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÎÁ ËÏÌÅÓÏ ×ÅÓÏÍ P

(ÒÉÓÕÎÏË 36), ÓËÁÔÙ×ÁÀÝÅÅÓÑ Ó ÎÁËÌÏÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÎÉÚ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ �ÅÎÔÒ

ÍÁÓÓ C Ä×ÉÖÅÔÓÑ �Ï ÚÁËÏÎÕ x



= at

2

=2.

C

x

òÉÓÕÎÏË 36

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï Ä×ÉÖÅÎÉÉ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ, ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ×ÎÅÛÎÑÑ

ÓÉÌÁ, �ÒÉÌÏÖÅÎÎÁÑ Ë �ÅÎÔÒÕ ÍÁÓÓ, ÒÁ×ÎÁ

~

F =M

_

~

V



, ÇÄÅ M = P=g { ÍÁÓÓÁ

ËÏÌÅÓÁ,

~

V



{ ÓËÏÒÏÓÔØ ÅÇÏ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ × ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÔÓÞÅÔÁ.

éÍÅÅÍ:

V



= _x



= at;

_

V



= a:

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, F = Pa=g É ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÁ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÏÓÉ OX.
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2.43 ÷ÅÄÏÍÏÅ ËÏÌÅÓÏ Á×ÔÏÍÁÛÉÎÙ ËÁÔÉÔÓÑ ÓÏ ÓËÏÌØÖÅÎÉÅÍ �Ï ÇÏÒÉ-

ÚÏÎÔÁÌØÎÏÍÕ ÛÏÓÓÅ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÓÉÌÙ

~

F (ÒÉÓÕÎÏË 37). îÁÊÔÉ ÚÁËÏÎ Ä×É-

ÖÅÎÉÑ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ C ËÏÌÅÓÁ, ÅÓÌÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÔÒÅÎÉÑ ÓËÏÌØÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ �,

Á F = 5�P , ÇÄÅ P { ×ÅÓ ËÏÌÅÓÁ. ÷ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ËÏÌÅÓÏ �ÏËÏÉÌÏÓØ.

òÉÓÕÎÏË 37

òÅÛÅÎÉÅ. úÁ�ÉÛÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ËÏÌÅÓÁ (×

�ÒÏÅË�ÉÑÈ ÎÁ ÏÓØ OX):

P

g

�x



= F � F

ÔÒ

;

ÇÄÅ F

ÔÒ

= �P . �ÏÇÄÁ

P

g

�x



= 5�P � �P = 4�P;

ÉÌÉ �x



= 4�g. ðÏÓÌÅ Ä×ÕËÒÁÔÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ É Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×

ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ x



(0) = 0 É _x



(0) = 0, ÎÁÈÏÄÉÍ ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ:

x



(t) = 2�gt

2

:

2.44 îÁ ÓÒÅÄÎÅÊ ÓËÁÍÅÊËÅ ÌÏÄËÉ, ÎÁÈÏÄÉ×ÛÅÊÓÑ × �ÏËÏÅ, ÓÉÄÅÌÉ Ä×Á

ÞÅÌÏ×ÅËÁ. ïÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ, ÍÁÓÓÏÊm

1

= 50 ËÇ, �ÅÒÅÍÅÓÔÉÌÓÑ ×�ÒÁ×Ï ÎÁ ÎÏÓ ÌÏÄËÉ.

÷ ËÁËÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ É ÎÁ ËÁËÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏÌÖÅÎ �ÅÒÅÍÅÓÔÉÔØÓÑ ×ÔÏÒÏÊ

ÞÅÌÏ×ÅË ÍÁÓÓÏÊ m

2

= 70 ËÇ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÌÏÄËÁ ÏÓÔÁÌÁÓØ × �ÏËÏÅ? äÌÉÎÁ

ÌÏÄËÉ l = 4 Í. óÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅÍ ×ÏÄÙ Ä×ÉÖÅÎÉÀ ÌÏÄËÉ �ÒÅÎÅÂÒÅÞØ.

òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 38 ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÌÀÄÅÊ × ÌÏÄËÅ ÄÏ É

�ÏÓÌÅ ÉÈ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÕÞÔÅÍ, ÞÔÏ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ
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m1m2

m2 m1

x l
�����
2

òÉÓÕÎÏË 38

ÌÏÄËÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÏÄÙ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÏÓØ. ðÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅ-

ÍÙ × ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÔÓÞÅÔÁ (Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó ×ÏÄÏÊ) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÎÁ

ÒÉÓÕÎÏË 38 ÏÎÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ÛÔÒÉÈÏ×ÏÊ ÌÉÎÉÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÓÅ-

ÒÅÄÉÎÙ ÌÏÄËÉ ÄÏ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÞÅÒÅÚ x, ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ:

m

2

x = m

1

l=2, ÏÔËÕÄÁ

x =

m

1

l

2m

2

= 1:43Í:

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÔÏÒÏÊ ÞÅÌÏ×ÅË ÄÏÌÖÅÎ �ÅÒÅÍÅÓÔÉÔØÓÑ �Ï ÌÏÄËÅ ×ÌÅ×Ï (Ë

ËÏÒÍÅ) ÎÁ 1.43 Í.

2.45 îÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ �ÒÉÚÍÕA (ÒÉÓÕÎÏË 39), ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ-

ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÏÌÏÖÅÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ �ÒÉÚÍÁ B; �Ï�ÅÒÅÞÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÉÚÍ

{ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, ×ÅÓ �ÒÉÚÍÙ A ×ÔÒÏÅ ÂÏÌØÛÅ ×ÅÓÁ �ÒÉÚÍÙ

B. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ �ÒÉÚÍÙ É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÉÄÅÁÌØÎÏ ÇÌÁÄËÉÅ,

Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÉÎÕ l, ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ �ÅÒÅÄ×ÉÎÅÔÓÑ �ÒÉÚÍÁ A, ËÏÇÄÁ �ÒÉÚÍÁ B,

Ó�ÕÓËÁÑÓØ �Ï A, ÄÏÊÄÅÔ ÄÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.

òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x

A

É x

B

ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ �ÅÒÅ-

ÍÅÝÅÎÉÊ �ÒÉÚÍ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï Ä×ÉÖÅÎÉÉ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÇÏÒÉÚÏÎ-

ÔÁÌØÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÎÅÛÎÉÅ ÓÉÌÙ ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÕ �ÒÉÚÍ ÎÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ, �ÅÎÔÒ

ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÏÌÖÅÎ É �ÏÓÌÅ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ ÏÓÔÁÔØÓÑ × �ÏËÏÅ. ïÔÓÀÄÁ �Ï-
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a

b

x

B

A

òÉÓÕÎÏË 39

ÌÕÞÁÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ:

m

A

x

A

+m

B

x

B

= 0; x

A

< 0; x

B

> 0:

÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ, �ÏÓÌÅ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÒÉÚÍÁÍÉ

(ÍÅÖÄÕ ÉÈ �ÅÎÔÒÁÍÉ ÍÁÓÓ) ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ, ËÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÒÉÓÕÎÏË 39, a� b, ÔÏ

ÅÓÔØ,

jx

A

j+ jx

B

j = a� b:

õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ m

A

= 3m

B

, ÎÁÈÏÄÉÍ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:

l = jx

A

j =

a� b

4

:

2.46 çÒÕÚÙ P

1

É P

2

, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÎÅÒÁÓÔÑÖÉÍÏÊ ÎÉÔØÀ, �ÅÒÅÂÒÏÛÅÎ-

ÎÏÊ ÞÅÒÅÚ ÂÌÏË (ÒÉÓÕÎÏË 40), ÓËÏÌØÚÑÔ �Ï ÂÏËÏ×ÙÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏ-

ÇÏ ËÌÉÎÁ, Ï�ÉÒÁÀÝÅÇÏÓÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÁ ÇÌÁÄËÕÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ.

îÁÊÔÉ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÅ ËÌÉÎÁ �Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÉ Ï�ÕÓËÁÎÉÉ ÇÒÕ-

ÚÁ P

1

ÎÁ ×ÙÓÏÔÕ h = 10 ÓÍ. ÷ÅÓ ËÌÉÎÁ P = 4P

1

= 16P

2

, ÍÁÓÓÏÊ ÎÉÔÉ É ÂÌÏËÁ

�ÒÅÎÅÂÒÅÞØ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï Ä×ÉÖÅÎÉÉ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ, �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅ-

ÍÙ ÔÒÅÈ ÔÅÌ ÎÅ ÂÕÄÅÔ �ÅÒÅÍÅÝÁÔØÓÑ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ x. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �x

1

, �x

2

, �x

�ÒÏÅË�ÉÉ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÊ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÔÅÌ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ�Ï-
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m

30o 60o

90o

1
2

m1
m2

x

òÉÓÕÎÏË 40

Ä×ÉÖÎÏÊ (�ÌÁÂÏÒÁÔÏÒÎÏÊ�) ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÔÓÞÅÔÁ. �ÏÇÄÁ, ËÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ,

m

1

�x

1

+m

2

�x

2

+m�x = 0: (1)

òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, �ÒÏÊÄÅÎÎÏÅ ÇÒÕÚÁÍÉ �Ï ËÌÉÎÕ,

l =

h

sin 30

Æ

= 2h:

éÚ ÞÅÒÔÅÖÁ ÎÁÈÏÄÉÍ:

�x

1

= �

h

tg 30

Æ

+�x = �h

p

3 + �x; (2)

�x

2

= �l os 60

Æ

+�x = �h+�x: (3)

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ (2) É (3) × (1), �ÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

m

1

(�h

p

3 + �x) +m

2

(�h+�x) +m�x = 0;

ÏÔËÕÄÁ

�x =

h(m

1

p

3 +m

2

)

m

1

+m

2

+m

= 3:775 ÓÍ:

ðÏÓËÏÌØËÕ �x > 0, ÔÏ ËÌÉÎ �ÅÒÅÍÅÓÔÉÔÓÑ ×�ÒÁ×Ï.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

2.47 ÷ÅÄÕÝÅÅ ËÏÌÅÓÏ Á×ÔÏÍÁÛÉÎÙ ËÁÔÉÔÓÑ ÓÏ ÓËÏÌØÖÅÎÉÅÍ �Ï ÇÏÒÉÚÏÎ-

ÔÁÌØÎÏÍÕ ÛÏÓÓÅ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ �ÒÉÌÏÖÅÎÎÏÇÏ Ë ÎÅÍÕ ×ÒÁÝÁÀÝÅÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ

(ÒÉÓÕÎÏË 41). îÁÊÔÉ ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ C ËÏÌÅÓÁ, ÅÓÌÉ ËÏÜÆÆÉ-

�ÉÅÎÔ ÔÒÅÎÉÑ ÓËÏÌØÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ �. ÷ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ËÏÌÅÓÏ �ÏËÏÉÌÏÓØ.
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C

òÉÓÕÎÏË 41

2.48 ÷ÁÇÏÎ ÔÒÁÍ×ÁÑ ÓÏ×ÅÒÛÁÅÔ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ËÏÌÅÂÁ-

ÎÉÑ ÎÁ ÒÅÓÓÏÒÁÈ. áÍ�ÌÉÔÕÄÁ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ 2.5 ÓÍ, ÉÈ �ÅÒÉÏÄ T = 0:5 Ó. íÁÓÓÁ

ËÕÚÏ×Á Ó ÎÁÇÒÕÚËÏÊ 10 Ô, ÍÁÓÓÁ ÔÅÌÅÖËÉ É ËÏÌÅÓ 1 Ô. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÉÌÕ ÄÁ×ÌÅÎÉÑ

×ÁÇÏÎÁ ÎÁ ÒÅÌØÓÙ.

2.49 ä×Á ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÍÁÓÓÁÍÉ m

1

= 70 ËÇ É m

2

= 30 ËÇ ÓÔÏÑÔ ÎÁ �ÒÏÔÉ-

×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ËÏÎ�ÁÈ �ÌÁÔÆÏÒÍÙ ÄÌÉÎÏÊ L = 3 Í É ÍÁÓÓÏÊ M = 100 ËÇ. îÁ

ÓËÏÌØËÏ ÏÔßÅÄÅÔ �ÌÁÔÆÏÒÍÁ, ÅÓÌÉ ÌÀÄÉ �ÏÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ? �ÒÅÎÉÅÍ ËÏÌÅÓ

Ï ÒÅÌØÓÙ �ÒÅÎÅÂÒÅÞØ.

2.50 ðÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ �ÌÁÔÆÏÒÍÅ ÄÌÉÎÏÊ 6 Í É ÍÁÓÓÏÊ 2700 ËÇ, ÎÁÈÏ-

ÄÉ×ÛÅÊÓÑ × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ × �ÏËÏÅ, Ä×ÏÅ ÒÁÂÏÞÉÈ �ÅÒÅËÁÔÙ×ÁÀÔ ÔÑÖÅÌÕÀ

ÓÔÁÌØÎÕÀ ÏÔÌÉ×ËÕ ÉÚ ÌÅ×ÏÇÏ ËÏÎ�Á �ÌÁÔÆÏÒÍÙ × �ÒÁ×ÙÊ. ÷ ËÁËÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ

É ÎÁÓËÏÌØËÏ �ÅÒÅÍÅÓÔÉÔÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÌÁÔÆÏÒÍÁ, ÅÓÌÉ ÏÂÝÁÑ ÍÁÓÓÁ ÇÒÕÚÁ É

ÒÁÂÏÞÉÈ 1800 ËÇ? óÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÀ �ÌÁÔÆÏÒÍÙ ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ.

2.51 �ÒÉ ÇÒÕÚÁ ×ÅÓÏÍ P

1

= 20 î, P

2

= 15 î É P

3

= 10 î ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ

ÎÅ×ÅÓÏÍÏÊ ÎÅÒÁÓÔÑÖÉÍÏÊ ÎÉÔØÀ, �ÅÒÅÂÒÏÛÅÎÎÏÊ ÞÅÒÅÚ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÂÌÏËÉ

B É C (ÒÉÓÕÎÏË 42). ðÒÉ Ï�ÕÓËÁÎÉÉ ÇÒÕÚÁ P

1

×ÎÉÚ ÇÒÕÚ P

2

�ÅÒÅÍÅÝÁÅÔÓÑ

�Ï ×ÅÒÈÎÅÍÕ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÏÊ ÕÓÅÞÅÎÎÏÊ �ÉÒÁÍÉÄÙ ABCD ×ÅÓÏÍ

P = 100 î ×�ÒÁ×Ï, Á ÇÒÕÚ P

3

�ÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ �Ï ÂÏËÏ×ÏÊ ÇÒÁÎÉ AB ××ÅÒÈ. ðÒÅÎÅ-

ÂÒÅÇÁÑ ÔÒÅÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ �ÉÒÁÍÉÄÏÊ ABCD É �ÏÌÏÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÅ

�ÉÒÁÍÉÄÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÁ, ÅÓÌÉ ÇÒÕÚ P

1

Ï�ÕÓËÁÅÔÓÑ ×ÎÉÚ ÎÁ 1 Í.
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òÉÓÕÎÏË 42

2.5 òÁÂÏÔÁ É ÍÏÝÎÏÓÔØ

2.52 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÒÁÂÏÔÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÕÖÎÏ ÓÏ×ÅÒÛÉÔØ ÄÌÑ

�ÏÄßÅÍÁ ÎÁ 5 Í ÇÒÕÚÁ × 2 Ô �Ï ÎÁËÌÏÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÕÇÏÌ 30

Æ

 ÇÏÒÉÚÏÎÔÏÍ, ÅÓÌÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÔÒÅÎÉÑ 0.5.

òÉÓÕÎÏË 43

òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÎÁ ÞÅÒÔÅÖÅ (ÒÉÓÕÎÏË 43) ×ÓÅ ÓÉÌÙ, ÄÅÊÓÔ×Õ-

ÀÝÉÅ ÎÁ ÇÒÕÚ. òÁÂÏÔÁ ÓÉÌÙ

~

F �Ï �ÏÄßÅÍÕ ÇÒÕÚÁ ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ, ÅÓÌÉ

�ÏÄßÅÍ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ �ÒÉÌÏ-
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ÖÅÎÎÙÈ Ë ÇÒÕÚÕ ÓÉÌ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. éÍÅÅÍ:

A

min

= Fl =

Fh

sin�

;

F = mg(sin� + � os�);

ÏÔÓÀÄÁ

A

min

= mgh(1 + � tg�) = 182; 8ËäÖ:

2.53 äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÏÄÎÑÔØ 5000 Í

3

×ÏÄÙ ÎÁ ×ÙÓÏÔÕ 3 Í, �ÏÓÔÁ×ÌÅÎ

ÎÁÓÏÓ Ó Ä×ÉÇÁÔÅÌÅÍ × 2 Ì.Ó. óËÏÌØËÏ ×ÒÅÍÅÎÉ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ

ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÙ, ÅÓÌÉ ëðä ÎÁÓÏÓÁ 0.8? ðÌÏÔÎÏÓÔØ ×ÏÄÙ � = 10

3

ËÇ/Í

3

. õËÁÚÁÎÉÅ:

1 Ì.Ó. = 736 ÷Ô.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ëðä,

� =

A

�ÏÌÅÚÎ

A

ÚÁÔÒ

:

÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ A

�ÏÌÅÚÎ

= mgh = �V gh { ÒÁÂÏÔÁ �Ï �ÏÄßÅÍÕ ×ÏÄÙ;

A

ÚÁÔÒ

= Nt, ÇÄÅ N { ÍÏÝÎÏÓÔØ ÎÁÓÏÓÁ. éÍÅÅÍ:

� =

�V gh

Nt

;

ÏÔËÕÄÁ ×ÒÅÍÑ, ÚÁÔÒÁÞÅÎÎÏÅ ÎÁ �ÏÄßÅÍ ×ÏÄÙ,

t =

�V gh

�N

= 124830 Ó = 34ÞÁÓÁ 40ÍÉÎ 30 Ó:

2.54 îÁÊÔÉ × ÌÏÛÁÄÉÎÙÈ ÓÉÌÁÈ É ËÉÌÏ×ÁÔÔÁÈ ÍÏÝÎÏÓÔØ Ä×ÉÇÁÔÅÌÑ ×ÎÕ-

ÔÒÅÎÎÅÇÏ ÓÇÏÒÁÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÎÅÅ ÄÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁ �ÏÒÛÅÎØ × ÔÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÇÏ ÈÏÄÁ

4:9 �10

5

ðÁ, ÄÌÉÎÁ ÈÏÄÁ �ÏÒÛÎÑ 40 ÓÍ, �ÌÏÝÁÄØ �ÏÒÛÎÑ 300 ÓÍ

2

, ÞÉÓÌÏ ÒÁÂÏÞÉÈ

ÈÏÄÏ× 120 × ÍÉÎÕÔÕ É ëðä ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ 90%.

64



òÅÛÅÎÉÅ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,

ëðä = � =

A

�ÏÌÅÚÎ

A

ÚÁÔÒ

;

ÇÄÅ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ A

�ÏÌÅÚÎ

= Nt; A

ÚÁÔÒ

= pSln. ïÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ÉÓËÏÍÕÀ

ÍÏÝÎÏÓÔØ Ä×ÉÇÁÔÅÌÑ:

N =

�pSln

t

= 10:6Ë÷Ô = 14:4 Ì:Ó:

2.55 ûÌÉÆÏ×ÁÌØÎÙÊ ËÁÍÅÎØ ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ 60 ÓÍ ÄÅÌÁÅÔ 120 ÏÂ/ÍÉÎ. ðÏ-

ÔÒÅÂÌÑÅÍÁÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ 1.6 Ì.Ó., ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÔÒÅÎÉÑ ÛÌÉÆÏ×ÁÌØÎÏÇÏ ËÁÍÎÑ Ï

ÄÅÔÁÌØ 0.2. ó ËÁËÏÊ ÓÉÌÏÊ �ÒÉÖÉÍÁÅÔ ËÁÍÅÎØ ÛÌÉÆÕÅÍÕÀ ÄÅÔÁÌØ?

òÉÓÕÎÏË 44

òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÎÁ ÞÅÒÔÅÖÅ (ÒÉÓÕÎÏË 44) ÓÉÌÙ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ

ÎÁ ÛÌÉÆÕÅÍÕÀ ÄÅÔÁÌØ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ ÔÒÅÎÉÑ,

F =

F

ÔÒ

�

: (1)

íÏÝÎÏÓÔØ, ÒÁÚ×É×ÁÅÍÕÀ ×ÒÁÝÁÀÝÉÍÓÑ ÛÌÉÆÏ×ÁÌØÎÙÍ ËÁÍÎÅÍ, ÍÏÖÎÏ ×Ù-

ÒÁÚÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

N = F

ÔÒ

� v = F

ÔÒ

� ��d;

ÏÔËÕÄÁ

F

ÔÒ

=

N

��d

: (2)
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éÚ (1) É (2) ÎÁÈÏÄÉÍ ÓÉÌÕ �ÒÉÖÁÔÉÑ:

F =

N

��d�

= 1562î :

2.56 ðÒÉ ÈÏÄØÂÅ ÎÁ ÌÙÖÁÈ ÎÁ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÀ × 20 ËÍ �Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍÕ

�ÕÔÉ �ÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÌÙÖÎÉËÁ ÓÏ×ÅÒÛÁÌ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ Ó ÁÍ�ÌÉ-

ÔÕÄÏÊ 8 ÓÍ É �ÅÒÉÏÄÏÍ T = 4 Ó. íÁÓÓÁ ÌÙÖÎÉËÁ 80 ËÇ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÔÒÅÎÉÑ

ÌÙÖ Ï ÓÎÅÇ � = 0:05. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÁÂÏÔÕ ÌÙÖÎÉËÁ ÎÁ ÍÁÒÛÅ, ÅÓÌÉ ×ÓÀ ÄÉ-

ÓÔÁÎ�ÉÀ ÏÎ �ÒÏÛÅÌ ÚÁ 1 ÞÁÓ 30 ÍÉÎ, Á ÔÁËÖÅ ÓÒÅÄÎÀÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÌÙÖÎÉËÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÂÏÔÁ ÔÏÒÍÏÖÅÎÉÑ �ÒÉ Ï�ÕÓËÁÎÉÉ �ÅÎÔÒÁ ÔÑÖÅÓÔÉ

ÌÙÖÎÉËÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ 0.4 ÒÁÂÏÔÙ �ÒÉ �ÏÄßÅÍÅ �ÅÎÔÒÁ ÔÑÖÅÓÔÉ ÌÙÖÎÉËÁ ÎÁ

ÔÕ ÖÅ ×ÙÓÏÔÕ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÌÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ, ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÁÑ ÌÙÖÎÉËÏÍ, ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ

Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÅÊ:

A = A

1

+ A

2

;

ÇÄÅ A

1

{ ÒÁÂÏÔÁ �ÒÏÔÉ× ÓÉÌÙ ÔÒÅÎÉÑ, A

2

{ ÒÁÂÏÔÁ �Ï �ÏÄßÅÍÕ É Ï�ÕÓËÁÎÉÀ

ÌÙÖÎÉËÏÍ Ó×ÏÅÇÏ �ÅÎÔÒÁ ÔÑÖÅÓÔÉ. éÍÅÅÍ:

A

1

= �mgS;

A

2

= nmg 2 a 1:4;

ÇÄÅ n { ÞÉÓÌÏ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ �ÅÎÔÒÁ ÔÑÖÅÓÔÉ ÚÁ t = 1:5 ÞÁÓÁ, a { ÁÍ�ÌÉÔÕÄÁ

ËÏÌÅÂÁÎÉÊ. n = t=T , �ÏÜÔÏÍÕ �ÏÌÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ

A = �ngS + 2:8

t

T

mga = 1:02 � 10

6

äÖ:

óÒÅÄÎÑÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÌÙÖÎÉËÁ

N

ÓÒ

=

A

t

= 189:1÷Ô = 0:26 Ì:Ó:
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2.57 îÁÊÔÉ ÍÏÝÎÏÓÔØ × ÌÏÛÁÄÉÎÙÈ ÓÉÌÁÈ É ËÉÌÏ×ÁÔÔÁÈ ÍÁÛÉÎÙ, �ÏÄ-

ÎÉÍÁÀÝÅÊ 84 ÒÁÚÁ × ÍÉÎÕÔÕ ÍÏÌÏÔ ÍÁÓÓÏÊ 200 ËÇ ÎÁ ×ÙÓÏÔÕ 0.75 Í, ÅÓÌÉ

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÍÁÛÉÎÙ 0.7.

2.58 ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ ÓÔÁÎ�ÉÉ ÔÒÁÍ×ÁÊÎÏÊ ÓÅÔÉ,

ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ×ÁÇÏÎÏ× ÎÁ ÌÉÎÉÉ 45, ÍÁÓÓÁ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÁÇÏÎÁ 10 Ô, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ

ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÀ � = 0:02, ÓÒÅÄÎÑÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ×ÁÇÏÎÁ 12 ËÍ/Þ É �ÏÔÅÒÉ

× ÓÅÔÉ 5%.

2.59 ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÁÂÏÔÕ �Ï �ÏÄßÅÍÕ ÇÒÕÚÁ × 20 ËÇ �Ï ÎÁËÌÏÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏ-

ÓÔÉ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ 6 Í, ÅÓÌÉ ÕÇÏÌ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÇÏÒÉÚÏÎÔÏÍ 30

Æ

, Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ

ÔÒÅÎÉÑ 0.1.

2.60 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÏÔÏÒÁ �ÒÏÄÏÌØÎÏ-ÓÔÒÏÇÁÌØÎÏÇÏ ÓÔÁÎËÁ,

ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÁ ÒÁÂÏÞÅÇÏ ÈÏÄÁ 2 Í, ÅÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ 10 Ó, ÓÉÌÁ ÒÅÚÁÎÉÑ

11760 î, ëðä ÓÔÁÎËÁ 0.8. ä×ÉÖÅÎÉÅ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ.

2.61 �ÅÌÏ ÍÁÓÓÙm = 3 ËÇ �ÁÄÁÅÔ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÓÏÔÙ, ÉÍÅÑ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ

ÓËÏÒÏÓÔØ v

0

= 2 Í/Ó, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÕÀ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏ ×ÎÉÚ. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÁÂÏÔÕ A

�ÒÏÔÉ× ÓÉÌ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ, ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÕÀ × ÔÅÞÅÎÉÅ t = 10 Ó, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,

ÞÔÏ × ËÏÎ�Å ÜÔÏÇÏ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ ×ÒÅÍÅÎÉ ÔÅÌÏ ÉÍÅÌÏ ÓËÏÒÏÓÔØ v = 50 Í/Ó. óÉÌÕ

ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ ÓÞÉÔÁÔØ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ.

2.6 �ÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ

2.62 �ÅÌÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÛÅÒÏÈÏ×ÁÔÏÊ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ × �ÏËÏÅ.

õÇÏÌ ÎÁËÌÏÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ë ÇÏÒÉÚÏÎÔÕ ÒÁ×ÅÎ �, �ÒÉÞÅÍ tg� < �

0

, ÇÄÅ �

0

{

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÔÒÅÎÉÑ �ÏËÏÑ. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÔÅÌÕ ÓÏÏÂÝÉÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ

ÓËÏÒÏÓÔØ v

0

, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÕÀ ×ÄÏÌØ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÎÉÚ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÕÔØ S, �ÒÏÊ-
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ÄÅÎÎÙÊ ÔÅÌÏÍ ÄÏ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÅÓÌÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÔÒÅÎÉÑ ÓËÏÌØÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ �.

òÅÛÅÎÉÅ. õËÁÖÅÍ ÎÁ ÞÅÒÔÅÖÅ (ÒÉÓÕÎÏË 45) ×ÓÅ ÓÉÌÙ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ

ÎÁ ÔÅÌÏ ÎÁ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.

òÉÓÕÎÏË 45

�.Ë. ×ÎÁÞÁÌÅ ÔÅÌÏ �ÏËÏÉÌÏÓØ, ÔÏ ÄÌÑ ÓÉÌÙ ÔÒÅÎÉÑ �ÏËÏÑ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ

ÕÓÌÏ×ÉÅ

F

ÔÒ

0

> mg sin�;

ÉÌÉ

�

0

mg os� > mg sin�;

Ô.Å.

�

0

> tg�;

ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ. úÁ�ÉÛÅÍ ÄÌÑ Ä×ÉÖÕÝÅÇÏÓÑ ÔÅÌÁ ÔÅ-

ÏÒÅÍÕ ÏÂ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ:

T � T

0

= A;

ÇÄÅ T = 0 { ËÏÎÅÞÎÏÅ, T

0

= mv

2

0

=2 { ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒ-

ÇÉÉ ÔÅÌÁ; A { ÒÁÂÏÔÁ ×ÓÅÈ ÓÉÌ, �ÒÉÌÏÖÅÎÎÙÈ Ë ÔÅÌÕ, ÎÁ �ÕÔÉ S. éÍÅÅÍ:

�

mv

2

0

2

= mgS(sin�� � os�);
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ÏÔËÕÄÁ

S =

v

2

0

2g(� os� � sin�)

:

�.Ë. � > �

0

> tg�, ÔÏ S > 0.

2.63 óÎÁÒÑÄ ÍÁÓÓÏÊ 24 ËÇ ×ÙÌÅÔÁÅÔ ÉÚ ÄÕÌÁ ÏÒÕÄÉÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ

500 Í/Ó. äÌÉÎÁ ÓÔ×ÏÌÁ ÏÒÕÄÉÑ 2 Í. ëÁËÏ×Ï ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÉÌÙ ÄÁ×ÌÅÎÉÑ

ÇÁÚÏ× ÎÁ ÓÎÁÒÑÄ?

òÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÓÎÁÒÑÄÁ × ÓÔ×ÏÌÅ ÏÒÕÄÉÑ ÚÁ�ÉÛÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ

ÏÂ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ:

mv

2

2

= F

ÓÒ

l;

ÇÄÅ v { ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÎÁÒÑÄÁ �ÒÉ ×ÙÌÅÔÅ ÉÚ ÓÔ×ÏÌÁ, l { ÄÌÉÎÁ ÓÔ×ÏÌÁ, F

ÓÒ

{

ÓÒÅÄÎÑÑ ÓÉÌÁ ÄÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÁÚÏ× ÎÁ ÓÎÁÒÑÄ. (úÄÅÓØ ÕÞÔÅÎÏ, ÞÔÏ v

0

= 0) îÁÈÏÄÉÍ:

F

ÓÒ

=

mv

2

2l

= 1:5 � 10

6

î:

2.64 �ÅÌÏ ÍÁÓÓÏÊ 3 ËÇ Ä×ÉÇÁÌÏÓØ �Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ×ÌÅ×Ï ÓÏ

ÓËÏÒÏÓÔØÀ 5 Í/Ó. ë ÎÅÍÕ �ÒÉÌÏÖÉÌÉ �ÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÓÉÌÕ, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÕÀ ×�ÒÁ×Ï.

äÅÊÓÔ×ÉÅ ÓÉÌÙ �ÒÅËÒÁÔÉÌÏÓØ ÞÅÒÅÚ 30 Ó, É ÔÏÇÄÁ ÓËÏÒÏÓÔØ ÔÅÌÁ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÒÁ×-

ÎÏÊ 55 Í/Ó É ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÏÊ ×�ÒÁ×Ï. îÁÊÔÉ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÜÔÏÊ ÓÉÌÙ É ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÕÀ

ÅÀ ÒÁÂÏÔÕ.

òÉÓÕÎÏË 46

òÅÛÅÎÉÅ. îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ 2-ÇÏ ÚÁËÏÎÁ îØÀÔÏÎÁ ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ:

m~v �m~v

0

=

~

Ft;
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ÇÄÅ ~v

0

É ~v { ×ÅËÔÏÒÙ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ É ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÔÅÌÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-

ÎÏ,

~

F { ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÎÁ ÔÅÌÏ × ÔÅÞÅÎÉÅ ×ÒÅÍÅÎÉ t ÓÉÌÁ (ÒÉÓÕÎÏË 46). ÷

�ÒÏÅË�ÉÑÈ ÎÁ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÉÌÙ:

m(v + v

0

) = Ft;

ÏÔËÕÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÓÉÌÙ

~

F :

F =

m(v + v

0

)

t

= 6î:

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ, ÒÁÂÏÔÁ ÓÉÌÙ

~

F ÚÁ ×ÒÅÍÑ t

ÒÁ×ÎÁ:

A =

mv

2

2

�

mv

2

0

2

= 4500äÖ:

2.65 ðÏÅÚÄ ÍÁÓÓÏÊ 200 Ô ÉÄÅÔ �Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍÕ ÕÞÁÓÔËÕ �ÕÔÉ Ó ÕÓËÏ-

ÒÅÎÉÅÍ a = 0:2 Í/Ó

2

. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÔÒÅÎÉÑ � = 0:01 É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÓËÏÒÏÓÔÉ.

ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÁÚ×É×ÁÅÍÕÀ ÔÅ�ÌÏ×ÏÚÏÍ ÍÏÝÎÏÓÔØ × ÍÏÍÅÎÔ t = 10 Ó, ÅÓÌÉ �ÒÉ

t = 0 ÓËÏÒÏÓÔØ �ÏÅÚÄÁ ÂÙÌÁ v

0

= 18 Í/Ó.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ,

A

�ÏÌÎ

=

mv

2

2

�

mv

2

0

2

;

ÇÄÅ A

�ÏÌÎ

{ �ÏÌÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ×ÓÅÈ ÓÉÌ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁ �ÏÅÚÄ × ÔÅÞÅÎÉÅ ×ÒÅÍÅ-

ÎÉ t, v { ÓËÏÒÏÓÔØ �ÏÅÚÄÁ Ë ËÏÎ�Õ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ ×ÒÅÍÅÎÉ: v = v

0

+ at.

òÁÂÏÔÕ �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ �ÏÅÚÄÁ �Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍÕ �ÕÔÉ ÓÏ×ÅÒÛÁÀÔ

Ä×Å ÓÉÌÙ: ÓÉÌÁ ÔÑÇÉ ÔÅ�ÌÏ×ÏÚÁ É ÓÉÌÁ ÔÒÅÎÉÑ, Ô.Å.

A

�ÏÌÎ

= A

Ô

+A

ÔÒ

;

ÇÄÅ A

ÔÒ

= �F

ÔÒ

S = ��mgS; S { �ÒÏÊÄÅÎÎÙÊ �ÏÅÚÄÏÍ ÚÁ ×ÒÅÍÑ t �ÕÔØ.

ïÔÓÀÄÁ ÒÁÂÏÔÁ, ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÁÑ ÔÅ�ÌÏ×ÏÚÏÍ,

A

Ô

= A

�ÏÌÎ

� A

ÔÒ

=

mv

2

2

�

mv

2

0

2

+ �mgS =
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= m

�

1

2

�

(v

0

+ at)

2

� v

2

0

�

+ �g

�

v

0

t+

at

2

2

��

=

= m(a+ �g)(v

0

t+

at

2

2

);

Á ÒÁÚ×É×ÁÅÍÁÑ ÔÅ�ÌÏ×ÏÚÏÍ Ë ÍÏÍÅÎÔÕ t ÍÏÝÎÏÓÔØ

N

Ô

=

dA

Ô

dt

= m(a+ �g)(v

0

+ at) = 1:192 � 10

6

÷Ô:

2.66 ç×ÏÚÄØ ×ÂÉ×ÁÅÔÓÑ × ÓÔÅÎÕ, ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÕÀ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ

F



= 686 î. ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÕÄÁÒÅ ÍÏÌÏÔËÁ Ç×ÏÚÄØ ÕÇÌÕÂÌÑÅÔÓÑ × ÓÔÅÎÕ ÎÁ ÄÌÉÎÕ

l = 0:15 ÓÍ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÅÓ ÍÏÌÏÔËÁ P , ÅÓÌÉ �ÒÉ ÕÄÁÒÅ Ï ÛÌÑ�ËÕ Ç×ÏÚÄÑ ÏÎ

ÉÍÅÅÔ ÓËÏÒÏÓÔØ v

0

= 1:25 Í/Ó.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ,

A



=

mv

2

2

�

mv

2

0

2

;

ÇÄÅ A



{ ÒÁÂÏÔÁ ÓÉÌÙ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ F



ÎÁ �ÕÔÉ l; v É v

0

{ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ

ËÏÎÅÞÎÁÑ É ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÍÏÌÏÔËÁ. �.Ë. �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ v = 0, ÔÏ

ÉÍÅÅÍ:

�F



l = �

mv

2

0

2

;

ÏÔËÕÄÁ ÍÁÓÓÁ ÍÏÌÏÔËÁ

m =

2F



l

v

2

0

;

Á ÅÇÏ ×ÅÓ

P = mg =

2f



lg

v

2

0

= 12:9î:

2.67 ðÒÕÖÉÎÁ ÓÁÍÏÓÔÒÅÌÁ ÉÍÅÅÔ × ÎÅÎÁ�ÒÑÖÅÎÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÄÌÉÎÕ

l

0

= 20 ÓÍ. óÉÌÁ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁÑ ÄÌÑ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÅÅ ÄÌÉÎÙ ÎÁ x

1

= 1 ÓÍ, ÒÁ×ÎÁ

F

1

= 1:96 î. ó ËÁËÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ×ÙÌÅÔÉÔ ÉÚ ÓÁÍÏÓÔÒÅÌÁ ÛÁÒÉË ÍÁÓÓÏÊ m =
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30 Ç, ÅÓÌÉ �ÒÕÖÉÎÁ ÂÙÌÁ ÓÖÁÔÁ ÄÏ ÄÌÉÎÙ l = 10 ÓÍ? óÁÍÏÓÔÒÅÌ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ

ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ.

òÅÛÅÎÉÅ. ó �ÏÍÏÝØÀ ÚÁËÏÎÁ çÕËÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ Õ�ÒÕÇÏÓÔÉ

k �ÒÕÖÉÎÙ:

k =

F

1

x

1

:

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ,

A =

mv

2

2

�

mv

2

0

2

;

�ÒÉÞÅÍ v

0

= 0. úÄÅÓØ A { ÒÁÂÏÔÁ ÓÉÌÙ Õ�ÒÕÇÏÓÔÉ:

A =

Z

�l

0

F

Õ�Ò

dx = �

Z

�l

0

kxdx =

k

2

(�l)

2

=

F

1

2x

1

(�l)

2

;

ÇÄÅ �l = l

0

� l. �.Ï.,

F

1

2x

1

(l

0

� l)

2

=

mv

2

2

;

ÏÔËÕÄÁ

v =

r

F

1

mx

1

(l

0

� l)

2

= 8:1Í=Ó:

2.68 �ÅÌÏ ÂÒÏÛÅÎÏ Ó �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ úÅÍÌÉ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏ ××ÅÒÈ Ó ÎÁÞÁÌØ-

ÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v

0

= 1 ËÍ/Ó. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÙÓÏÔÕ H �ÏÄÎÑÔÉÑ ÔÅÌÁ, �ÒÉÎÉÍÁÑ

×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÓÉÌÁ �ÒÉÔÑÖÅÎÉÑ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ

Ë×ÁÄÒÁÔÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ �ÅÎÔÒÁ úÅÍÌÉ; ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅÍ ×ÏÚÄÕÈÁ �ÒÅÎÅÂÒÅÞØ.

òÁÄÉÕÓ úÅÍÌÉ R = 6370 ËÍ.

òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ ÎÁ ÞÅÒÔÅÖÅ (ÒÉÓÕÎÏË 47). úÁ�ÉÛÅÍ

ÄÌÑ ÔÅÌÁ ÍÁÓÓÙ m, ÂÒÏÛÅÎÎÏÇÏ ××ÅÒÈ Ó ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ~v

0

, ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ

ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ:

mv

2

2

�

mv

2

0

2

= A;
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R

v
®

0

H

òÉÓÕÎÏË 47

ÇÄÅ v = 0 { ÓËÏÒÏÓÔØ ÔÅÌÁ ÎÁ ×ÙÓÏÔÅ H ÎÁÄ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ úÅÍÌÉ, A { ÒÁÂÏ-

ÔÁ ÓÉÌÙ ÔÑÇÏÔÅÎÉÑ �ÒÉ �ÏÄßÅÍÅ ÔÅÌÁ ÎÁ ÜÔÕ ×ÙÓÏÔÕ. éÍÅÅÍ (× �ÒÏÅË�ÉÉ

ÎÁ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ �ÏÌÅÔÁ ÔÅÌÁ):

F = �

GmM

r

2

;

ÇÄÅ r { ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ÏÔÓÞÉÔÙ×ÁÅÍÏÅ ÏÔ �ÅÎÔÒÁ úÅÍÌÉ, M { ÍÁÓÓÁ úÅÍÌÉ.

ïÔÓÀÄÁ

A =

Z

R+H

R

F (r)dr = �

Z

R+H

R

GmM

r

2

dz = GmM

�

1

R+H

�

1

R

�

÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ GM = gR

2

: ÔÏÇÄÁ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ

�

mv

2

0

2

= mgR

2

�

1

R+H

�

1

R

�

;

ÏÔËÕÄÁ ÉÓËÏÍÁÑ ×ÙÓÏÔÁ �ÏÄßÅÍÁ ÔÅÌÁ:

H =

v

2

0

R

2gR� v

2

0

= 51:4ËÍ:

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

2.69 ðÒÉ �ÏÄÈÏÄÅ Ë ÓÔÁÎ�ÉÉ �ÏÅÚÄ ÉÄÅÔ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 36 ËÍ/Þ �ÏÄ

ÕËÌÏÎ, ÕÇÏÌ ËÏÔÏÒÏÇÏ � = 0:008. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÍÁÛÉÎÉÓÔ ÎÁÞÉÎÁÅÔ

ÔÏÒÍÏÚÉÔØ. óÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ÏÔ ÔÏÒÍÏÖÅÎÉÑ É ÔÒÅÎÉÑ × ÏÓÑÈ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ � = 0:1
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×ÅÓÁ �ÏÅÚÄÁ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÎÁ ËÁËÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ É ÞÅÒÅÚ ÓËÏÌØËÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÏÔ

ÍÏÍÅÎÔÁ ÎÁÞÁÌÁ ÔÏÒÍÏÖÅÎÉÑ �ÏÅÚÄ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ.

2.70 óÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ, ×ÓÔÒÅÞÁÅÍÏÅ ÖÅÌÅÚÎÏÄÏÒÏÖÎÏÊ �ÌÁÔÆÏÒÍÏÊ �ÒÉ

Ä×ÉÖÅÎÉÉ, ÒÁ×ÎÏ F



= 147 î, Á ÅÅ ÍÁÓÓÁ m = 6 Ô. òÁÂÏÞÉÊ Õ�ÅÒÓÑ × �ÏËÏÑÝÕ-

ÀÓÑ �ÌÁÔÆÏÒÍÕ É �ÏËÁÔÉÌ ÅÅ �Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍÕ É �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÕÞÁÓÔËÕ

�ÕÔÉ, ÄÅÊÓÔ×ÕÑ Ó ÓÉÌÏÊ F = 245 î. ðÒÏÊÄÑ S

1

= 20 Í, ÏÎ �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÉÌ �ÌÁÔ-

ÆÏÒÍÅ ËÁÔÉÔØÓÑ ÓÁÍÏÊ. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ v

max

�ÌÁÔÆÏÒÍÙ ×Ï

×ÒÅÍÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ×ÅÓØ �ÕÔØ S, �ÒÏÊÄÅÎÎÙÊ ÅÀ ÄÏ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ.

2.71 íÅÔÅÏÒÉÔ, Õ�Á×ÛÉÊ ÎÁ úÅÍÌÀ, ÉÍÅÌ ÍÁÓÓÕ m = 39 ËÇ. ðÁÄÁÑ, ÏÎ

ÕÇÌÕÂÉÌÓÑ × �ÏÞ×Õ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ l = 1:875 Í. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÏÞ×Á × ÜÔÏÍ ÍÅ-

ÓÔÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÒÏÎÉËÁÀÝÅÍÕ × ÎÅÅ ÔÅÌÕ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ F



= 490 Ëî. ó ËÁËÏÊ

ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÍÅÔÅÏÒÉÔ ÄÏÓÔÉÇ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ úÅÍÌÉ? ó ËÁËÏÊ ×ÙÓÏÔÙ ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ

ÂÙÌ Õ�ÁÓÔØ ÂÅÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ, ÞÔÏÂÙ Õ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ úÅÍÌÉ �ÒÉÏÂÒÅÓÔÉ

ÓËÏÒÏÓÔØ, Õ�ÏÍÑÎÕÔÕÀ ×ÙÛÅ? óÉÌÕ ÔÑÖÅÓÔÉ ÓÞÉÔÁÔØ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ, ÓÏ�ÒÏÔÉ-

×ÌÅÎÉÅÍ ×ÏÚÄÕÈÁ �ÒÅÎÅÂÒÅÞØ.

2.72 ðÏÅÚÄ ÍÁÓÓÏÊ m = 500 Ô, Ä×ÉÇÁÑÓØ Ó ×ÙËÌÀÞÅÎÎÙÍ Ä×ÉÇÁÔÅÌÅÍ,

ÉÓ�ÙÔÙ×ÁÅÔ �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ F



(v) = (7500 + 500v) î, ÇÄÅ v {

ÓËÏÒÏÓÔØ × Í/Ó. úÎÁÑ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ �ÏÅÚÄÁ v

0

= 15 Í/Ó, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ,

ËÁËÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ �ÒÏÊÄÅÔ �ÏÅÚÄ ÄÏ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ.

2.73 ÷ÁÇÏÎ ÍÁÓÓÏÊ 16 Ô ÎÁÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 2 Í/Ó ÎÁ Ä×Á Õ�ÏÒ-

ÎÙÈ ÂÕÆÅÒÁ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÓÖÁÔÉÅ �ÒÕÖÉÎ Õ�ÏÒÎÙÈ ÂÕÆÅÒÏ× �ÒÉ

ÕÄÁÒÅ ×ÁÇÏÎÁ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÁÇÏÎÎÙÅ É ÂÕÆÅÒÎÙÅ �ÒÕÖÉÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù

É ÓÖÉÍÁÀÔÓÑ ÎÁ 1 ÓÍ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÓÉÌÙ × 49 Ëî.

2.74 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ v

0

, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÕÖÎÏ ÓÏÏÂÝÉÔØ �Ï ×ÅÒÔÉËÁÌÉ

××ÅÒÈ ÔÅÌÕ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÍÕÓÑ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ úÅÍÌÉ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ �ÏÄÎÑ-

ÌÏÓØ ÎÁ ×ÙÓÏÔÕ, ÒÁ×ÎÕÀ ÚÅÍÎÏÍÕ ÒÁÄÉÕÓÕ. óÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÔÅÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ
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ÔÏÌØËÏ ÓÉÌÁ �ÒÉÔÑÖÅÎÉÑ úÅÍÌÉ, ÏÂÒÁÔÎÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÕ ÒÁÓÓÔÏ-

ÑÎÉÑ ÔÅÌÁ ÏÔ �ÅÎÔÒÁ úÅÍÌÉ. òÁÄÉÕÓ úÅÍÌÉ 6370 ËÍ.

2.75 ûÁÈÔÎÁÑ ËÌÅÔØ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ×ÎÉÚ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v



= 12 Í/Ó, ÍÁÓÓÁ

ËÌÅÔÉ m = 6 Ô. ëÁËÕÀ ÓÉÌÕ ÔÒÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÓÔÅÎÁÍÉ ÛÁÈÔÙ É ËÌÅÔØÀ ÄÏÌ-

ÖÅÎ ÒÁÚ×ÉÔØ �ÒÅÄÏÈÒÁÎÉÔÅÌØÎÙÊ �ÁÒÁÛÀÔ, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ËÌÅÔØ ÎÁ �ÕÔÉ

S = 10 Í, ÅÓÌÉ ËÁÎÁÔ, ÕÄÅÒÖÉ×ÁÀÝÉÊ ËÌÅÔØ, ÏÂÏÒ×ÅÔÓÑ? óÉÌÕ ÔÒÅÎÉÑ ÓÞÉÔÁÔØ

�ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ.

2.7 úÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ

2.76 çÒÕÚ ÍÁÓÓÏÊ m = 1 ËÇ �ÏÄ×ÅÛÅÎ ÎÁ ÎÉÔÉ ÄÌÉÎÏÊ l = 50 ÓÍ ×

ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ O. ÷ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÇÒÕÚ ÏÔËÌÏÎÅÎ ÏÔ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ ÎÁ

ÕÇÏÌ ' = 60

Æ

É ÅÍÕ ÓÏÏÂÝÅÎÁ ÓËÏÒÏÓÔØ v

0

= 2:1 Í/Ó × ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ

�Ï �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÕ Ë ÎÉÔÉ ×ÎÉÚ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ: 1) ÎÁÔÑÖÅÎÉÅ ÎÉÔÉ × ÎÁÉÎÉÚ-

ÛÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ, 2) ÏÔÓÞÉÔÙ×ÁÅÍÕÀ �Ï ×ÅÒÔÉËÁÌÉ ×ÙÓÏÔÕ, ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÇÒÕÚ

�ÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÁÄ ÜÔÉÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ.

j

l

O

v
®

0

T
®

m
®
g

v
®

h0

òÉÓÕÎÏË 48
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òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ É ÎÁÉÎÉÚÛÅÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÇÒÕÚÁ ÎÁ ÞÅÒ-

ÔÅÖÅ (ÒÉÓÕÎÏË 48). ðÏÓËÏÌØËÕ × ÚÁÄÁÞÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÄÉÓÓÉ�ÁÔÉ×ÎÙÅ ÓÉÌÙ,

ÔÏ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÚÁËÏÎÏÍ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ:

mv

2

0

2

+mgh

0

=

mv

2

2

; (1)

ÇÄÅ v { ÓËÏÒÏÓÔØ ÇÒÕÚÁ × ÎÉÖÎÅÊ ÔÏÞËÅ, h

0

{ ×ÙÓÏÔÁ ÇÒÕÚÁ × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ

ÍÏÍÅÎÔ. éÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÁÈÏÄÉÍ:

h

0

� l(1� os') =

l

2

: (2)

úÁ�ÉÛÅÍ ÔÁËÖÅ 2-Ê ÚÁËÏÎ îØÀÔÏÎÁ ÄÌÑ ÇÒÕÚÁ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ × ÎÉÖÎÅÊ ÔÏÞ-

ËÅ (× �ÒÏÅË�ÉÑÈ ÎÁ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÕÀ ÏÓØ):

T �mg =

mv

2

l

: (3)

éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (1)-(3) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÓÉÌÕ ÎÁÔÑÖÅÎÉÑ ÎÉÔÉ:

T = m

�

2g +

v

2

0

l

�

= 28:4î:

þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ×ÙÓÏÔÕ, ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ �ÏÄÎÉÍÅÔÓÑ ÇÒÕÚ, �ÒÏÊÄÑ ÎÁÉÎÉÚÛÅÅ �Ï-

ÌÏÖÅÎÉÅ, ×ÎÏ×Ø ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÚÁËÏÎÏÍ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ:

mv

2

2

= mgh;

ÏÔËÕÄÁ ÉÓËÏÍÁÑ ×ÙÓÏÔÁ

h =

v

2

0

+ gl

2g

= 0:475Í:

2.77 óÏÈÒÁÎÑÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ËÒÏÍÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÓËÏÒÏÓÔÉ

v

0

, ÎÁÊÔÉ, �ÒÉ ËÁËÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ v

0

ÇÒÕÚ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ×ÓÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.

òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÎÁ ÞÅÒÔÅÖÅ ×ÅÒÈÎÅÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÕÚÁ (ÒÉÓÕ-

ÎÏË 49). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, × �ÒÅÄÅÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÌÁ ÎÁÔÑÖÅÎÉÑ ÎÉÔÉ × ÜÔÏÍ �Ï-
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òÉÓÕÎÏË 49

ÌÏÖÅÎÉÉ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, É �Ï 2-ÍÕ ÚÁËÏÎÕ îØÀÔÏÎÁ

mg =

mv

2

1

l

; (1)

ÇÄÅ v

1

{ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ, Ó ËÁËÏÊ ÇÒÕÚ ÄÏÌÖÅÎ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ×ÅÒÈÎÀÀ

ÔÏÞËÕ. ïÔÓÀÄÁ

v

2

1

= lg: (2)

äÁÌÅÅ, �Ï ÚÁËÏÎÕ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ,

mv

2

0

2

+mgh

0

= 2mgl +

mv

2

1

2

: (3)

éÚ (1)-(3) ÎÁÈÏÄÉÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ ÇÒÕÚÁ: v

0

> 2

p

gl, ÉÌÉ v

0

>

4:43 Í/Ó.

2.78 ðÏ ÒÅÌØÓÁÍ, �ÒÏÌÏÖÅÎÎÙÍ �Ï �ÕÔÉ AB (ÒÉÓÕÎÏË 50) É ÏÂÒÁÚÕÀ-

ÝÉÍ ÚÁÔÅÍ �ÅÔÌÀ × ×ÉÄÅ ËÒÕÇÏ×ÏÇÏ ËÏÌØ�Á BC ÒÁÄÉÕÓÁ a, ÓËÁÔÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÁÇÏ-

ÎÅÔËÁ ×ÅÓÏÍ P . ó ËÁËÏÊ ×ÙÓÏÔÙ h ÎÕÖÎÏ �ÕÓÔÉÔØ ×ÁÇÏÎÅÔËÕ ÂÅÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ

ÓËÏÒÏÓÔÉ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÍÏÇÌÁ �ÒÏÊÔÉ ×ÓÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ËÏÌØ�Á, ÎÅ ÏÔÄÅÌÑÑÓØ ÏÔ
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ÎÅÇÏ? ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÁ×ÌÅÎÉÅ N ×ÁÇÏÎÅÔËÉ ÎÁ ËÏÌØ�Ï × ÔÏÞËÅ M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

6

MOB = '.

h

A

B

M
C

O j

a
P
®

P
®N

®

òÉÓÕÎÏË 50

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ �ÒÅÄÅÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ C ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ 2-ÏÊ

ÚÁËÏÎ îØÀÔÏÎÁ (× �ÒÏÅË�ÉÑÈ ÎÁ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÕÀ ÏÓØ):

P =

mv

2

a

;

ÇÄÅ v { ÓËÏÒÏÓÔØ ×ÁÇÏÎÅÔËÉ × ÔÏÞËÅ C, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁÑ ÄÌÑ �ÒÏÈÏ-

ÖÄÅÎÉÑ ×ÓÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ËÏÌØ�Á. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÜÔÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ:

v

2

= ag : (1)

ðÏ ÚÁËÏÎÕ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ,

mgh =

mv

2

2

+ 2mag;

ÏÔËÕÄÁ

v

2

= 2g(h� 2a): (2)

éÚ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (1) É (2) ÎÁÈÏÄÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ ×ÙÓÏÔÕ h:

h �

5

2

a:

äÌÑ ÔÏÞËÉ M ×ÔÏÒÏÊ ÚÁËÏÎ îØÀÔÏÎÁ (× �ÒÏÅË�ÉÑÈ ÎÁ ÏÓØ OM) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

P os(� � ') +N =

mv

2

M

a

: (3)
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óËÏÒÏÓÔØ × ÔÏÞËÅ M ÎÁÊÄÅÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÚÁËÏÎÁ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ

ÜÎÅÒÇÉÉ:

mgh =

mv

2

M

2

+mga(1� os');

ÏÔËÕÄÁ

v

2

M

= 2g[h� a(4� os')℄: (4)

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ (4) × (3), ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÓÉÌÙ N :

N = P

�

2h

a

� 2 + 3 os'

�

:

ðÏ 3-ÍÕ ÚÁËÏÎÕ îØÀÔÏÎÁ, ÓÉÌÁ ÄÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÁÇÏÎÅÔËÉ ÎÁ ËÏÌØ�Ï × ÔÏÞËÅ M

ÉÍÅÅÔ ÔÁËÕÀ ÖÅ ×ÅÌÉÞÉÎÕ, ÞÔÏ É N .

2.79 ìÙÖÎÉË �ÒÉ �ÒÙÖËÅ Ó ÔÒÁÍ�ÌÉÎÁ Ó�ÕÓËÁÅÔÓÑ Ó ÜÓÔÁËÁÄÙ AB

(ÒÉÓÕÎÏË 51), ÎÁËÌÏÎÅÎÎÏÊ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ � = 30

Æ

Ë ÇÏÒÉÚÏÎÔÕ. ðÅÒÅÄ ÏÔÒÙ×ÏÍ

ÏÎ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÎÅÂÏÌØÛÕÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ �ÌÏÝÁÄËÕ BC, ÄÌÉÎÏÊ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉ

ÒÁÓÞÅÔÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÎÅÂÒÅÞØ. ÷ ÍÏÍÅÎÔ ÏÔÒÙ×Á ÌÙÖÎÉË ÔÏÌÞËÏÍ ÓÏÏÂÝÁÅÔ ÓÅÂÅ

×ÅÒÔÉËÁÌØÎÕÀ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ ÓËÏÒÏÓÔÉ v

y

= 1 Í/Ó. ÷ÙÓÏÔÁ ÜÓÔÁËÁÄÙ h = 9 Í,

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÔÒÅÎÉÑ ÌÙÖ Ï ÓÎÅÇ � = 0:08, ÌÉÎÉÑ �ÒÉÚÅÍÌÅÎÉÑ CD ÏÂÒÁÚÕÅÔ

ÕÇÏÌ � = 45

Æ

Ó ÇÏÒÉÚÏÎÔÏÍ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÁÌØÎÏÓÔØ l �ÏÌÅÔÁ ÌÙÖÎÉËÁ, �ÒÅÎÅ-

ÂÒÅÇÁÑ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅÍ ×ÏÚÄÕÈÁ. (äÁÌØÎÏÓÔØÀ �ÏÌÅÔÁ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÁ, ÉÚÍÅ-

ÒÑÅÍÁÑ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÏÔÒÙ×Á C ÄÏ ÔÏÞËÉ �ÒÉÚÅÍÌÅÎÉÑ ÌÙÖÎÉËÁ ÎÁ ÌÉÎÉÉ CD.)

òÅÛÅÎÉÅ. úÁ�ÉÛÅÍ ÄÌÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÌÙÖÎÉËÁ �Ï ÜÓÔÁËÁÄÅ ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁ-

ÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÒÁÂÏÔÙ ÓÉÌÙ ÔÒÅÎÉÑ):

mgh =

mv

2

2

+ �mg os� � s;

ÇÄÅ s = h= sin�.
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l

A

B

M

C

D

Α

Β

Γ

y

x
h S

v
®

x

v
®

y

òÉÓÕÎÏË 51

ïÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ÓËÏÒÏÓÔØ ÌÙÖÎÉËÁ × ËÏÎ�Å ÜÓÔÁËÁÄÙ:

v =

p

2gh(1� � tg�) = 12:33Í=Ó:

÷ ÍÏÍÅÎÔ ÏÔÒÙ×Á ÏÔ ÔÒÁÍ�ÌÉÎÁ × ÔÏÞËÅ C ÌÙÖÎÉË, �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ,

ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ ÓËÏÒÏÓÔÉ v

x

= v = 12:33 Í/Ó É

×ÅÒÔÉËÁÌØÎÕÀ v

y

= 1 Í/Ó, ÔÁË ÞÔÏ �ÏÌÎÁÑ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ × ÔÏÞËÅ

C:

v

0

=

q

v

2

x

+ v

2

y

= 12:37Í=Ó;

�ÒÉ ÜÔÏÍ ÕÇÏÌ  ×ÅËÔÏÒÁ ~v

0

Ó ÇÏÒÉÚÏÎÔÏÍ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ:

 = artg

v

y

v

x

= 4

Æ

38

0

:

ðÏÓÌÅ ÔÏÞËÉ C ÌÙÖÎÉË ÂÕÄÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ �Ï �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ,

Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÚÁÄÁÞÕ 1.5)

y = x tg  �

gx

2

2v

2

0

os

2



:

÷ ÔÏÞËÅ �ÒÉÚÅÍÌÅÎÉÑ ÜÔÁ ËÒÉ×ÁÑ ÄÏÌÖÎÁ �ÅÒÅÓÅÞØÓÑ Ó �ÒÑÍÏÊ y = �x (ÚÄÅÓØ

ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ � = 45

Æ

), �ÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÁÂÓ�ÉÓÓÙ ÔÏÞËÉ �ÒÉÚÅÍÌÅÎÉÑM
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ÉÍÅÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

�x

Í

= x

Í

� tg  �

gx

2

Í

2v

2

0

os

2

)

;

ÏÔËÕÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ:

x

Í

=

2v

2

0

os

2

(1 + tg )

g

;

Á ÉÓËÏÍÁÑ ÄÁÌØÎÏÓÔØ

l = CM =

x

Í

os �

=

2v

2

0

os

2

(1 + tg )

g os �

= 47:4Í:

2.80 ëÁÍÅÎØ M , ÎÁÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÅ A ÇÌÁÄËÏÇÏ �ÏÌÕÓÆÅÒÉÞÅ-

ÓËÏÇÏ ËÕ�ÏÌÁ ÒÁÄÉÕÓÁ R (ÒÉÓÕÎÏË 52), �ÏÌÕÞÁÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ

ÓËÏÒÏÓÔØ v

0

. ÷ ËÁËÏÍ ÍÅÓÔÅ ËÁÍÅÎØ �ÏËÉÎÅÔ ËÕ�ÏÌ? ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ v

0

ËÁÍÅÎØ ÓÏÊÄÅÔ Ó ËÕ�ÏÌÁ × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ?

R

A

Mh

j

v
®

0

v
®

N
®

mg
®

òÉÓÕÎÏË 52

òÅÛÅÎÉÅ. úÁ�ÉÛÅÍ ÄÌÑ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ M ËÁÍÎÑ ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÍÅÈÁ-

ÎÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ:

mgh =

mv

2

2

�

mv

2

0

2

; (1)

ÇÄÅ h { ×ÙÓÏÔÁ �Ï ×ÅÒÔÉËÁÌÉ ÔÏÞËÉ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ M , ÓËÏÒÏÓÔÉ

v É v

0

�ÏËÁÚÁÎÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎÏË 52.
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éÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÍÅÅÍ:

h = R(1� os'): (2)

åÓÌÉ M { ÔÏÞËÁ ÏÔÒÙ×Á ËÁÍÎÑ ÏÔ ËÕ�ÏÌÁ, ÔÏ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÒÅÁË�ÉÑ ËÕ�ÏÌÁ

N = 0. �ÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ �ÒÉÍÅÔ ×ÉÄ (× �ÒÏÅË�ÉÑÈ

ÎÁ ÒÁÄÉÁÌØÎÏÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ):

mg os' =

mv

2

R

: (3)

òÅÛÁÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1)-(3), ÎÁÈÏÄÉÍ:

os' =

2

3

+

v

2

0

3Rg

:

ëÁÍÅÎØ ÓÏÓËÏÌØÚÎÅÔ × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ, ÅÓÌÉ ÕÖÅ × ÔÏÞËÅ A N = 0, Ô.Å.

mg =

mv

2

0

R

;

ÏÔËÕÄÁ

v

0

�

p

Rg :

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

2.81 ðÁÒÁÛÀÔÉÓÔ ÍÁÓÓÏÊ 70 ËÇ ×ÙÂÒÏÓÉÌÓÑ ÉÚ ÓÁÍÏÌÅÔÁ É, �ÒÏÌÅÔÅ×

100 Í, ÒÁÓËÒÙÌ �ÁÒÁÛÀÔ. îÁÊÔÉ ÓÉÌÕ ÎÁÔÑÖÅÎÉÑ ÓÔÒÏ�Ï×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÅÌÏ-

×ÅË ÂÙÌ �ÏÄ×ÅÛÅÎ Ë �ÁÒÁÛÀÔÕ, ÅÓÌÉ × ÔÅÞÅÎÉÅ �ÅÒ×ÙÈ �ÑÔÉ ÓÅËÕÎÄ Ó ÍÏÍÅÎÔÁ

ÒÁÓËÒÙÔÉÑ �ÁÒÁÛÀÔÁ, �ÒÉ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓÉÌÅ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÀ, ÓËÏ-

ÒÏÓÔØ �ÁÒÁÛÀÔÉÓÔÁ ÕÍÅÎØÛÉÌÁÓØ ÄÏ 4.3 Í/Ó. óÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅÍ ×ÏÚÄÕÈÁ �ÒÉ

ÎÅÒÁÓËÒÙÔÏÍ �ÁÒÁÛÀÔÅ �ÒÅÎÅÂÒÅÞØ.

2.82 ðÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÔÏÌÁ ÓËÏÌØÚÉÔ ÂÒÕÓÏË ÍÁÓÓÙm É

ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÕ�ÒÕÇÏ Ó ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍ ÂÒÕÓËÏÍ ÍÁÓÓÙ 2m, ÉÍÅÑ �ÅÒÅÄ ÓÔÏÌË-

ÎÏ×ÅÎÉÅÍ ÓËÏÒÏÓÔØ v=2 Í/Ó. ëÁËÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ �ÒÏÊÄÕÔ ÓÌÉ�ÛÉÅÓÑ ÂÒÕÓËÉ

82



ÄÏ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ? ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÔÒÅÎÉÑ ÓËÏÌØÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÂÒÕÓËÁÍÉ É ÓÔÏÌÏÍ

� =

1

18

.

2.83 éÚ ÄÕÈÏ×ÏÇÏ ÒÕÖØÑ ÓÔÒÅÌÑÀÔ × Ó�ÉÞÅÞÎÕÀ ËÏÒÏÂËÕ, ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ l = 30 ÓÍ ÏÔ ËÒÁÑ ÓÔÏÌÁ. ðÕÌÑ ÍÁÓÓÙ m = 1 ËÇ, ÌÅÔÑÝÁÑ ÇÏÒÉÚÏÎ-

ÔÁÌØÎÏ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v

0

= 150 Í/Ó, �ÒÏÂÉ×ÁÅÔ ËÏÒÏÂËÕ É ×ÙÌÅÔÁÅÔ ÉÚ ÎÅÅ ÓÏ

ÓËÏÒÏÓÔØÀ v

0

=2. íÁÓÓÁ ËÏÒÏÂËÉ M = 50 Ç. ðÒÉ ËÁËÏÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÅ ÔÒÅÎÉÑ

ÍÅÖÄÕ ËÏÒÏÂËÏÊ É ÓÔÏÌÏÍ ËÏÒÏÂËÁ Õ�ÁÄÅÔ ÓÏ ÓÔÏÌÁ?

2.84 ä×Å ÞÁÓÔÉ�Ù Ó ÍÁÓÓÁÍÉ m É 2m, ÉÍÅÀÝÉÅ ÉÍ�ÕÌØÓÙ p É p=2,

Ä×ÉÖÕÔÓÑ �Ï ×ÚÁÉÍÎÏ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ. ðÏÓÌÅ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÑ

ÞÁÓÔÉ�Ù ÏÂÍÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÉÍ�ÕÌØÓÁÍÉ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÏÔÅÒÀ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒ-

ÇÉÉ �ÒÉ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÉ.

2.85 ûÁÒ ÍÁÓÓÏÊ m

1

= 3 ËÇ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v = 4 Í/Ó É ÕÄÁ-

ÒÑÅÔÓÑ Ï ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÊ ÛÁÒ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÍÁÓÓÙ. óÞÉÔÁÑ ÕÄÁÒ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ É

ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÕ�ÒÕÇÉÍ, ÎÁÊÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÅ�ÌÏÔÙ Q, ×ÙÄÅÌÉ×ÛÅÅÓÑ �ÒÉ ÕÄÁ-

ÒÅ.

2.86 ðÕÌÑ, ÌÅÔÑÝÁÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ, �Ï�ÁÄÁÅÔ × ÛÁÒ, �ÏÄ×ÅÛÅÎÎÙÊ ÎÁ

ÎÅ×ÅÓÏÍÏÍ ÖÅÓÔËÏÍ ÓÔÅÒÖÎÅ, É ÚÁÓÔÒÅ×ÁÅÔ × ÎÅÍ. íÁÓÓÁ �ÕÌÉ m

1

= 5 Ç, ÍÁÓ-

ÓÁ ÛÁÒÁ m

2

= 0:5 ËÇ. óËÏÒÏÓÔØ �ÕÌÉ v

1

= 500 Í/Ó. ðÒÉ ËÁËÏÍ �ÒÅÄÅÌØÎÏÍ

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ l ÏÔ �ÅÎÔÒÁ ÛÁÒÁ ÄÏ ÔÏÞËÉ �ÏÄ×ÅÓÁ ÓÔÅÒÖÎÑ ÛÁÒ ÏÔ ÕÄÁÒÁ �ÕÌÉ

�ÏÄÎÉÍÅÔÓÑ ÄÏ ×ÅÒÈÎÅÊ ÔÏÞËÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ?
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3 ïÓÎÏ×Ù ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ

3.1 þÉÓÌÏ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ó×ÏÂÏÄÙ ÓÉÓÔÅÍÙ. æÕÎË�ÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ

3.1 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ó×ÏÂÏÄÙ:

Á) ÔÏÞËÉ ÎÁ ÌÉÎÉÉ;

Â) ÔÏÞËÉ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ;

×) ÔÏÞËÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å;

Ç) ÓÉÓÔÅÍÙ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÉ�;

Ä) ÓÉÓÔÅÍÙ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÉ�, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÄÒÕÇ

ÏÔ ÄÒÕÇÁ;

Å) ÓÉÓÔÅÍÙ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÉ�, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÏÄÎÁ ÏÔ

ÄÒÕÇÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ, Á ÄÒÕÇÁÑ { Ó ÌÉÎÉÅÊ;

Ö) ÔÒÅÈ ÞÁÓÔÉ� Ó Ä×ÕÍÑ ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÍÅÖÄÕ

ÎÉÍÉ;

Ú) ÔÒÅÈ ÞÁÓÔÉ� Ó ÔÒÅÍÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ;

É) Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÌÏ �ÏÓÔÕ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ó×ÏÂÏÄÙ ÓÉÓÔÅÍÙ ÞÁ-

ÓÔÉ�;

Ë) Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÌÏ ×ÒÁÝÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ó×ÏÂÏÄÙ ÓÉÓÔÅÍÙ ÞÁÓÔÉ�.

òÅÛÅÎÉÅ. Á) þÉÓÌÏ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ó×ÏÂÏÄÙ { ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ËÏ-

ÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ.

ðÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÌÉÎÉÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÓ-

ÓÔÏÑÎÉÅÍ ÏÔ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ, �ÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÌÉÎÉÉ ÉÍÅÅÔ

ÏÄÎÕ ÓÔÅ�ÅÎØ Ó×ÏÂÏÄÙ.

Â) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏÞËÁ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ Ä×Å ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó×ÏÂÏÄÙ;

×) �ÏÞËÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å { ÔÒÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó×ÏÂÏÄÙ.

Ç) óÉÓÔÅÍÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÉ� ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÛÅÓÔØÀ ÓÔÅ�ÅÎÑÍÉ Ó×ÏÂÏÄÙ (ËÁ-
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ÖÄÁÑ ÞÁÓÔÉ�Á { ÔÒÅÍÑ).

Ä) óÉÓÔÅÍÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÉ� ÉÍÅÅÔ 6 ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ó×ÏÂÏÄÙ; ÎÁÌÉÞÉÅ ÏÄ-

ÎÏÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁ 1; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

ÏÓÔÁÅÔÓÑ 5 ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ó×ÏÂÏÄÙ.

Å) ä×Å { ÄÌÑ ÞÁÓÔÉ�Ù ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÏÄÎÁ { ÄÌÑ ÞÁÓÔÉ�Ù ÎÁ ÌÉÎÉÉ;

ÏÄÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ó×ÏÂÏÄÙ ÎÁ 1 {

×ÓÅÇÏ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, 2 ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó×ÏÂÏÄÙ.

Ö) 9� 2 = 7.

Ú) 3 � 3� 3 = 6.

É) �ÒÉ �ÏÓÔÕ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó×ÏÂÏÄÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÀ

×ÄÏÌØ ÔÒÅÈ ÏÓÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

Ë) �ÒÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÒÅÍ ÕÇÌÁÍ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÉÍ �Ï×ÏÒÏÔ

ÏÓÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; ÅÓÌÉ ÖÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÁÓÔÉ�, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ×ÄÏÌØ

ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÔÏ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÅÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ä×ÕÈ ÕÇÌÏ× {

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ×ÒÁÝÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó×ÏÂÏÄÙ.

3.2 õ�ÒÏÓÔÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ ìÁÇÒÁÎÖÁ �ÕÔÅÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ �ÏÌÎÙÈ �ÒÏÉÚ-

×ÏÄÎÙÈ.

Á) L = _x sin t;

Â) L =

1

2

( _q + t)

2

.

òÅÛÅÎÉÅ. æÕÎË�ÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÌÎÏÊ �ÒÏ-

ÉÚ×ÏÄÎÏÊ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ (�ÒÉÎ�É� ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉ-

ÔÅÌØÎÏ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ Ë ÆÕÎË�ÉÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ �ÏÌÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ).

ðÏÜÔÏÍÕ × ÆÕÎË�ÉÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÅÒËÎÕÔØ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÄÁÀÝÉÅ �ÏÌ-

ÎÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ �Ï t. éÍÅÅÍ:

Á)

d

dt

(x sin t) = _x sin t+x os t; ÏÔÓÀÄÁ L =

d

dt

(x sin t)� x os t. ÷ÙÞÅÒËÉ-

×ÁÑ �ÏÌÎÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ, ÎÁÈÏÄÉÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ×ÉÄ ÆÕÎË�ÉÉ
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ìÁÇÒÁÎÖÁ:

L = �x os t:

Â) L =

1

2

( _q

2

+2 _qt+t

2

); ÕÞÔÅÍ, ÞÔÏ _qt =

d

dt

(qt)�q, Á ÔÁËÖÅ t

2

=

1

3

d

dt

(t

3

),

�ÏÌÕÞÉÍ:

L =

1

2

_q

2

+

d

dt

(qt)� q +

1

6

d

dt

(t

3

);

×ÙÞÅÒËÉ×ÁÑ �ÏÌÎÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ, ÎÁÈÏÄÉÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ:

L =

1

2

_q

2

� q:

3.3 îÁ�ÉÓÁÔØ ÆÕÎË�ÉÀ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÌÑ ÞÁÓÔÉ�Ù ÍÁÓÓÙ m

Á) × ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ;

Â) × ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.

òÅÛÅÎÉÅ. æÕÎË�ÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÏÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ:

L = T � U =

m

2

�

ds

dt

�

2

� U(q) =

m

2

ds

2

dt

2

� U(q);

ÇÄÅ ds

2

{ Ë×ÁÄÒÁÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÄÌÉÎÙ × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓ-

ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉ�Ù É �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ; U(q) { ÆÕÎË�ÉÑ

ÔÏÌØËÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

Á) × ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ

ds

2

= dx

2

+ dy

2

+ dz

2

;

É �ÏÔÏÍÕ

L =

m

2

( _x

2

+ _y

2

+ _z

2

)� U(x; y; z):

Â) × ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (r; �; ')

ds

2

= dr

2

+ r

2

d�

2

+ r

2

sin

2

� � d'

2

;
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�ÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ

L =

m

2

( _r

2

+ r

2

_

�

2

+ r

2

_'

2

sin

2

�)� U(r; �; '):

3.4 îÁÊÔÉ ÆÕÎË�ÉÀ ìÁÇÒÁÎÖÁ

Á) ÄÌÑ ÞÁÓÔÉ�Ù ÍÁÓÓÙ m ÎÁ ÛÁÒÏ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ (ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÁ-

ÑÔÎÉËÁ);

Â) ÄÌÑ Ä×ÏÊÎÏÇÏ �ÌÏÓËÏÇÏ ÍÁÑÔÎÉËÁ (ÒÉÓÕÎÏË 53).

y

x

a

b

0

j

Θ

m1

m2

òÉÓÕÎÏË 53

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓ

ÛÁÒÁ �ÏÓÔÏÑÎÅÎ: _r = 0, { ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (ÓÍ.

ÚÁÄÁÞÕ 3.3.Â):

T =

m

2

(r

2

sin

2

� � _'

2

+ r

2

_

�

2

):

ðÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ × �ÏÌÅ ÔÑÖÅÓÔÉ ÒÁ×ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÍÁÓÓÙ, ÕÓËÏ-

ÒÅÎÉÑ ÓÉÌÙ ÔÑÖÅÓÔÉ É ×ÙÓÏÔÙ �ÏÄÎÑÔÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÕÒÏ×ÎÅÍ

{ ËÁËÉÍ ÉÍÅÎÎÏ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, Ô.Ë. �ÒÉ ÏÔÓÞÅÔÅ ÏÔ ÒÁÚÎÙÈ ÕÒÏ×ÎÅÊ

�ÒÉÂÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÎÏ×ÙÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ × ÆÕÎË�ÉÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ, Á ÉÈ ÍÏÖÎÏ

Ï�ÕÓÔÉÔØ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 3.2). ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ �ÒÉÍÅÍ, ÎÁ�ÒÉ-

ÍÅÒ, ÜË×ÁÔÏÒÉÁÌØÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÛÁÒÁ; ÔÏÇÄÁ ×ÙÓÏÔÁ �ÏÄÎÑÔÉÑ h = r os �.
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ïÔÓÀÄÁ ÉÓËÏÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ:

L =

m

2

(r

2

_

�

2

+ r

2

_'

2

sin

2

�)�mgr os �:

Â) æÕÎË�ÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎÏ× ÄÌÑ ÞÁÓÔÉ� m

1

É

m

2

:

L = L

1

+ L

2

:

ëÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù m

1

ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

T

1

=

m

1

v

2

1

2

=

m

1

2

a

2

_'

2

;

Ô.Ë. ÓËÏÒÏÓÔØ ÅÅ v

1

= a _'. åÓÌÉ �ÒÉÎÑÔØ ÚÁ ÎÁÞÁÌÏ ÏÔÓÞÅÔÁ ×ÙÓÏÔÙ ÔÏÞËÕ

O, ÔÏ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù m

1

ÒÁ×ÎÁ:

U

1

= �m

1

ga os':

ïÔÓÀÄÁ ÅÅ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎ

L

1

=

m

1

2

a

2

_'

2

+m

1

ga os':

÷ÙÒÁÚÉÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÉÓÕÎÏË 53 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÞÁÓÔÉ�Ù m

2

ÞÅÒÅÚ ÕÇÌÙ � É ':

x

2

= a sin'+ b sin';

y

2

= a os'+ b os';

ÏÔËÕÄÁ

_x

2

= a _' os'+ b

_

� os �;

_y

2

= �a _' sin'� b

_

� sin �:

�ÏÇÄÁ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù 2:

T

2

=

m

2

2

( _x

2

2

+ _y

2

2

) =

m

2

2

fa

2

_'

2

+ b

2

_

�

2

+ 2ab os('� �) � _'

_

�g;
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�ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ:

U

2

= �m

2

g(a os'+ b os �);

ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎ:

L

2

=

m

2

2

fa

2

_'

2

+ b

2

_

�

2

+ 2ab _'

_

� os('� �)g+m

2

g(a os'+ b os �):

3.5 îÁÊÔÉ ÆÕÎË�ÉÀ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÌÑ ÞÁÓÔÉ�Ù ÍÁÓÓÙ m × ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÔ-

ÓÞÅÔÁ K

0

, Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ

ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÔÓÞÅÔÁ K.

òÅÛÅÎÉÅ. úÁ�ÉÛÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÞÁÓÔÉ�Ù ×

ÏÂÅÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÏÔÓÞÅÔÁ, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ × ÍÏÍÅÎÔ t = 0 ÎÁÞÁÌÁ ÏÂÅÉÈ ÓÉÓÔÅÍ

ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ:

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

x = x

0

+ vt

y = y

0

z = z

0

ïÔÓÀÄÁ

_x = _x

0

+ v ; _y = _y

0

; _z = _z

0

;

É ÆÕÎË�ÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ

L =

m

2

( _x

2

+ _y

2

+ _z

2

)� U(x; y; z) ==

m

2

�

( _x

0

)

2

+ 2 _x

0

v + v

2

+ ( _y

0

)

2

+ ( _z

0

)

2

	

� U:

ðÏÓËÏÌØËÕ

v

2

=

d

dt

(v

2

t) ; 2 _x

0

v =

d

dx

(2x

0

v);

ÔÏ Ä×Á ÜÔÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÍÏÖÎÏ Ï�ÕÓÔÉÔØ ËÁË �ÏÌÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �Ï t. éÍÅ-

ÅÍ

L =

m

2

�

( _x

0

)

2

+ ( _y

0

)

2

+ ( _z

0

)

2

	

� U(x; y; z) ;
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ÞÔÏ ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÏÌÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó �ÒÉÎ�É�ÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ çÁ-

ÌÉÌÅÑ.

3.6 ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù, ÅÓÌÉ ÄÁÎÁ ÅÅ

ÆÕÎË�ÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ É ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:

Á) L = _x

2

� 1=x

2

; t = 0 : x

0

= 1 ; _x

0

= 0 ;

Â) L = _x

2

=x� x ; t = 0 : x

0

= 1 ; _x

0

= 1 :

òÅÛÅÎÉÅ. Á) ó �ÏÍÏÝØÀ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÓÏÓÔÁ×ÉÍ ×Ù-

ÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÏÌÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ ÞÁÓÔÉ�Ù:

E =

�L

� _x

� _x� L = 2 _x _x� _x

2

+

1

x

2

= _x

2

+

1

x

2

îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÚÁËÏÎÁ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ

E = _x

2

+

1

x

2

= onst

éÚ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÁÈÏÄÉÍ:

E = _x

2

0

+

1

x

2

0

= 1:

ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù:

_x

2

+

1

x

2

= 1 ; _x =

r

1�

1

x

2

;

dx

q

1�

1

x

2

= dt ;

ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ:

t =

Z

dx

q

1�

1

x

2

=

p

x

2

� 1 + C :

ðÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ; t = 0, x

0

=

1; C = 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÍ:

t =

p

x

2

� 1 ; x(t) =

p

t

2

+ 1:

Â) üÎÅÒÇÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù:

E =

�L

� _x

_x� L =

_x

2

x

+ x ;
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ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ: E = 2. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ:

_x

2

x

+ x = 2 ; _x =

p

2x� x

2

;

dx

p

2x� x

2

= dt ;

ÏÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

t =

Z

dx

p

2x� x

2

= arsin(x� 1) + C :

éÚ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ: C = 0. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ:

sin t = x� 1 ; x(t) = 1 + sin t:

3.7 ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ

a) L = t

2

_x

2

=2; �ÒÉ t = 1: x = 0, _x = 1.

Â) L = _x

2

=2 + t

2

_x, �ÒÉ t = 0: x = 0, _x = 1.

òÅÛÅÎÉÅ. Á) ðÏÓËÏÌØËÕ x Ñ×ÎÏ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × ÆÕÎË�ÉÀ ìÁÇÒÁÎÖÁ (Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ), ÔÏ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÜÔÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ ÉÍ�ÕÌØÓ

ÅÓÔØ �ÅÒ×ÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ä×ÉÖÅÎÉÑ:

�L

� _x

= �

x

= onst:

éÚ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÁÈÏÄÉÍ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ:

�

x

=

�L

� _x

= t

2

_x = 1:

�ÏÇÄÁ _x = 1=t

2

, dx = dt=t

2

; �ÏÓÌÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ:

x(t) = �

1

t

+ C:

�ÁË ËÁË �ÒÉ t = 1 x = 0, ÔÏ C = 1, É ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ

x(t) = 1�

1

t

:
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Â) ðÅÒ×ÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ä×ÉÖÅÎÉÑ:

�

x

=

�L

� _x

= _x+ t

2

;

ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÁÈÏÄÉÍ: �

x

= 1. ïÔÓÀÄÁ ÉÍÅÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

_x = 1� t

2

;

�ÏÓÌÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ:

x(t) = t�

t

3

3

+ C:

îÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÁÀÔ C = 0, É ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ:

x(t) = t�

t

3

3

:

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

3.8 õ�ÒÏÓÔÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ ìÁÇÒÁÎÖÁ �ÕÔÅÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ �ÏÌÎÙÈ �ÒÏÉÚ-

×ÏÄÎÙÈ

a) L =

1

2

( _q + q)

2

;

Â) L = tx _x.

3.9 îÁÊÔÉ ÆÕÎË�ÉÀ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÌÑ ÞÁÓÔÉ�Ù m

1

, Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ �Ï ÇÏÒÉ-

ÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, É ÞÁÓÔÉ�Ù m

2

, Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ × ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ

(ÒÉÓÕÎÏË 54). óÉÓÔÅÍÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × �ÏÌÅ ÔÑÖÅÓÔÉ.

a

m1

m2

òÉÓÕÎÏË 54
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3.10 îÁ�ÉÓÁÔØ ÆÕÎË�ÉÀ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÌÑ ÞÁÓÔÉ�Ù ÍÁÓÓÙ m × ÓÉÓÔÅÍÅ

ÏÔÓÞÅÔÁ, Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÕÓËÏÒÅÎÉÅÍ a ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ

ÓÉÓÔÅÍÙ K.

3.11 ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù, ÅÓÌÉ ÄÁÎÁ ÅÅ

ÆÕÎË�ÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ É ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ: L = �

p

1� _x

2

+ x ; t = 0 : x

0

=

2 ; _x

0

= 0 .

3.12 ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ L =

p

t+ _x

2

; �ÒÉ

t = 3; x = 0; _x = 1:

3.2 õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ

3.13 îÁÊÔÉ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ:

Á) L = _q

2

=2� q

2

=2;

Â) L = (1 + q

2

) _q

2

=2� q

2

=2.

òÅÛÅÎÉÅ. Á) õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ:

dp

i

dt

= Q

i

;

ÇÄÅ p

i

=

�L

� _q

i

{ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÉÍ�ÕÌØÓ, ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ

q

i

; _q

i

{ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ; L { ÆÕÎË�ÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ,

Q

i

=

�L

�q

i

{ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÓÉÌÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ q

i

. ÷ ÎÁ-

ÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ q

i

= q; ÉÍÅÅÍ:

p =

�L

�p

= _q ; Q =

�L

� _q

= �q :

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ �ÒÉÍÅÔ ×ÉÄ:

�q = �q:
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éÚ ÆÕÎË�ÉÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÎÁÈÏÄÉÍ:

p =

�L

� _q

= _q(1 + q

2

);

Q =

�L

�q

= _q

2

q � q:

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ:

dp

dt

= Q;

ÉÌÉ

�q(1 + q

2

) + 2 _q

2

q = _q

2

q � q;

ÏÔËÕÄÁ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ

�q = �

q(1 + _q

2

)

1 + q

2

:

3.14 úÕÂÞÁÔÏÅ ËÏÌÅÓÏ 1 ×ÅÓÏÍ P

1

É ÒÁÄÉÕÓÏÍ r

1

(ÒÉÓÕÎÏË 55) ÜÌÅËÔÒÉ-

ÞÅÓËÏÊ ÌÅÂÅÄËÉ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ × Ä×ÉÖÅÎÉÅ ×ÒÁÝÁÀÝÉÍ ÍÏÍÅÎÔÏÍ M . ëÏÌÅÓÏ 2

×ÅÓÏÍ P

2

É ÒÁÄÉÕÓÏÍ r

2

, ÎÁÈÏÄÑÝÅÅÓÑ ×Ï ×ÎÅÛÎÅÍ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÉ Ó ËÏÌÅÓÏÍ 1,

Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÂÁÒÁÂÁÎÏÍ A ×ÅÓÁ P

3

É ÒÁÄÉÕÓÁ r

3

, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÍÏÔÁÎÁ ÎÉÔØ. ë

ËÏÎ�Õ ÎÉÔÉ �ÒÉ×ÑÚÁÎ ÇÒÕÚ B ×ÅÓÏÍ P

4

, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉ ×ËÌÀÞÅÎÉÉ ÍÏÔÏÒÁ �ÏÄ-

ÎÉÍÁÅÔÓÑ ××ÅÒÈ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÇÒÕÚÁ B, ÓÞÉÔÁÑ ÚÕÂÞÁÔÙÅ ËÏÌÅÓÁ 1 É

2 É ÂÁÒÁÂÁÎ A Ó�ÌÏÛÎÙÍÉ ËÒÕÇÌÙÍÉ �ÉÌÉÎÄÒÁÍÉ. íÁÓÓÏÊ ÎÉÔÉ �ÒÅÎÅÂÒÅÞØ.

òÅÛÅÎÉÅ. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÄÎÏÊ

ÓÔÅ�ÅÎØÀ Ó×ÏÂÏÄÙ, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÅÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÏÂÏÂ-

ÝÅÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÏ×ÏÊ ×ÙÂÅÒÅÍ ÕÇÏÌ �Ï×ÏÒÏÔÁ '

1

�ÅÒ-

×ÏÇÏ ÚÕÂÞÁÔÏÇÏ ËÏÌÅÓÁ.

ðÒÉÄÁÄÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ '

1

ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÁÌÏÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ Æ'

1

(×ÉÒÔÕÁÌØÎÏÅ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÅ); ÔÏÇÄÁ ÍÁÌÙÊ �Ï×ÏÒÏÔ 2-ÇÏ ËÏÌÅÓÁ Æ'

2

É ÍÁÌÏÅ

ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÅ Æl ÇÒÕÚÁ B (ÒÉÓÕÎÏË 55) ÌÅÇËÏ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÙ
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òÉÓÕÎÏË 55

ÞÅÒÅÚ Æ'

1

:

Æ'

2

= �

r

1

r

2

Æ'

1

;

Æl = �r

3

Æ'

2

=

r

1

r

3

r

2

Æ'

1

:

úÁ�ÉÛÅÍ ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ÒÁÂÏÔÕ �ÒÉÌÏÖÅÎÎÙÈ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÁËÔÉ×ÎÙÈ ÓÉÌ (×ÉÒÔÕ-

ÁÌØÎÕÀ ÒÁÂÏÔÕ) ÎÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÏÍ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÉ:

ÆA = MÆ'

1

� P

4

Æl = (M �

r

1

r

3

r

2

P

4

)Æ'

1

:

ïÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ '

1

ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÓÉÌÕ:

Q

1

=M �

r

1

r

3

r

2

P

4

:

ëÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÞÁÓÔÅÊ:

T = T

1

+ T

2

+ T

3

+ T

4

;

ÇÄÅ T

1

= J

1

_'

2

1

=2 = P

1

r

2

1

_'

2

1

=(4g) { ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ 1-ÇÏ ÚÕÂÞÁÔÏÇÏ ËÏÌÅ-

ÓÁ,

J

1

= P

1

r

2

1

=(2g) { ÅÇÏ ÍÏÍÅÎÔ ÉÎÅÒ�ÉÉ;

T

2

= J

2

_'

2

2

=2 = P

2

r

2

1

_'

2

1

=(4g) { ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ 2-ÇÏ ÚÕÂÞÁÔÏÇÏ ËÏ-

ÌÅÓÁ,
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T

3

= J

3

_'

2

2

=2 = P

3

r

3

3

=(4g)(r

1

=r

2

)

2

_'

2

1

{ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÂÁÒÁÂÁÎÁ A;

T

4

= P

4

=(2g)v

2

4

{ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÇÒÕÚÁ B, v

4

{ ÅÇÏ ÓËÏÒÏÓÔØ.

ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

v

4

= r

3

_'

2

= �

r

3

r

1

r

2

_'

1

;

ÉÍÅÅÍ

T

4

=

P

4

r

3

3

2g

�

r

1

r

2

�

2

_'

2

1

:

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÎÁÑ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ

T =

1

4g

(

(P

1

+ P

2

)r

2

1

+ (P

3

+ 2P

4

)r

2

3

�

r

1

r

2

�

2

)

_'

2

1

:

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

d

dt

�

�T

� _'

1

�

�

�T

�'

1

= Q

1

:

îÁÈÏÄÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ:

�T

� _'

1

=

1

2g

(

(P

1

+ P

2

)r

2

1

+ (P

3

+ 2P

4

)r

2

3

�

r

1

r

2

�

2

)

_'

1

;

�T

�'

1

= 0:

ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÁÅÔ:

1

2g

(

(P

1

+ P

2

)r

2

1

+ (P

3

+ 2P

4

)r

2

3

�

r

1

r

2

�

2

)

�'

1

=M �

r

1

r

3

r

2

P

4

;

ÏÔËÕÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ÕÇÌÏ×ÏÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ 1-ÇÏ ËÏÌÅÓÁ:

"

1

� �'

1

= 2g

M � P

4

r

1

r

3

r

2

(P

1

+ P

2

)r

2

1

+ (P

3

+ 2P

4

)r

2

3

�

r

1

r

2

�

2

éÓËÏÍÏÅ ÖÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÇÒÕÚÁ B ÅÓÔØ

a = "

1

r

3

:
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éÚ ÎÁÊÄÅÎÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M > P

4

�

r

1

r

3

r

2

, ÔÏ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÇÒÕÚÁ

B ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÏ ××ÅÒÈ, ÅÓÌÉM < P

4

�

r

1

r

3

r

2

{ ×ÎÉÚ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁM = P

4

�

r

1

r

3

r

2

,

ÌÅÂÅÄËÁ ÌÉÂÏ �ÏËÏÉÔÓÑ, ÌÉÂÏ ×ÓÅ ÅÅ ÍÁÓÓÙ Ä×ÉÖÕÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ.

3.15 ðÒÉ ÎÁÅÚÄÅ ËÒÁÎÏ×ÏÊ ÔÅÌÅÖËÉ A (ÒÉÓÕÎÏË 56) ÎÁ Õ�ÒÕÇÉÊ Õ�ÏÒ

B ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ �ÏÄ×ÅÛÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÎÅ×ÅÓÏÍÏÍ ÓÔÅÒÖÎÅ ÇÒÕÚÁ D. óÏ-

ÓÔÁ×ÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÅÓÌÉ m

1

{ ÍÁÓÓÁ

ÔÅÌÅÖËÉ, m

2

{ ÍÁÓÓÁ ÇÒÕÚÁ, l { ÄÌÉÎÁ ÓÔÅÒÖÎÑ,  { ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÖÅÓÔËÏÓÔÉ

�ÒÕÖÉÎÙ Õ�ÏÒÁ B. íÁÓÓÏÊ ËÏÌÅÓ É ×ÓÅÍÉ ÓÉÌÁÍÉ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ �ÒÅÎÅÂÒÅÞØ.

îÁÞÁÌÏ ÏÔÓÞÅÔÁ ÏÓÉ OX ×ÚÑÔØ × ÌÅ×ÏÍ ËÏÎ�Å ÄÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �ÒÕÖÉÎÙ.

òÉÓÕÎÏË 56

òÅÛÅÎÉÅ. óÉÓÔÅÍÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ä×ÕÍÑ ÓÔÅ�ÅÎÑÍÉ Ó×ÏÂÏÄÙ, �ÏÜÔÏÍÕ

××ÅÄÅÍ Ä×Å ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ: x É y. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ

ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÏ×ÅÒÛÉÌÁ ÍÁÌÏÅ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÏÅ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÅ: Æx É Æy ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. úÁ�ÉÛÅÍ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÕÀ ÒÁÂÏÔÕ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÎÙÈ Ë

ÓÉÓÔÅÍÅ ÁËÔÉ×ÎÙÈ ÓÉÌ (m

2

~g É

~

F

Õ�Ò

):

ÆA

x

= F

Õ�Ò

� Æx = �xÆx ;
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ÆA

'

= �m

2

g sin' � lÆ' :

éÚ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁÈÏÄÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÓÉÌÙ:

Q

x

= �x ; Q

'

= �m

2

gl sin' :

ëÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ

T = T

1

+ T

2

;

ÇÄÅ T

1

=

m

1

_x

2

2

{ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÔÅÌÅÖËÉ, T

2

=

m

2

v

2

2

{ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ

ÜÎÅÒÇÉÑ ÇÒÕÚÁ. úÄÅÓØ ~v { ÓËÏÒÏÓÔØ ÇÒÕÚÁ, ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÝÁÑÓÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ

(ÒÉÓÕÎÏË 56); Ë×ÁÄÒÁÔ ÅÅ ÍÏÄÕÌÑ:

v

2

= _x

2

+ l

2

_'

2

+ 2l _' _x os':

ðÏÜÔÏÍÕ

T

(m

1

+m

2

) _x

2

2

+

m

2

l

2

_'

2

2

+m

2

l _' _x os' :

äÌÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ:

�T

� _x

= (m

1

+m

2

) _x+m

2

l _' os' ;

�T

� _'

= m

2

l

2

_'+m

2

l _x os' ;

�T

�x

= 0 ;

�T

�'

= �m

2

l _' _x sin'

É �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÉÈ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ

8

>

>

<

>

>

:

d

dt

�

�T

� _x

�

�

�T

�x

= Q

x

d

dt

�

�T

� _'

�

�

�T

�'

= Q

'

�ÏÌÕÞÉÍ:

8

>

<

>

:

(m

1

+m

2

)�x+m

2

l �' os'�m

2

l _'

2

sin' = �x

�x os'+ l �' = �g sin'

:
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üÔÏ É ÅÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÓÉ-

ÓÔÅÍÙ.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

3.16 îÁÊÔÉ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ:

Á) L =

t _q

2

2

;

Â) L = �

p

1� _q

2

+ q:

3.17 ðÅÒÅÄÁÞÁ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÍÉ

É �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ×ÁÌÁÍÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÍÑ ËÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÚÕÂÞÁÔÙÍÉ

ËÏÌÅÓÁÍÉ, ÉÍÅÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ z

1

É z

2

ÚÕÂ�Ï×; ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒ�ÉÉ ×ÁÌÏ×

Ó ÎÁÓÁÖÅÎÎÙÍÉ ÎÁ ÎÉÈ ËÏÌÅÓÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙ J

1

É J

2

. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ

ÕÇÌÏ×ÏÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ×ÁÌÁ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÎÅÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ×ÒÁÝÁÀÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ

M

1

, Á ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ×ÁÌ { ÍÏÍÅÎÔ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ M

2

. �ÒÅÎÉÅÍ × �ÏÄÛÉ�ÎÉËÁÈ

�ÒÅÎÅÂÒÅÞØ.

3.18 ÷ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÉ, �ÏËÁÚÁÎÎÏÍ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 57, ËÏÌÅÓÏ 1 �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ×

Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÍÏÍÅÎÔÏÍ M

1

, Ë ËÏÌÅÓÕ 2 �ÒÉÌÏÖÅÎ ÍÏÍÅÎÔ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ M

2

É Ë

ËÏÌÅÓÕ 3 { ÍÏÍÅÎÔ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ M

3

. îÁÊÔÉ ÕÇÌÏ×ÏÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ 1-ÇÏ ËÏÌÅÓÁ,

ÓÞÉÔÁÑ ËÏÌÅÓÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÄÉÓËÁÍÉ, ÍÁÓÓÙ ËÏÔÏÒÙÈ m

1

, m

2

, m

3

É ÒÁÄÉÕÓÙ

r

1

, r

2

, r

3

.

M1
M2

M3
1 2 3

òÉÓÕÎÏË 57

3.19 éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 3.15, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÅÒÉÏÄ ÍÁ-
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ÌÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÇÒÕÚÁ �ÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ Õ�ÏÒÁ B.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÅÎÅÂÒÅÞØ ÞÌÅÎÏÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ _'

2

, ÓÞÉÔÁÔØ  = 0, sin' �

', os' � 1.

3.3 ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ

3.20 ðÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÑ:

Á) H =

p

2

u

+ p

2

v

2(u

2

+ v

2

)

+ u;

Â) H =

p

x

p

y

tx

2

y

.

òÅÛÅÎÉÅ. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:

_p

i

= �

�H

�q

i

; _q

i

=

�H

�p

i

Á) éÍÅÅÍ Ä×Å ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ u É v É ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÅ ÉÍ ÏÂÏÂ-

ÝÅÎÎÙÅ ÉÍ�ÕÌØÓÙ p

u

É p

v

. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ-

×ÁÎÉÅÍ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÁ �Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ:

_u =

�H

�p

u

=

p

u

u

2

+ v

2

; _v =

�H

�p

v

=

p

v

u

2

+ v

2

;

_p

u

= �

�H

�u

=

u(p

2

u

+ p

2

v

)

(u

2

+ v

2

)

2

� 1 ; _p

v

= �

�H

�v

=

v(p

2

u

+ p

2

v

)

(u

2

+ v

2

)

2

:

Â) ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÓÌÕÖÁÔ x É y. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ ÇÁ-

ÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ:

_x =

�H

�p

x

=

p

y

tx

2

y

; _y =

�H

�p

y

=

p

x

tx

2

y

;

_p

x

= �

�H

�x

=

2p

x

p

y

tx

3

y

; _p

y

= �

�H

�y

=

p

x

p

y

tx

2

y

2

:
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3.21 ÷ÙÒÁÚÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ ÞÁÓÔÉ�Ù ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÜÎÅÒÇÉÀ E, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ

ÚÁËÏÎ ÄÉÓ�ÅÒÓÉÉ: p = f(E).

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ:

v =

�H

�p

=

�E

�p

:

á ÔÁË ËÁË

�E

�p

=

1

f

0

(E)

, ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ:

v =

1

f

0

(E)

:

3.22 îÁÊÔÉ ÆÕÎË�ÉÀ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ, ÅÓÌÉ ÄÁÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÞÁ-

ÓÔÉ�Ù m:

Á) L =

m

2

( _x

2

+ _y

2

+ _z

2

)� U(x; y; z) { ÞÁÓÔÉ�Á Ä×ÉÖÅÔÓÑ × ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÍ

ÓÉÌÏ×ÏÍ �ÏÌÅ;

Â) L = �m

2

r

1�

v

2



2

{ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÓÔÓËÁÑ ÞÁÓÔÉ�Á, Ä×ÉÖÕÝÁ-

ÑÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v.

òÅÛÅÎÉÅ. æÕÎË�ÉÑ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ

ÞÅÒÅÚ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ

H =

X

i

p

i

_q

i

� L ;

�ÒÉÞÅÍ ×ÓÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÙ ÞÅÒÅÚ ÉÍ�ÕÌØÓÙ É ËÏÏÒÄÉÎÁ-

ÔÙ.

Á) úÁ�ÉÛÅÍ �ÏÌÎÕÀ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÕÀ ÜÎÅÒÇÉÀ ÞÁÓÔÉ�Ù:

E =

m

2

( _x

2

+ _y

2

+ _z

2

) + U(x; y; z) :

ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÕÎË�ÉÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ ×ÙÒÁÚÉÍ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÉÍ�ÕÌØÓÙ:

p

x

=

�L

� _x

= m _x ; p

y

=

�L

� _y

= m _y ; p

z

=

�L

� _z

= m _z ;
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ÏÔËÕÄÁ

_x =

p

x

m

; _y =

p

y

m

; _z =

p

z

m

:

ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÜÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ × ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÜÎÅÒÇÉÉ, �ÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÇÁ-

ÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ:

H =

1

2m

(p

2

x

+ p

2

y

+ p

2

z

) + U(x; y; z) :

Â) ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÕÎË�ÉÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ ×ÙÒÁÚÉÍ ÉÍ�ÕÌØÓ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÓÔÓËÏÊ

ÞÁÓÔÉ�Ù:

p =

�L

�v

=

mv

r

1�

v

2



2

:

îÁÊÄÅÍ ÏÔÓÀÄÁ ÓËÏÒÏÓÔØ ÞÁÓÔÉ�Ù:

v =

p

p

m

2



2

+ p

2

;

ÔÏÇÄÁ

r

1�

v

2



2

=

mv

p

=

p

p

m

2



2

+ p

2

:

�ÏÇÄÁ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

H = pv � L =

p

2



p

m

2



2

+ p

2

+m

2

m

p

m

2



2

+ p

2

= 

p

p

2

+m

2



2

= E :

íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÓÔÓËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÕÀ

ÜÎÅÒÇÉÀ É ÉÍ�ÕÌØÓ ÞÁÓÔÉ�Ù ÍÁÓÓÏÊ m.

3.23 îÁÊÔÉ ÆÕÎË�ÉÀ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÅÓÌÉ ÄÁÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ:

H = ln p

x

+ p

x

+

p

y

2

:

òÅÛÅÎÉÅ. æÕÎË�ÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÁ ÞÅÒÅÚ ÇÁÍÉÌØ-

ÔÏÎÉÁÎ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

L =

X

i

p

i

_q

i

�H ;
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�ÒÉÞÅÍ ×ÓÅ ÉÍ�ÕÌØÓÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÈÏ-

ÄÉÍ:

L = p

x

_x+ p

y

_y � ln p

x

� p

x

�

p

2

y

2

: (1)

éÚ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ �ÏÌÕÞÉÍ Ó×ÑÚØ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ Ó ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÉÍ�ÕÌØÓÁÍÉ:

_x =

�H

�p

x

=

1

p

x

+ 1 ;

ÏÔËÕÄÁ

p

x

=

1

_x� 1

; (2)

_y =

�H

�p

y

= p

y

: (3)

ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ (2) É (3) × (1):

L =

_x

_x� 1

+ _y

2

+ ln( _x� 1)�

1

_x� 1

�

_y

2

2

= 1 +

_y

2

2

+ ln( _x� 1) :

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

3.24 îÁ�ÉÓÁÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ, ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ çÁ-

ÍÉÌØÔÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

Á) H =

p

1 + p

2

+ r :

Â) H =

(p� r

2

)

2

2

:

3.25 îÁÊÔÉ ÆÕÎË�ÉÀ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ, ÅÓÌÉ ÄÁÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ:

L =

x _y

2

2

+ ln _x :

3.26 îÁÊÔÉ ÆÕÎË�ÉÀ ìÁÇÒÁÎÖÁ �Ï ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ:

H =

p

2

x

t

2

+ p

x

p

y

:
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4 îÅËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÍÅÈÁÎÉËÉ

4.1 íÁÌÙÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ

4.1 ðÒÕÖÉÎÁ AB (ÒÉÓÕÎÏË 58), ÚÁËÒÅ�ÌÅÎÎÁÑ ÏÄÎÉÍ ËÏÎ�ÏÍ × ÔÏÞËÅ A,

ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ÄÌÑ ÕÄÌÉÎÅÎÉÑ ÅÅ ÎÁ �x = 1 ÓÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÒÉÌÏÖÉÔØ × ÔÏÞËÅ B

ÓÔÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÎÁÇÒÕÚËÕ F = 0:196 î. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ Ë ÎÉÖÎÅÍÕ ËÏÎ�Õ

B ÎÅÄÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �ÒÕÖÉÎÙ �ÏÄ×ÅÛÉ×ÁÀÔ ÇÉÒÀ C ÍÁÓÓÏÊ m = 100 Ç É

ÏÔ�ÕÓËÁÀÔ ÅÅ ÂÅÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ. ðÒÅÎÅÂÒÅÇÁÑ ÍÁÓÓÏÊ �ÒÕÖÉÎÙ, ÎÁ�É-

ÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÇÉÒÉ É ÕËÁÚÁÔØ ÁÍ�ÌÉÔÕÄÕ É �ÅÒÉÏÄ

ÅÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ, �ÒÉÎÑ× ÚÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÔÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÅ ÇÉÒÉ.

A

B
C

k

x

x=-A

x=0 Ht=0L

òÉÓÕÎÏË 58

òÅÛÅÎÉÅ. �ÅÌÏ C ÂÕÄÅÔ ÓÏ×ÅÒÛÁÔØ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÏËÏÌÏ

�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÅÇÏ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ÏÔÓÞÅÔÁ ÏÓÉ OX ÎÁ ÒÉÓÕÎ-

ËÅ 58. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÖÅÓÔËÏÓÔÉ �ÒÕÖÉÎÙ:

k =

F

�x

= 19:6î=Í :

þÁÓÔÏÔÁ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ:

! =

r

k

m

= 14 Ó

�1

:

éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ ÎÁÈÏÄÉÍ ÁÍ�ÌÉÔÕÄÕ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ: mg = kA, ÏÔËÕÄÁ
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ÁÍ�ÌÉÔÕÄÁ

A =

mg

k

= 0:05Í :

ðÅÒÉÏÄ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ

T =

2�

!

= 0:45 Ó :

úÁ�ÉÛÅÍ ÚÁËÏÎ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ × ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ:

x(t) = A os(!t+ �);

ÇÄÅ � { ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÆÁÚÁ. ðÏÄÞÉÎÉÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ:

t = 0 ; x = �A ;

�ÏÌÕÞÉÍ:

�A = A os� ;

ÏÔËÕÄÁ � = �. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ:

x(t) = �0:05 os 14t :

4.2 çÒÕÚ, �ÁÄÁÑ Ó ×ÙÓÏÔÙ h = 1 Í ÂÅÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ, ÕÄÁÒÑÅÔÓÑ

ÏÂ Õ�ÒÕÇÕÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ ÂÁÌËÕ × ÅÅ ÓÅÒÅÄÉÎÅ, ËÏÎ�Ù ÂÁÌËÉ ÚÁËÒÅ�ÌÅÎÙ.

îÁ�ÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÇÒÕÚÁ ÎÁ ÂÁÌËÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ,

�ÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏ ×ÎÉÚ ÉÚ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÔÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ ÇÒÕ-

ÚÁ ÎÁ ÂÁÌËÅ, ÅÓÌÉ ÓÔÁÔÉÞÅÓËÉÊ �ÒÏÇÉÂ ÂÁÌËÉ × ÅÅ ÓÅÒÅÄÉÎÅ �ÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ

ÎÁÇÒÕÚËÅ L

0

= 0:5 ÓÍ; ÍÁÓÓÏÊ ÂÁÌËÉ �ÒÅÎÅÂÒÅÞØ.

òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÎÁ ÞÅÒÔÅÖÅ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÏÓØ É ÓÔÁÔÉÞÅÓËÉÊ �ÒÏÇÉÂ

ÂÁÌËÉ (ÒÉÓÕÎÏË 59). úÁ�ÉÛÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÔÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ:

mg = kl

0

; (1)
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O

l0

x

òÉÓÕÎÏË 59

ÇÄÅ m { ÍÁÓÓÁ ÇÒÕÚÁ, k { ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÖÅÓÔËÏÓÔÉ ÂÁÌËÉ. éÚ (1) ÎÁÈÏÄÉÍ

ÞÁÓÔÏÔÕ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÂÁÌËÉ Ó ÇÒÕÚÏÍ

! =

r

k

m

=

r

g

l

0

= 44:3 

�1

:

ïÂÝÉÊ ×ÉÄ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÇÒÕÚÁ ÎÁ ÂÁÌËÅ:

x(t) = A os!t+ B sin!t ; (2)

�ÒÉÞÅÍ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ A É B Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:

t = 0 x = �l

0

_v

0

=

p

2gh = 4:43 Í=Ó :

(�Ï ÚÁËÏÎÕ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ ÄÌÑ �ÁÄÁÀÝÅÇÏ ÎÁ ÂÁÌËÕ ÇÒÕÚÁ). ó ÕÞÅÔÏÍ

ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ �ÏÌÕÞÁÅÍ:

A = l

0

; b =

v

0

!

:

ðÏÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ (2) �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ×ÉÄ

x(t) = (�0:5 os 44:3t+ 10 sin 44:3t) ÓÍ :

4.3 îÁÊÔÉ �ÅÒÉÏÄ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ËÏÒÁÂÌÑ × Ó�Ï-

ËÏÊÎÏÊ ×ÏÄÅ, ÅÓÌÉ ÍÁÓÓÁ ËÏÒÁÂÌÑ m, �ÌÏÝÁÄØ ÅÇÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ S
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òÉÓÕÎÏË 60

É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÓÏÔÙ ÓÅÞÅÎÉÑ; �ÌÏÔÎÏÓÔØ ×ÏÄÙ �. ÷ÑÚËÏÓÔØÀ ×ÏÄÙ �ÒÅÎÅ-

ÂÒÅÞØ.

òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÎÁ ÞÅÒÔÅÖÅ ÓÔÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÒÁÂÌÑ ×

×ÏÄÅ, ×ÙÂÒÁ× ÎÁÞÁÌÏ ÏÔÓÞÅÔÁ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ ÄÎÉÝÁ ËÏÒÁÂÌÑ

(ÒÉÓÕÎÏË 60). ðÒÉ ÔÁËÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÎÁÞÁÌÁ ÎÁ ËÏÒÁÂÌØ ×Ï ×ÒÅÍÑ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÂÕ-

ÄÅÔ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÓÉÌÁ, ÒÁ×ÎÁÑ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ

F = �gS�x = k�x ;

ÇÄÅ �x { ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÅ ÓÍÅÝÅÎÉÅ ËÏÒÁÂÌÑ × ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ. ëÏÜÆÆÉ�É-

ÅÎÔ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ k = �gS ÉÇÒÁÅÔ ÚÄÅÓØ ÒÏÌØ �ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ Õ�ÒÕ-

ÇÏÓÔÉ�ÓÉÓÔÅÍÙ. ïÔÓÀÄÁ ÉÓËÏÍÙÊ �ÅÒÉÏÄ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ:

T = 2�

r

m

k

= 2�

r

m

�gS

:

4.4 ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÊÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ËÏ-

ÒÁÂÌÑ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÂÙÌ Ó�ÕÝÅÎ ÎÁ ×ÏÄÕ Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ.

òÅÛÅÎÉÅ. óÞÉÔÁÅÍ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÕÀ ÏÓØ x ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÏÊ ×ÎÉÚ (ÒÉÓÕÎÏË

60). õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ËÏÒÁÂÌÑ ÉÍÅÅÔ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÉÄ:

x(t) = A os(!t+ ') ;
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ÇÄÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ A É ' ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÚÁÄÁÞÉ;

ÞÁÓÔÏÔÁ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ (ÓÍ. ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ):

! =

r

�gS

m

:

îÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ (ÒÉÓÕÎÏË 60):

t = 0 ; x = �h

0

; _x = 0:

îÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÍÅÝÅÎÉÅ h

0

ÎÁÊÄÅÍ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ:

�gSh

0

= mg ;

ÏÔËÕÄÁ

h

0

=

m

�S

:

ó ÕÞÅÔÏÍ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÁÈÏÄÉÍ:

A = �h

0

= �

mg

S

; ' = 0 :

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ËÏÒÁÂÌÑ:

x(t) = �

m

�S

os

r

�gS

m

� t :

4.5 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÅÒÉÏÄ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÇÒÕÚÁ ×ÅÓÏÍ P , �ÒÉËÒÅ�-

ÌÅÎÎÏÇÏ Ë Ä×ÕÍ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÍ �ÒÕÖÉÎÁÍ (ÒÉÓÕÎÏË 61), É ËÏÜÆ-

ÆÉ�ÉÅÎÔ ÖÅÓÔËÏÓÔÉ �ÒÕÖÉÎÙ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÊ ÄÁÎÎÏÊ Ä×ÏÊÎÏÊ �ÒÕÖÉÎÅ, ÅÓÌÉ

ÇÒÕÚ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ ÔÁË, ÞÔÏ ÕÄÌÉÎÅÎÉÑ ÏÂÅÉÈ �ÒÕÖÉÎ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÖÅÓÔËÏÓÔÉ k

1

É k

2

, ÏÄÉÎÁËÏ×Ù.

òÅÛÅÎÉÅ. úÁ�ÉÛÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ ÄÌÑ ÇÒÕÚÁ P :

P = k

1

�l + k

2

�l = (k

1

+ k

2

)�l ;

ÇÄÅ

�l
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P

k1 k2

a1 a2

òÉÓÕÎÏË 61

{ ÏÂÝÅÅ ÕÄÌÉÎÅÎÉÅ �ÒÕÖÉÎ. ïÔÓÀÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Ä×Å �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÒÕÖÉÎÙ

ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÏÄÎÏÊ �ÒÕÖÉÎÅ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ ÖÅÓÔËÏÓÔÉ

k =

P

�l

= k

1

+ k

2

:

éÚ �ÒÁ×ÉÌÁ ÒÙÞÁÇÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

a

1

a

2

=

k

2

�l

k

1

�l

=

k

2

k

1

:

ðÅÒÉÏÄ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÇÒÕÚÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁ×ÅÎ:

T = 2�

r

p

kg

= 2�

r

p

(k

1

+ k

2

)g

:

4.6 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÅÒÉÏÄ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÇÒÕÚÁ ×ÅÓÏÍ P , ÒÁÓ�ÏÌÏ-

ÖÅÎÎÏÇÏ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ �ÒÕÖÉÎÁÍÉ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÖÅÓÔËÏÓÔÉ k

1

É k

2

(ÒÉÓÕÎÏË 62).

òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÍ ÓÍÅÝÅÎÉÉ ÇÒÕÚÁ P ÏÄÎÁ ÉÚ �ÒÕ-

ÖÉÎ ÒÁÓÔÑÇÉ×ÁÅÔÓÑ, Á ÄÒÕÇÁÑ ÓÖÉÍÁÅÔÓÑ; ÒÅÚÕÌØÔÉÒÕÀÝÁÑ ÓÉÌÁ Õ�ÒÕÇÏÓÔÉ

ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÉÌ Õ�ÒÕÇÏÓÔÉ ÏÂÅÉÈ �ÒÕÖÉÎ. ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÓÌÏ-

×ÉÅ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ ÇÒÕÚÁ:

P = k

1

�l + k

2

�l = (k

1

+ k

2

)�l ;

ÇÄÅ �l { ÓÖÁÔÉÅ ÏÄÎÏÊ �ÒÕÖÉÎÙ É ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅ ÄÒÕÇÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ Ä×Å ÄÁÎÎÙÅ
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k1

k2

P

òÉÓÕÎÏË 62

�ÒÕÖÉÎÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÏÄÎÏÊ Ó ÖÅÓÔËÏÓÔØÀ

k =

P

�l

= k

1

+ k

2

:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÅÒÉÏÄ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÇÒÕÚÁ

T = 2�

s

P

kg

= 2�

s

P

(k

1

+ k

2

)g

:

4.7 ðÌÁÓÔÉÎËÁ D ÍÁÓÓÏÊ m = 100 Ç, �ÏÄ×ÅÛÅÎÎÁÑ ÎÁ �ÒÕÖÉÎÅ × ÎÅ�Ï-

Ä×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ A, Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÍÅÖÄÕ �ÏÌÀÓÁÍÉ ÍÁÇÎÉÔÁ (ÒÉÓÕÎÏË 63). ÷ÓÌÅÄ-

ÓÔ×ÉÅ ×ÉÈÒÅ×ÙÈ ÔÏËÏ× Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÏÒÍÏÚÉÔÓÑ ÓÉÌÏÊ, �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÓËÏ-

ÒÏÓÔÉ: F



= bv�

2

ÎØÀÔÏÎ, ÇÄÅ b = 10

9

ËÇ/(÷Â

2

Ó); v { ÓËÏÒÏÓÔØ × Í/Ó; � {

ÍÁÇÎÉÔÎÙÊ �ÏÔÏË × ×ÅÂÅÒÁÈ ÍÅÖÄÕ �ÏÌÀÓÁÍÉ N É S. ÷ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ

ÓËÏÒÏÓÔØ �ÌÁÓÔÉÎËÉ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ É �ÒÕÖÉÎÁ ÎÅ ÒÁÓÔÑÎÕÔÁ; ÕÄÌÉÎÅÎÉÅ ÅÅ ÎÁ

1 ÓÍ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÓÔÁÔÉÞÅÓËÏÍ �ÏÄ×ÅÓÅ × 20 Ç. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �ÌÁ-

ÓÔÉÎËÉ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ � = 10

�5

�

p

5 ÷Â.

òÅÛÅÎÉÅ. úÁ�ÉÛÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ �ÌÁÓÔÉÎËÉ:

m�x = �kx� b _x�

2

; (1)
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A

k

x

D

S N

òÉÓÕÎÏË 63

ÇÄÅ k { ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÖÅÓÔËÏÓÔÉ �ÒÕÖÉÎÙ:

k =

m

ÓÔ

g

�l

ÓÔ

=

0:02 � 9:8

0:01

= 19:6 (î=Í) :

ðÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) × ×ÉÄÅ:

�x+ 2Æ _x+ !

2

x = 0 ; (2)

ÇÄÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ:

! =

r

k

m

=

r

19:6

0:1

= 14(

�1

) { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔÏÔÁ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ �ÌÁ-

ÓÔÉÎËÉ (Ó ÔÁËÏÊ ÞÁÓÔÏÔÏÊ �ÌÁÓÔÉÎËÁ ËÏÌÅÂÁÌÁÓØ ÂÙ �ÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÔÏÒ-

ÍÏÖÅÎÉÑ);

Æ =

b�

2

2m

=

10

9

� 5 � 10

�10

2 � 0:1

= 2:5 (Ó

�1

) { ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÚÁÔÕÈÁÎÉÑ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ! > Æ, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2) ÂÕÄÕÔ ÚÁÔÕÈÁÀÝÉÅ

ËÏÌÅÂÁÎÉÑ Ó ÞÁÓÔÏÔÏÊ !

1

=

p

!

2

� Æ

2

= 13:78 Ó

�1

;

x(t) = e

�Æt

� (C

1

os!

1

t+ C

2

sin!

1

t) ; (3)

É �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ C

1

É C

2

ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÉÓËÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ

ÕÓÌÏ×ÉÊ:

t = 0 ; x = x

0

= �

mg

k

= �5 ÓÍ ; v

0

= 0 :

óËÏÒÏÓÔØ �ÌÁÓÔÉÎÙ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ:

_x(t) = �Æe

�Æt

� (C

1

os!

1

t+ C

2

sin!

1

t)� !

1

e

�Æt

(C

1

sin!

1

t� C

2

os!

1

t) ; (4)
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�ÏÄÞÉÎÑÑ (3) É (4) ×ÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, ÎÁÈÏÄÉÍ:

8

>

<

>

:

C

1

= x

0

= �5 ÓÍ

C

2

=

Æ

!

1

� C

1

= �0:907 ÓÍ

:

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ×ÉÄ ÚÁËÏÎÁ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ

x(t) = �e

�2:5t

(5 os 13:78t+ 0:907 sin 13:78t) ÓÍ:

4.8 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �ÌÁÓÔÉÎËÉ D ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ × ÔÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÁÇÎÉÔÎÙÊ �ÏÔÏË � = 10

�14

÷Â.

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÚÁÔÕÈÁÎÉÑ Æ ÂÕÄÅÔ

ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ:

Æ =

b�

2

2m

=

10

9

� 10

�8

2 � 0:1

= 50 (

�1

):

ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÅ�ÅÒØ Æ > !, ÔÏ ÓÉÌØÎÏÅ ÚÁÔÕÈÁÎÉÅ ÎÅ �ÏÚ×ÏÌÉÔ ÒÁÚ×ÉÔØÓÑ ËÏÌÅ-

ÂÁÎÉÑÍ, É �ÌÁÓÔÉÎËÁ ÂÕÄÅÔ ÓÏ×ÅÒÛÁÔØ Á�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �Ï ÚÁËÏÎÕ

x(t) = C

1

e

�

1

t

+ C

2

e

�

2

t

;

ÇÄÅ �

1

É �

2

{ ËÏÒÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:

�

1;2

= �Æ �

p

Æ

2

� !

2

;

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÁÅÔ: �

1

= �2 

�1

; �

2

= �98 

�1

. óËÏÒÏÓÔØ �ÌÁÓÔÉÎËÉ × Ï�ÒÅÄÅ-

ÌÅÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ:

_x(t) = C

1

�

1

e

�

1

t

+ C

2

�

2

e

�

2

t

: (2)

ðÏÄÞÉÎÑÑ (1) É (2) ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÁÈÏÄÉÍ �Ï-

ÓÔÏÑÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ C

1

É C

2

:

ó

1

= �

245

48

; C

2

=

5

48

:
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ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × (1), �ÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ �ÌÁÓÔÉÎÙ

× Á�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏ�ÅÓÓÅ:

x(t) = �

5

48

e

�98t

(49e

96t

� 1) ÓÍ:

4.9 îÁ �ÒÕÖÉÎÅ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ ÖÅÓÔËÏÓÔÉ k = 19:6 î/Í �ÏÄ×Å-

ÛÅÎ ÍÁÇÎÉÔÎÙÊ ÓÔÅÒÖÅÎØ ÍÁÓÓÏÊ m = 100 Ç (ÒÉÓÕÎÏË 64). îÉÖÎÉÊ ËÏ-

ÎÅ� ÍÁÇÎÉÔÁ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ËÁÔÕÛËÕ, �Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÉÄÅÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÊ ÔÏË

i(t) = 20 sin 8�t ÁÍ�ÅÒ. �ÏË ÉÄÅÔ Ó ÍÏÍÅÎÔÁ t = 0, ×ÔÑÇÉ×ÁÑ ÓÔÅÒÖÅÎØ × ÓÏÌÅ-

ÎÏÉÄ; ÄÏ ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÍÁÇÎÉÔÎÙÊ ÓÔÅÒÖÅÎØ ×ÉÓÅÌ ÎÁ �ÒÕÖÉÎÅ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏ.

óÉÌÁ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÁÇÎÉÔÏÍ É ËÁÔÕÛËÏÊ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

F = 16� � 10

�5

i ÎØÀÔÏÎ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÍÁÇÎÉÔÁ.

k

x

S

N

òÉÓÕÎÏË 64

òÅÛÅÎÉÅ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÍÁÇÎÉÔÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

m�x+ kx = F (t) ;
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ÇÄÅ ×ÙÎÕÖÄÁÀÝÁÑ ÓÉÌÁ F ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ �Ï ÚÁËÏÎÕ

F (t) = 16� � 10

�5

i(t) = 3:2 � 10

�3

� sin 8�t = F

0

sin!t :

ðÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ

�x+ !

2

0

x =

F

0

m

sin!t ; (1)

ÇÄÅ !

0

=

k

m

{ ÞÁÓÔÏÔÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÓÔÅÒÖÎÑ, ! { ÞÁÓÔÏÔÁ ×Ù-

ÎÕÖÄÁÀÝÅÊ ÓÉÌÙ.

ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1), ËÁË

ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:

x(t) = C

1

os!

0

t+ C

2

sin!

0

t+

F

0

k

�

1

1�

�

!

!

0

�

2

sin!t : (2)

äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ C

1

É C

2

×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ:

t = 0 ; x = x

0

= �

mg

k

= �5 ÓÍ; _x = v

0

= 0 :

éÍÅÅÍ:

C

1

= x

0

= 5 ÓÍ; C

2

= �

!

!

0

�

F

0

k

�

1

1�

�

!

!

0

�

2

;

ÇÄÅ ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎ ÓÏÓÔÁ-

×ÌÑÀÔ: ! = 8� Ó

�1

; !

0

=

q

k

m

= 14 Ó

�1

; F

0

= 3:2 � 10

�3

� î. ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÜÔÉÈ

ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÁÅÔ: C

2

= 0:041 ÓÍ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁËÏÎ ×ÙÎÕÖÄÅÎÎÙÈ ËÏÌÅÂÁ-

ÎÉÊ ÍÁÇÎÉÔÁ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ:

x(t) = (�0:023 sin 8�t� 5 os 14t+ 0:041 sin 14t) ÓÍ:
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úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

4.10 ðÒÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÍ Ó�ÕÓËÅ ÇÒÕÚÁ ÍÁÓÓÏÊ m = 2 Ô (ÒÉÓÕÎÏË 65) ÓÏ

ÓËÏÒÏÓÔØÀ v = 5 Í/Ó ÉÚ-ÚÁ ÚÁÝÅÍÌÅÎÉÑ ÔÒÏÓÁ × ÏÂÏÊÍÅ ÂÌÏËÁ �ÒÏÉÚÏÛÌÁ ÎÅ-

ÏÖÉÄÁÎÎÁÑ ÚÁÄÅÒÖËÁ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ËÏÎ�Á ÔÒÏÓÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ Ó�ÕÓËÁÌÓÑ ÇÒÕÚ, ðÒÅ-

ÎÅÂÒÅÇÁÑ ÍÁÓÓÏÊ ÔÒÏÓÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÎÁÔÑÖÅÎÉÅ �ÒÉ �ÏÓÌÅÄÕÀ-

ÝÉÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÑÈ ÇÒÕÚÁ, ÅÓÌÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÖÅÓÔËÏÓÔÉ ÔÒÏÓÁ k = 3:92 � 10

6

î/Í.

m

òÉÓÕÎÏË 65

4.11 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÎÁÔÑÖÅÎÉÅ ÔÒÏÓÁ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ,

ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÇÒÕÚÏÍ É ÔÒÏÓÏÍ ××ÅÄÅÎÁ Õ�ÒÕÇÁÑ �ÒÕÖÉÎÁ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ

ÖÅÓÔËÏÓÔÉ k

1

= 3:92 � 10

5

î/Í.

4.12 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÅÒÉÏÄ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁ ÍÁÛÉ-

ÎÙ, �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÎÁ Õ�ÒÕÇÉÊ ÇÒÕÎÔ, ÅÓÌÉ ÍÁÓÓÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁ Ó ÍÁÛÉÎÏÊ

m = 90 Ô, �ÌÏÝÁÄØ �ÏÄÏÛ×Ù ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁ S = 15 Í

2

, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÖÅÓÔËÏ-

ÓÔÉ ÇÒÕÎÔÁ ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ k = �S, ÇÄÅ � = 2:94 � 10

2

î/Í

3

.

4.13 ë �ÒÕÖÉÎÅ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ ÖÅÓÔËÏÓÔÉ k = 19:6 î/Í �ÏÄ×ÅÛÅÎÙ

ÏÄÉÎ �ÏÄ ÄÒÕÇÉÍ Ä×Á ÇÒÕÚÁ: m

1

= 0:5 ËÇ É m

2

= 0:8 ËÇ. óÉÓÔÅÍÁ ÎÁÈÏÄÉÌÁÓØ ×

�ÏËÏÅ × �ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÓÔÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ, ËÏÇÄÁ ÇÒÕÚm

2

(ÎÉÖÎÉÊ) ÕÂÒÁÌÉ.

îÁÊÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ÞÁÓÔÏÔÕ, ËÒÕÇÏ×ÕÀ ÞÁÓÔÏÔÕ É �ÅÒÉÏÄ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ

ÏÓÔÁ×ÛÅÇÏÓÑ ÇÒÕÚÁ.

4.14 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÖÅÓÔËÏÓÔÉ k �ÒÕÖÉÎÙ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÊ
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Ä×ÏÊÎÏÊ �ÒÕÖÉÎÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ �ÒÕÖÉÎ

Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÖÅÓÔËÏÓÔÉ k

1

É k

2

, É ÎÁÊÔÉ �ÅÒÉÏÄ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ

ÇÒÕÚÁ ÍÁÓÓÙ m, �ÏÄ×ÅÛÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ Ä×ÏÊÎÏÊ �ÒÕÖÉÎÅ.

4.15 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÖÅÓÔËÏÓÔÉ �ÒÕÖÉÎÙ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÊ

Ä×ÏÊÎÏÊ �ÒÕÖÉÎÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ �ÒÕÖÉÎ

Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÖÅÓÔËÏÓÔÉ k

1

= 980 î/Í É k

2

= 2940 î/Í. îÁÊÔÉ

�ÅÒÉÏÄ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ, ÁÍ�ÌÉÔÕÄÕ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÇÒÕÚÁ ÍÁÓÓÏÊ m = 5 ËÇ,

�ÏÄ×ÅÛÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ �ÒÕÖÉÎÅ, ÅÓÌÉ × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÇÒÕÚ ÂÙÌ ÓÍÅ-

ÝÅÎ ÉÚ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÔÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ ÎÁ 5 ÓÍ ×ÎÉÚ É ÅÍÕ ÂÙÌÁ ÓÏÏÂÝÅÎÁ

ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ v

0

= 0:49 Í/Ó, ÔÁËÖÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÁÑ ×ÎÉÚ.

4.16 ðÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÓÉÌÙ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ, �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏ-

ÓÔÉ F



= �v, ÔÅÌÏ ÍÁÓÓÙ m, �ÏÄ×ÅÛÅÎÎÏÅ Ë �ÒÕÖÉÎÅ ÖÅÓÔËÏÓÔÉ k, ÓÏ×ÅÒÛÁ-

ÅÔ ÚÁÔÕÈÁÀÝÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ×Ï ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ �ÅÒÉÏÄ ÚÁÔÕÈÁÀÝÉÈ

ËÏÌÅÂÁÎÉÊ T ÂÏÌØÛÅ �ÅÒÉÏÄÁ ÎÅÚÁÔÕÈÁÀÝÉÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ T

0

, ÅÓÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

�

2m!

0

= 0:1.

4.17 �ÅÌÏ ÍÁÓÓÏÊ m = 5 ËÇ �ÏÄ×ÅÛÅÎÏ ÎÁ �ÒÕÖÉÎÅ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ

ÖÅÓÔËÏÓÔÉ k = 1960 î/Í. óÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ÓÒÅÄÙ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÓËÏÒÏÓÔÉ.

áÍ�ÌÉÔÕÄÁ �ÏÓÌÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÕÍÅÎØÛÉÌÁÓØ × 12 ÒÁÚ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �Å-

ÒÉÏÄ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÊ ÄÅËÒÅÍÅÎÔ ÚÁÔÕÈÁÎÉÑ.

4.18 ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ 4.9 ÎÁÊÔÉ ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÍÁÇÎÉÔÎÏÇÏ ÓÔÅÒÖ-

ÎÑ, ÅÓÌÉ ÅÍÕ × �ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÓÔÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ ÓÏÏÂÝÉÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÓËÏ-

ÒÏÓÔØ v

0

= 5 ÓÍ/Ó.
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4.2 ëÅ�ÌÅÒÏ×Ï Ä×ÉÖÅÎÉÅ

4.19 ðÌÁÎÅÔÁ ÍÁÓÓÙm Ä×ÉÖÅÔÓÑ �Ï ÜÌÌÉ�ÓÕ ×ÏËÒÕÇ óÏÌÎ�Á ÔÁË, ÞÔÏ ÅÅ

ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ óÏÌÎ�Á (�ÅÒÉÇÅÌÉÊ) ÒÁ×ÎÏ r

1

, Á ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ (ÁÆÅ-

ÌÉÊ) r

2

. îÁÊÔÉ ÍÏÍÅÎÔ ÉÍ�ÕÌØÓÁ ÜÔÏÊ �ÌÁÎÅÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÅÎÔÒÁ óÏÌÎ�Á.

íÁÓÓÕ ÓÏÌÎ�Á M

�

ÓÞÉÔÁÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ.

òÅÛÅÎÉÅ. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ

r

1

É r

2

ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÆÏËÕÓÏ× ÜÌÌÉ�ÓÁ ÄÏ ÅÇÏ ËÒÁÊÎÉÈ ÔÏÞÅË ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ

ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ÂÏÌØÛÕÀ �ÏÌÕÏÓØ a É ÜËÓ�ÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ e ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ:

r

1

= a(1� e) ; r

2

= a(1 + e) :

ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙ a É e Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ:

a =

�

2jEj

; e =

r

1 +

2EL

2

m�

2

;

ÇÄÅ � { ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÌÙ:

F = �

�

r

2

;

× ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÁ×ÉÔÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÓÉÌÙ:

� = GmM

�

;

E { �ÏÌÎÁÑ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ �ÌÁÎÅÔÙ (× ÓÌÕÞÁÅ ÆÉÎÉÔÎÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ

E < 0); L { ÍÏÍÅÎÔ ÉÍ�ÕÌØÓÁ �ÌÁÎÅÔÙ. éÚ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁÈÏÄÉÍ:

r

1

r

2

=

1� e

1 + e

; r

1

+ r

2

= 2a = �

�

E

:

÷ÙÒÁÚÉÍ ÜËÓ�ÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ ÜÌÌÉ�ÓÁ:

e

2

= 1 +

2EL

2

m�

2

=

0

B

�

1�

r

1

r

2

1 +

r

1

r

2

1

C

A

2

;
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ïÔÓÀÄÁ ÍÏÍÅÎÔ ÉÍ�ÕÌØÓÁ �ÌÁÎÅÔÙ:

L = m

r

2GM

�

r

1

r

2

r

1

+ r

2

:

4.20 ä×Á ÍÅÔÅÏÒÉÔÁ M

1

É M

2

Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÌÉ�Ó, × ÆÏ-

ËÕÓÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ O ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ óÏÌÎ�Å (ÒÉÓÕÎÏË 66). òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÅÔÅÏÒÉ-

ÔÁÍÉ ÓÔÏÌØ ÍÁÌÏ, ÞÔÏ ÄÕÇÕ M

1

M

2

ÜÌÌÉ�ÓÁ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÔÒÅÚËÏÍ �ÒÑÍÏÊ.

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ M

0

1

M

0

2

ÒÁ×ÎÑÌÏÓØ s, ËÏÇÄÁ ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÅÇÏ ÎÁÈÏÄÉÌÁÓØ

× �ÅÒÉÇÅÌÉÉ P . ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅM

00

1

M

00

2

, ËÏÇÄÁ ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÅÇÏ ÂÕÄÅÔ �ÒÏ-

ÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÁÆÅÌÉÊ A, ÅÓÌÉ OP = R

1

, É OA = R

2

.

òÉÓÕÎÏË 66

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ×ÔÏÒÙÍ ÚÁËÏÎÏÍ ëÅ�ÌÅÒÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏ-

ÒÏÍÕ ÓÅËÔÏÒÉÁÌØÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ × �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÍ �ÏÌÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ

�ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ. äÌÑ ÎÁÛÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×

OM

0

1

M

0

2

É OM

00

1

M

00

2

ÒÁ×ÎÙ:

M

0

1

M

0

2

� R

1

=M

00

1

M

00

2

� R

2

;

ÔÏ ÅÓÔØ S � R

1

=M

00

1

M

00

2

R

2

, ÏÔËÕÄÁ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ

M

00

1

M

00

2

=

R

1

R

2

� S :
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4.21 þÁÓÔÉ�Á ÍÁÓÓÙ m = 20 Ç, Ä×ÉÖÕÝÁÑÓÑ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÁ×ÉÔÁ-

�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÉÔÑÖÅÎÉÑ Ë ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÍÕ �ÅÎÔÒÕ, Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ �ÏÌÎÙÊ ÜÌÌÉ�Ó Ó

�ÏÌÕÏÓÑÍÉ a = 10 ÓÍ É b = 8 ÓÍ ÚÁ ×ÒÅÍÑ T = 50 . ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ

É ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÓÉÌÙ �ÒÉÔÑÖÅÎÉÑ F �ÒÉ ÜÔÏÍ Ä×ÉÖÅÎÉÉ.

ae

a

0

b

òÉÓÕÎÏË 67

òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÎÁ ÞÅÒÔÅÖÅ (ÒÉÓÕÎÏË 67) ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÒÁ-

ÅËÔÏÒÉÀ ÞÁÓÔÉ�Ù. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ:

b

a

=

p

1� e

2

; (1)

ÇÄÅ e { ÜËÓ�ÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ ÜÌÌÉ�ÓÁ. ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÒÉÓÕÎËÁ 67, ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ É

ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÞÁÓÔÉ�Ù ÄÏ �ÅÎÔÒÁ �ÒÉÔÑÖÅÎÉÑ O ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ:

R

min

= a(1� e) ; R

max

= a(1 + e) : (2)

óÏÇÌÁÓÎÏ 3-ÍÕ ÚÁËÏÎÕ ëÅ�ÌÅÒÁ, �ÅÒÉÏÄ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕ-

ÌÏÊ:

T = 2�

r

a

3

GM

; (3)

ÇÄÅ M { ÍÁÓÓÁ ÔÑÇÏÔÅÀÝÅÇÏ �ÅÎÔÒÁ O. éÚ (3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

GM =

4�

2

a

3

T

2

: (4)
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÷ÙÒÁÚÉÍ ÜËÓ�ÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ Ó �ÏÍÏÝØÀ (1):

e =

r

1�

b

2

a

2

= 0:6 :

÷ÙÞÉÓÌÉÍ R

min

É R

max

ÓÏÇÌÁÓÎÏ (2):

R

max

= 0:04Í ; R

max

= 0:16Í :

ïÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ F

min

É F

max

.

F

min

=

GmM

R

2

max

=

4�

2

a

3

m

T

2

R

2

max

= 1:2 � 10

�5

î ;

F

max

=

GmM

R

2

min

=

4�

2

a

3

m

T

2

R

2

min

= 19:7 � 10

�5

î :

4.22 îÁ ËÁËÏÊ ×ÙÓÏÔÅ H ÎÕÖÎÏ ÚÁ�ÕÓÔÉÔØ ËÒÕÇÏ×ÏÊ Ó�ÕÔÎÉË úÅÍÌÉ,

ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÜË×ÁÔÏÒÁ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ ÎÁÈÏÄÉÌÓÑ

ÎÁÄ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ �ÕÎËÔÏÍ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ úÅÍÌÉ?

òÅÛÅÎÉÅ. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ �ÅÒÉÏÄ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Ó�ÕÔÎÉËÁ

ÎÁ ÏÒÂÉÔÅ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎ �ÅÒÉÏÄÕ ×ÒÁÝÅÎÉÑ úÅÍÌÉ ×ÏËÒÕÇ Ó×ÏÅÊ ÏÓÉ, ÔÏ

ÅÓÔØ T = 24 ÞÁÓÁ = 86400  (ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÇÅÏÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÊ Ó�ÕÔÎÉË).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ 3-ÇÏ ÚÁËÏÎÁ ëÅ�ÌÅÒÁ ÉÍÅÅÍ:

T = 2�

r

a

2

GM

;

ÇÄÅ a = R+H, R { ÒÁÄÉÕÓ úÅÍÌÉ; M { ÍÁÓÓÁ úÅÍÌÉ.

ðÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÕ GM = gR

2

, ÇÄÅ g = 9:8 Í/Ó

2

{ ÇÒÁ×É-

ÔÁ�ÉÏÎÎÙÊ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ úÅÍÌÉ, ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ �ÅÒÉÏÄÁ T ÍÏ-

ÖÅÍ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ:

T = 2�

s

(R+H)

3

gR

2

;

ÏÔËÕÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÙÓÏÔÕ Ó�ÕÔÎÉËÁ ÎÁÄ ÚÅÍÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ:

H =

3

r

gR

2

T

2

4�

2

�R � 35800ËÍ :
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úÄÅÓØ ÕÞÔÅÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓ úÅÍÌÉ R = 6370 ËÍ.

4.23 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÁÓÓÙ íÁÒÓÁ Ë ÍÁÓÓÅ úÅÍÌÉ �Ï �ÁÒÁÍÅ-

ÔÒÁÍ ÏÒÂÉÔÙ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÁÎ�ÉÉ �íÁÒÓ-2�: ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÏÔ

�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ íÁÒÓÁ r

max

= = 25000 ËÍ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ r

min

= 1380 ËÍ, �ÅÒÉÏÄ

ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ×ÏËÒÕÇ íÁÒÓÁ T = 18 ÞÁÓ. òÁÄÉÕÓ íÁÒÓÁ R

M

= 3400 ËÍ, ÒÁÄÉÕÓ

úÅÍÌÉ R

3

= 6400 ËÍ.

òÉÓÕÎÏË 68

òÅÛÅÎÉÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ 1-ÍÕ ÚÁËÏÎÕ ëÅ�ÌÅÒÁ, ÓÔÁÎ�ÉÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÏËÒÕÇ

íÁÒÓÁ �Ï ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÒÂÉÔÅ (ÒÉÓÕÎÏË 68). ÷ÙÒÁÚÉÍ �ÅÒÉÏÄ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ

ÓÔÁÎ�ÉÉ ×ÏËÒÕÇ íÁÒÓÁ Ó �ÏÍÏÝØÀ 3-ÇÏ ÚÁËÏÎÁ ëÅ�ÌÅÒÁ:

T = 2�

s

a

3

GM

M

;

ÇÄÅ a =

1

2

(r

max

+ r

min

+ 2R

M

) { ÂÏÌØÛÁÑ �ÏÌÕÏÓØ ÏÒÂÉÔÙ ÓÔÁÎ�ÉÉ. ïÔÓÀÄÁ

×ÙÒÁÖÁÅÍ ÍÁÓÓÕ íÁÒÓÁ:

M

M

=

4�

2

a

3

GT

2

=

�

2

2GT

2

(r

max

+ r

min

+ 2R

M

)

3

;

Á ÅÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ÍÁÓÓÅ úÅÍÌÉ ÒÁ×ÎÏ:

M

M

M

ú

=

�

2

(r

max

+ r

min

+ 2R

M

)

3

2gT

2

R

2

ú

� 0:11 :

úÄÅÓØ ÕÞÔÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (ÓÍ. �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ): GM

ú

= gR

2

3

.

4.24 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, �ÒÉ ËÁËÏÊ ×ÙÓÏÔÅ H ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÏÒÂÉÔÙ Ó�ÕÔÎÉËÁ ÅÇÏ

�ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ �ÌÁÎÅÔÙ ÒÁÄÉÕÓÁ R ÒÁ×ÎÁ
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ÅÇÏ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ.

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÞÁÌÏ ÏÔÓÞÅÔÁ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ; ÔÏÇÄÁ �ÏÄ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÅÊ Ó�ÕÔÎÉËÁ ÏÔ-

ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ �ÌÁÎÅÔÙ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÎÉÍÁÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ

GmM

�

1

R

�

1

R +H

�

;

ËÏÔÏÒÁÑ, �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÅÇÏ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÅÊ:

GmM

�

1

R

�

1

R +H

�

=

mv

2

2

:

óËÏÒÏÓÔØ v Ó�ÕÔÎÉËÁ ÎÁ ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÏÒÂÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓÁ (R + H) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ

ÎÁÊÄÅÎÁ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

v =

2�(R +H)

T

=

r

GM

R +H

;

ÇÄÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÅÒÉÏÄÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Ó�ÕÔÎÉËÁ ÉÚ 3-ÇÏ ÚÁËÏÎÁ

ëÅ�ÌÅÒÁ.

ïÂßÅÄÉÎÉÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ:

GmM

�

1

R

�

1

R +H

�

=

GM

2(R+H)

;

ÏÔËÕÄÁ ÉÓËÏÍÁÑ ×ÙÓÏÔÁ ÏÒÂÉÔÙ

H =

R

2

:

4.25 ó�ÕÔÎÉË Ä×ÉÖÅÔÓÑ ×ÏËÒÕÇ úÅÍÌÉ �Ï ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÏÒÂÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓÁ

R = 3R

ú

, ÇÄÅ R

ú

= 6400 ËÍ { ÒÁÄÉÕÓ úÅÍÌÉ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÒÁÔËÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ

ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÔÏÒÍÏÚÎÏÇÏ Ä×ÉÇÁÔÅÌÑ ÓËÏÒÏÓÔØ Ó�ÕÔÎÉËÁ ÕÍÅÎØÛÉÌÁÓØ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÎ

ÎÁÞÁÌ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ �Ï ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÒÂÉÔÅ, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ úÅÍÌÉ

(ÒÉÓÕÎÏË 69). þÅÒÅÚ ËÁËÏÅ ×ÒÅÍÑ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ Ó�ÕÔÎÉË �ÒÉÚÅÍÌÉÔÓÑ?
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òÉÓÕÎÏË 69

òÅÛÅÎÉÅ. ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÒÉÓÕÎËÁ 69, ÂÏÌØÛÁÑ �ÏÌÕÏÓØ ÜÌÌÉ�ÓÁ a =

2R

ú

. ÷ÒÅÍÑ t ÄÏ �ÒÉÚÅÍÌÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÏÌÏ×ÉÎÅ �ÅÒÉÏÄÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ

Ó�ÕÔÎÉËÁ �Ï ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÒÂÉÔÅ:

t =

T

2

;

ÇÄÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ 3-ÍÕ ÚÁËÏÎÕ ëÅ�ÌÅÒÁ,

T = 2�

s

1

gR

2

ú

� a

3=2

= 2�

s

1

gR

2

ú

�

q

8R

3

ú

:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÓËÏÍÏÅ ×ÒÅÍÑ

t = 2�

s

2R

ú

g

� 2ÞÁÓÁ :

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

4.26 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, Ó ËÁËÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ×ÏÊÄÅÔ ÍÅÔÅÏÒÉÔ × ÚÅÍÎÕÀ ÁÔÍÏ-

ÓÆÅÒÕ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ v

1

= 10 ËÍ/Ó.

4.27 éÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó�ÕÔÎÉË úÅÍÌÉ ÚÁ�ÕÝÅÎ Ó ÜË×ÁÔÏÒÁ É Ä×ÉÖÅÔÓÑ

�Ï ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÏÒÂÉÔÅ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÜË×ÁÔÏÒÁ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÒÁÝÅÎÉÑ úÅÍÌÉ.
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òÁÄÉÕÓ ÏÒÂÉÔÙ Ó�ÕÔÎÉËÁ R = 3R

ú

, ÇÄÅ R

ú

= 6400 ËÍ { ÒÁÄÉÕÓ úÅÍÌÉ. þÅÒÅÚ

ËÁËÏÅ ×ÒÅÍÑ Ó�ÕÔÎÉË × �ÅÒ×ÙÊ ÒÁÚ �ÒÏÊÄÅÔ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ ÚÁ�ÕÓËÁ?

4.28 óÞÉÔÁÑ ÏÒÂÉÔÙ úÅÍÌÉ É ìÕÎÙ �ÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ ËÒÕÇÏ×ÙÍÉ, ÎÁÊÔÉ

ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÁÓÓ úÅÍÌÉ É óÏÌÎ�Á. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ìÕÎÁ ÓÏ×ÅÒÛÁÅÔ 13 ÏÂÒÁÝÅ-

ÎÉÊ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÇÏÄÁ É ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ óÏÌÎ�Á ÄÏ úÅÍÌÉ × 390 ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ìÕÎÙ ÄÏ úÅÍÌÉ.

4.29 ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ �ÅÒ×ÕÀ ËÏÓÍÉÞÅÓËÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ �ÒÉ ÓÔÁÒÔÅ Ó �Ï×ÅÒÈÎÏ-

ÓÔÉ à�ÉÔÅÒÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ Ó�ÕÔÎÉËÁ à�ÉÔÅÒÁ çÁÎÉÍÅÄÁ, ËÏÔÏÒÙÊ

Ä×ÉÖÅÔÓÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ �Ï ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÏÒÂÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓÁ R = 10

6

ËÍ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ

T = 7:15 ÓÕÔ. òÁÄÉÕÓ à�ÉÔÅÒÁ R

1

= 70000 ËÍ.

4.30 îÁ ËÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ óÏÌÎ�Á ÕÄÁÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÅ-

ÔÁ çÁÌÌÅÑ? ðÅÒÉÏÄ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÅÅ ×ÏËÒÕÇ óÏÌÎ�Á T = 76 ÌÅÔ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÁ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÏÔ óÏÌÎ�Á, R

min

= 9 � 10

7

ËÍ. òÁÄÉÕÓ

ÏÒÂÉÔÙ úÅÍÌÉ R

0

= 1:5 � 10

8

ËÍ.

4.31 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ �ÅÒÉÏÄ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Ó�ÕÔÎÉËÁ ÎÅÊÔÒÏÎ-

ÎÏÊ Ú×ÅÚÄÙ, ÓÒÅÄÎÑÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ � � 10

17

ËÇ/Í

3

.

4.32 ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÁÄÅÎÉÑ (ÇÒÁ×ÉÔÁ�ÉÏÎÎÙÊ �Ï-

ÔÅÎ�ÉÁÌ) ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ óÏÌÎ�Á, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓ ÚÅÍÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ

R

0

= 1:5 � 10

8

ËÍ, ÒÁÄÉÕÓ óÏÌÎ�Á R

ó

= 7 � 10

5

ËÍ É ×ÒÅÍÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ úÅÍÌÉ

×ÏËÒÕÇ óÏÌÎ�Á T = 1 ÇÏÄ.

4.33 îÁÊÔÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ R ÍÅÖÄÕ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ Ä×ÏÊÎÏÊ Ú×ÅÚÄÙ, ÅÓÌÉ

ÉÈ ÏÂÝÁÑ ÍÁÓÓÁM

1

+M

2

= 2M

C

, ÇÄÅM

C

{ ÍÁÓÓÁ óÏÌÎ�Á, É Ú×ÅÚÄÙ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ

�Ï ËÒÕÇÏ×ÙÍ ÏÒÂÉÔÁÍ ×ÏËÒÕÇ ÉÈ ÏÂÝÅÇÏ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ T = 2T

0

,

ÇÄÅ T

0

{ �ÒÏÄÏÌÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÅÍÎÏÇÏ ÇÏÄÁ. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ úÅÍÌÉ ÄÏ óÏÌÎ�Á

R

0

= 1:5 � 10

8

ËÍ.
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5 üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÅÈÁÎÉËÉ Ô×ÅÒÄÏÇÏ ÔÅÌÁ

5.1 �ÅÎÚÏÒ ÉÎÅÒ�ÉÉ

5.1 îÁÊÔÉ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÍÏÍÅÎÔÏÍ ÉÎÅÒ�ÉÉ:

Á) ÓÉÓÔÅÍÙ ÞÁÓÔÉ�, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ×ÄÏÌØ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ (ÒÏÔÁÔÏÒ);

Â) ÓÉÓÔÅÍÙ ÞÁÓÔÉ�, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × ÏÄÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÔÅÎÚÏÒ ÉÎÅÒ�ÉÉ Ô×ÅÒÄÏÇÏ ÔÅÌÁ, ÒÁÓÓÍÁ-

ÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÁË ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÞÁÓÔÉ�, × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

x

1

= x, x

2

= y, x

3

= z ÒÁ×ÅÎ

J

ik

=

X

m(x

2

i

Æ

ik

� x

i

x

k

);

ÇÄÅ i,j,k �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1, 2, 3, Á ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÔÓÑ �Ï ÞÁÓÔÉ�ÁÍ

ÔÅÌÁ (ÄÌÑ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ÚÁ�ÉÓÉ ÉÎÄÅËÓ, ÎÕÍÅÒÕÀÝÉÊ ÞÁÓÔÉ�Ù, ×ÓÀÄÕ Ï�ÕÝÅÎ).

úÁ�ÉÓØ ÔÅÎÚÏÒÁ J

ik

ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

J

ik

=

0

B

B

B

B

�

P

m(y

2

+ z

2

) �

P

mxy �

P

mxz

�

P

myx

P

m(x

2

+ z

2

) �

P

myz

�

P

mzx �

P

mzy

P

m(x

2

+ y

2

)

1

C

C

C

C

A

:

Á) ÷ÙÂÅÒÅÍ ÏÓØ z ×ÄÏÌØ ÌÉÎÉÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�; ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ

ÞÁÓÔÉ� x = y = 0, É ×ÓÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÏÂÒÁÔÑÔÓÑ × ÎÕÌØ,

ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ J

11

=

P

mz

2

É J

22

=

P

mz

2

. á ÔÁË ËÁË ×ÓÅ ÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ

ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÜÔÉ ÖÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ J

11

É J

22

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍÉ

ÍÏÍÅÎÔÁÍÉ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÒÏÔÁÔÏÒÁ:

J

1

= J

2

=

X

mz

2

;

J

3

= 0:

Â) ÷ÙÂÅÒÅÍ ÏÓØ z �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�;

ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÞÁÓÔÉ� z = 0. ïÓÉ x É y ×ÙÂÅÒÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉ� ÔÁË,
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ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÏÂÒÁÔÉÌÉÓØ × ÎÕÌØ,

{ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÓÉ x É y ÂÕÄÕÔ ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÏÓÑÍÉ ÉÎÅÒ�ÉÉ.

äÌÑ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÍÏÍÅÎÔÏ× ÉÎÅÒ�ÉÉ �ÏÌÕÞÁÅÍ:

J

1

=

X

my

2

;

J

2

=

X

mx

2

;

J

3

=

X

m(x

2

+ y

2

) = J

1

+ J

2

:

5.2 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÉ�

ÍÁÓÓÁÍÉ m

1

= 1 É m

2

= 2, ÏÔÓÔÏÑÝÉÈ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ l = 3.

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÏÓØ z ×ÄÏÌØ �ÒÑÍÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÞÁÓÔÉ�Ù, Á ÎÁ-

ÞÁÌÏ ÏÔÓÞÅÔÁ ×ÙÂÅÒÅÍ × �ÅÎÔÒÅ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 70).

l

m2=2

z

m1=1

0

òÉÓÕÎÏË 70

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÞÁÓÔÉ� z

1

É z

2

, ÔÏÇÄÁ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÅÎÔÒÁ

ÍÁÓÓ ÓÌÅÄÕÅÔ: m

1

z

1

+m

2

z

2

= 0, ÉÌÉ

z

1

+ 2z

2

= 0:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ

z

2

� z

1

= 3:

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ËÏ-

ÏÒÄÉÎÁÔ ÞÁÓÔÉ� z

1

É z

2

:

8

>

<

>

:

z

1

+ 2z

2

= 0

�z

1

+ z

2

= 3

;

ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ: z

1

= �2, z

2

= 1.
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ðÏÓËÏÌØËÕ x

1

= y

1

= x

2

= y

2

= 0, ÔÏ ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÎÕÌÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ

ÔÅÎÚÏÒÁ ÉÎÅÒ�ÉÉ:

J

11

= J

22

= J

1

= J

2

= m

1

z

2

1

+m

2

z

2

2

= 1 � 4 + 2 � 1 = 6

ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ.

5.3 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ ÔÒÅÈ ÞÁ-

ÓÔÉ� ÍÁÓÓÁÍÉ m

1

= 1, m

2

= 1, m

3

= 3, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ×ÄÏÌØ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÎÁ

ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÈ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 71.

l1=2 l2=1

m3=2
z

m2=1m1=1

òÉÓÕÎÏË 71

òÅÛÅÎÉÅ. óÎÏ×Á ×ÙÂÅÒÅÍ ÏÓØ z ×ÄÏÌØ �ÒÑÍÏÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ ÞÁ-

ÓÔÉ�Ù, Á ÅÅ ÎÁÞÁÌÏ { × �ÅÎÔÒÅ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ,

m

1

z

1

+m

2

z

2

+m

3

z

3

= 0;

ÉÌÉ

z

1

+ z

2

+ 2z

3

= 0:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÅÝÅ Ä×Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:

z

2

� z

1

= 2; z

3

� z

2

= 1:

ðÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÔÒÅÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

z

1

+ z

2

+ 2z

3

= 0

� z

1

+ z

2

= 2

� z

2

+ z

3

= 1

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ z

1

, z

2

, z

3

.
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òÅÛÁÑ ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ (ÎÁ-

�ÒÉÍÅÒ, Ó �ÏÍÏÝØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ), ÎÁÈÏÄÉÍ:

z

1

= �2; z

2

= 0; z

3

= 1:

ïÓÉ x É y ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ

ÉÎÅÒ�ÉÉ ÏÂÒÁÔÉÌÉÓØ × ÎÕÌØ. �ÏÇÄÁ, ËÁË É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÇÌÁ×ÎÙÍÉ

ÍÏÍÅÎÔÁÍÉ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÕÄÕÔ

J

1

= J

2

= m

1

z

2

1

+m

2

z

2

2

+m

3

z

2

3

= 6:

5.4 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÒÅÈ ÞÁÓÔÉ�

ÍÁÓÓÁÍÉ m

1

= 2, m

2

= 1, m

3

= 1, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏ-

ÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 72).

m1=2

m2=1 m3=1

0
x

y

òÉÓÕÎÏË 72

ïÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÏ 2, ÅÇÏ ×ÙÓÏÔÁ ÒÁ×ÎÁ 6.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ×ÓÅ ÔÒÉ ÞÁÓÔÉ�Ù ÌÅÖÁÔ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ z = 0. ïÓØ x

×ÙÂÅÒÅÍ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÓØ y { ×ÄÏÌØ ÅÇÏ ×ÙÓÏÔÙ,

ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 72. îÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ { × �ÅÎÔÒÅ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ.

128



þÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÞÁÓÔÉ� �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë �ÅÎ-

ÔÒÕ ÍÁÓÓ, ÓÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ: m

2

x

2

+m

3

x

3

= 0 ÉÌÉ x

2

+ x

3

= 0,

m

1

y

1

+ n

2

y

2

+m

3

y

3

= 0 ÉÌÉ 2y

1

+ y

2

+ y

3

= 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, x

3

� x

2

= 2,

y

1

� y

2

= y

1

� y

3

= 3. óÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

x

2

+ x

3

= 0

� x

2

+ x

3

= 2

2y

1

+ y

2

+ y

3

= 0

y

1

� y

2

= 0

y

1

� y

3

= 3

òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ x

1

= 0, x

2

= �1, x

3

= 1, y

1

= 3=2, y

2

= �3=2,

y

3

= �3=2, z

1

= z

2

= z

3

= 0.

÷ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÒÁ×-

ÎÙ:

J

11

= m

1

(y

2

1

+ z

2

1

) +m

2

(y

2

2

+ z

2

2

) +m

3

(y

2

3

+ z

2

3

) = 2 �

9

4

+ 1 �

9

4

+ 1 �

9

4

= 9;

J

22

= m

1

(x

2

1

+ z

2

1

) +m

2

(x

2

2

+ z

2

2

) +m

3

(x

2

3

+ z

2

3

) = 2 � 0 + 1 � 1 + 1 � 1 = 2;

J

33

= m

1

(x

2

1

+y

2

1

)+m

2

(x

2

2

+y

2

2

)+m

3

(x

2

3

+y

2

3

) = 2�(0+

9

4

)+1�(1+

9

4

)+1�(1+

9

4

) = 11;

J

12

= �(m

1

x

1

y

1

+m

2

x

2

y

2

+m

3

x

3

y

3

) = �(0 + (�1) � (�

3

2

) + 1 � (�

3

2

)) = 0;

J

13

= �(m

1

x

1

z

1

+m

2

x

2

z

2

+m

3

x

3

z

3

) = 0;

J

23

= �(m

1

y

1

z

1

+m

2

y

2

z

2

+m

3

y

3

z

3

) = 0:

ðÏÓËÏÌØËÕ × ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÓÅ ÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎ-

ÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ J

ik

ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ J

1

= J

11

, J

2

= J

22

É J

3

= J

33

ÓÕÔØ ÇÌÁ×ÎÙÅ

ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

5.5 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÒÅÈ ÞÁÓÔÉ�

ÍÁÓÓÁÍÉ m

1

= 3, m

2

= 2, m

3

= 1, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 73). äÌÉÎÙ ËÁÔÅÔÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ 1 É 2.
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m1=3

m2=2 m3=1

0 x

y

òÉÓÕÎÏË 73

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÂÉÒÁÅÍ ÏÓÉ x É y �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ËÁÔÅÔÁÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ,

ÏÓØ z { �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÅÇÏ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ï { × �ÅÎÔÒÅ

ÍÁÓÓ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ:

m

1

x

1

+m

2

x

2

+m

3

x

3

= 0;

m

1

y

1

+m

2

y

2

+m

3

y

3

= 0;

ÉÌÉ

3x

1

+ 2x

2

+ x

3

= 0;

3y

1

+ 2y

2

+ y

3

= 0:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ:

x

3

� x

2

= x

3

� x

1

= 1;

y

1

� y

2

= y

1

� y

3

= 2:

òÅÛÁÑ ÜÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ, ÎÁÈÏÄÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÞÁÓÔÉ� ÓÉÓÔÅÍÙ:

x

1

= x

2

= �

1

6

; x

3

=

5

6

;

y

1

= 1; y

2

= y

3

= �1;
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z

1

= z

2

= z

3

= 0:

ó ÕÞÅÔÏÍ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÅÍ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ ×ÓÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ J

ik

:

J

11

= m

1

y

2

1

+m

2

y

2

2

+m

3

y

2

3

= 3 � 1 + 2 � 1 + 1 � 1 = 6;

J

22

= m

1

x

2

1

+m

2

x

2

2

+m

3

x

2

3

= 3 �

1

36

+ 2 �

1

36

+ 1 �

25

36

=

5

6

;

J

33

= m

1

(x

2

1

+ y

2

1

) +m

2

(x

2

2

+ y

2

2

) +m

3

(x

2

3

+ y

2

3

) = J

11

+ J

22

=

41

6

;

J

12

= �(m

1

x

1

y

1

+m

2

x

2

y

2

+m

3

x

3

y

3

) =

= �

�

3 �

�

�

1

6

�

� 1 + 2 �

�

�

1

6

�

� (�1) + 1 �

5

6

� (�1)

�

= 1;

J

21

= J

12

= 1;

×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉ�Á ÔÅÎÚÏÒÁ J

ik

ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

J

ik

=

0

B

B

B

B

�

6 1 0

1

5

6

0

0 0

41

6

1

C

C

C

C

A

:

þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒ�ÉÉ J

1

, J

2

, J

3

, ÎÁÄÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ ÜÔÕ

ÍÁÔÒÉ�Õ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÍ É ÒÅÛÉÍ ×ÅËÏ×ÏÅ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÅ:

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

6� � 1 0

1

5

6

� � 0

0 0

41

6

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= 0

ðÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �:

�

41

6

� �

��

�

2

�

41

6

�+ 4

�

= 0;

ËÏÒÎÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ É ÅÓÔØ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒ�ÉÉ J

1

, J

2

, J

3

:

�

1

=

41

6

; �

2

=

41 +

p

1105

12

;
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�

3

=

41�

p

1105

12

:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÇÌÁ×ÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ

J

1

=

41

6

;

J

2

=

41 +

p

1105

12

;

J

3

=

41�

p

1105

12

:

5.6ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ �ÑÔÉ ÞÁÓÔÉ�

ÍÁÓÓÁÍÉ m

1

= 2, m

2

= m

3

= m

4

= m

5

= 1, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÞÅÔÙÒÅÈ-

ÕÇÏÌØÎÕÀ �ÉÒÁÍÉÄÕ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 74). óÔÏÒÏÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ �ÉÒÁÍÉÄÙ ÒÁ×ÎÁ 1,

ÅÅ ×ÙÓÏÔÁ 2.

m1=2

m2=1 m3=1

m4=1
m5=1

0
x

y

z

òÉÓÕÎÏË 74

òÅÛÅÎÉÅ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÅÖÉÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ

ÔÏÞËÅ ï, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ×ÙÓÏÔÅ �ÉÒÁÍÉÄÙ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ ï ÚÁ ÎÁÞÁÌÏ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÏÓØ z ÎÁ�ÒÁ×ÉÍ ××ÅÒÈ ×ÄÏÌØ ×ÙÓÏÔÙ �ÉÒÁÍÉÄÙ, ÔÏÇÄÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ

xy ÂÕÄÅÔ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÅÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÏÓÉ x É y ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÙ

�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 74.
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éÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÍÏÖÅÍ ÓÒÁÚÕ ÚÁ�ÉÓÁÔØ:

x

1

= y

1

= 0; x

2

= x

5

= �

1

2

x

3

= x

4

=

1

2

; y

2

= y

3

= �

1

2

;

y

4

= y

5

=

1

2

; z

2

= z

3

= z

4

= z

5

� z

i

:

äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ z

i

×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ:

m

1

z

1

+m

2

z

2

+m

3

z

3

+m

4

z

4

+m

5

z

5

= 0;

ÉÌÉ

2z

1

+ 4z

i

= 0; z

1

+ 2z

i

= 0:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ z

1

�z

2

= 2. éÈ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁÈÏÄÉÍ:

z

1

=

4

3

; z

2

= z

3

= z

4

= z

5

= �

2

3

:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ:

J

11

= m

1

�

y

2

1

+ z

2

1

�

+m

2

�

y

2

2

+ z

2

2

�

+m

3

�

y

2

3

+ z

2

3

�

+m

4

�

y

2

4

+ z

2

4

�

+m

5

�

y

2

5

+ z

2

5

�

=

= 2 �

�

0 +

16

9

�

+ 4 �

�

1

4

+

4

9

�

=

19

3

;

J

22

= m

1

�

x

2

1

+ z

2

1

�

+m

2

�

x

2

2

+ z

2

2

�

+m

3

�

x

2

3

+ z

2

3

�

+m

4

�

x

2

4

+ z

2

4

�

+m

5

�

x

2

5

+ z

2

5

�

=

= 2 �

�

0 +

16

9

�

+ 4 �

�

1

4

+

4

9

�

=

19

3

= J

11

;

J

33

= m

1

�

x

2

1

+ y

2

1

�

+m

2

�

x

2

2

+ y

2

2

�

+m

3

�

x

2

3

+ y

2

3

�

+m

4

�

x

2

4

+ y

2

4

�

+m

5

�

x

2

5

+ y

2

5

�

=

= 2 � (0 + 0) + 4 �

�

1

4

+

1

4

�

= 2;

J

12

= � (m

1

x

1

y

1

+m

2

x

2

y

2

+m

3

x

3

y

3

+m

4

x

4

y

4

+m

5

x

5

y

5

) =

= �

�

2 � 0 � 0 + 1 �

�

�

1

2

�

�

�

�

1

2

�

+ 1 �

1

2

�

�

�

1

2

�

+ 1 �

1

2

�

1

2

+ 1 �

�

�

1

2

�

�

1

2

�

= 0;

J

13

= � (m

1

x

1

z

1

+m

2

x

2

z

2

+m

3

x

3

z

3

+m

4

x

4

z

4

+m

5

x

5

z

5

) =

= �

�

2 � 0 �

4

3

+ 1 �

�

�

1

2

�

�

�

�

2

3

�

+ 1 �

1

2

�

�

�

2

3

�

+
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+1 �

1

2

�

�

�

2

3

�

+ 1 �

�

�

1

2

�

�

�

�

2

3

��

= 0;

J

23

= � (m

1

y

1

z

1

+m

2

y

2

z

2

+m

3

y

3

z

3

+m

4

y

4

z

4

+m

5

y

5

z

5

) =

= �

�

2 � 0 �

4

3

+ 1 �

�

�

1

2

�

�

�

�

2

3

�

+ 1 �

�

�

1

2

�

�

�

�

2

3

�

+

+1 �

1

2

�

�

�

2

3

�

+ 1 �

1

2

�

�

�

2

3

��

= 0:

ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù J

ik

ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÒÁ×-

ÎÙÍÉ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ J

11

= J

1

, J

22

= J

2

, J

33

= J

3

ÓÕÔØ

ÇÌÁ×ÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ. á ÔÁË ËÁË J

1

= J

2

6= J

3

, ÔÏ ÒÁÓÓÍÁ-

ÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÅÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ×ÏÌÞÏË.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

5.7 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒ�ÉÉ Ó�ÌÏÛÎÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ

ÛÁÒÁ ÍÁÓÓÙ m É ÒÁÄÉÕÓÁ R.

5.8 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ËÒÕÇÏ×ÏÇÏ �É-

ÌÉÎÄÒÁ ÍÁÓÓÙ m Ó ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ R É ×ÙÓÏÔÏÊ H.

5.9 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒ�ÉÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅ-

ÌÅ�É�ÅÄÁ ÍÁÓÓÙ m Ó ÄÌÉÎÁÍÉ ÒÅÂÅÒ a, b, .

5.10 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒ�ÉÉ ËÒÕÇÏ×ÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ ÍÁÓÓÙ

m Ó ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ R É ×ÙÓÏÔÏÊ H.

5.2 ëÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ Ô×ÅÒÄÏÇÏ ÔÅÌÁ

5.11 ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÁÓÔÏÔÕ ÍÁÌÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÁÑÔÎÉËÁ

(Ô×ÅÒÄÏÅ ÔÅÌÏ, ËÁÞÁÀÝÅÅÓÑ × �ÏÌÅ ÓÉÌÙ ÔÑÖÅÓÔÉ ÏËÏÌÏ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÇÏÒÉ-

ÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ) �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍ: ÍÁÓÓÁ M ; ÇÌÁ×ÎÙÅ ÍÏ-

ÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒ�ÉÉ J

1

, J

2

, J

3

; ÕÇÌÙ �, �,  ÇÌÁ×ÎÙÈ ÏÓÅÊ ÉÎÅÒ�ÉÉ Ó ÏÓØÀ ×ÒÁÝÅÎÉÑ;

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ l ÏÔ ÏÓÉ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÄÏ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ.
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òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ï { ÏÓØ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÁÑÔÎÉËÁ, ó { ÅÇÏ

�ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 75). ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ××ÅÄÅÍ

ÕÇÏÌ ' ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÔÉËÁÌØÀ É �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÏÍ, Ï�ÕÝÅÎÎÙÍ ÉÚ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ

ó ÎÁ ÏÓØ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ï.

0

j

l

C

òÉÓÕÎÏË 75

ëÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ Ô×ÅÒÄÏÇÏ ÔÅÌÁ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ËÉ-

ÎÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÜÎÅÒÇÉÊ �ÏÓÔÕ�ÁÔÅÌØÎÏÇÏ É ×ÒÁÝÁÔÅÌØÎÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÊ:

T =

M

~

V

2

2

+

1

2

�

J

1

!

2

1

+ J

2

!

2

2

+ J

3

!

2

3

�

;

ÇÄÅ

~

V { ÓËÏÒÏÓÔØ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÔÅÌÁ, ~!(!

1

; !

2

; !

3

) { ÕÇÌÏ×ÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ×ÒÁÝÅ-

ÎÉÑ ÔÅÌÁ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ.

÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ V = l _', Á �ÒÏÅË�ÉÉ ÕÇÌÏ×ÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÏÓÉ

ÉÎÅÒ�ÉÉ !

1

= _' os�, !

2

= _' os �, !

3

= _' os . �ÏÇÄÁ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ ÜÎÅÒ-

ÇÉÀ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÁÑÔÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

U(') =Mgl(1� os ) = 2Mgl � sin

2

'

2

:

�ÁË ËÁË ÕÇÏÌ ' �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÍÁÌ, ÔÏ

sin

2

'

2

�

�

'

2

�

2

=

'

2

4

;
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�ÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ ÍÁÌÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÑÈ ÍÁÑÔÎÉËÁ ÅÇÏ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ

U =

1

2

Mgl'

2

;

É ÆÕÎË�ÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ

L =

1

2

Ml

2

_'

2

+

1

2

�

J

1

os

2

� + J

2

os

2

� + J

3

os

2



�

� _'

2

�

1

2

Mgl'

2

:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÁÓÔÏÔÁ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÁÑÔÎÉËÁ

� =

1

2�

s

Mgl

Ml

2

+ J

1

os

2

�+ J

2

os

2

� + J

3

os

2



5.12 îÁÊÔÉ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÜÎÅÒÇÉÀ ÓÉÓÔÅÍÙ, �ÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ

76. úÄÅÓØ ïá É á÷ { úÄÅÓØ ïá É á÷ { ÔÏÎËÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÓÔÅÒÖÎÉ ÄÌÉÎÏÊ

l, ÛÁÒÎÉÒÎÏ ÓËÒÅ�ÌÅÎÎÙÅ × ÔÏÞËÅ á. óÔÅÒÖÅÎØ ïá ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ (× �ÌÏÓËÏÓÔÉ

ÒÉÓÕÎËÁ) ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ ï, Á ËÏÎÅ� ÷ ÓÔÅÒÖÎÑ á÷ ÓËÏÌØÚÉÔ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ x.

0 j

l l

A

B x

y

òÉÓÕÎÏË 76

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÊÄÅÍ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÜÎÅÒÇÉÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÔÅÒÖÎÅÊ,

ÉÍÅÑ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÓÔÅÒÖÎÑ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ × ÅÇÏ ÓÅÒÅÄÉÎÅ, Á ËÉÎÅ-

ÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÓÔÅÒÖÎÑ ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÜÎÅÒÇÉÊ ÅÇÏ �Ï-

ÓÔÕ�ÁÔÅÌØÎÏÇÏ É ×ÒÁÝÁÔÅÌØÎÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÊ. ëÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÓÔÅÒÖ-

ÎÑ ïá ÒÁ×ÎÁ

T

1

=

1

2

MV

2

+

1

2

J _'

2

;
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ÇÄÅ M { ÍÁÓÓÁ ÓÔÅÒÖÎÑ, J { ÅÇÏ ÍÏÍÅÎÔ ÉÎÅÒ�ÉÉ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë �ÅÎÔÒÕ

ÍÁÓÓ, V =

l

2

_' { ÓËÏÒÏÓÔØ �ÏÓÔÕ�ÁÔÅÌØÎÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ. �ÁËÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ,

T

1

=

1

8

Ml

2

_'

2

+

1

2

J _'

2

:

ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÒÉÓÕÎËÁ 76, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÓÔÅÒÖÎÑ á÷

x =

3l

2

os'; y =

l

2

sin';

Á ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÅÇÏ ÓËÏÒÏÓÔÉ

x =

3l

2

os'; y =

l

2

sin';

Á ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÅÇÏ ÓËÏÒÏÓÔÉ

_x = �

3l

2

_' sin'; _y =

l

2

_' os':

�ÁË ËÁË ÕÇÌÏ×ÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÓÔÅÒÖÎÑ á÷ ×ÏËÒÕÇ Ó×ÏÅÇÏ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ

ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÁ _', ÔÏ ÅÇÏ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ

T

2

=

M

2

( _x

2

+ _y

2

) +

J _'

2

2

==

Ml

2

8

(1 + 8 sin

2

')'

2

+

J _'

2

2

ðÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÓÔÅÒÖÎÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ,

�ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ÓÅÒÅÄÉÎÕ, ÒÁ×ÅÎ

J =

Ml

2

12

;

�ÏÌÕÞÁÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÏÌÎÏÊ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ:

T = T

1

+ T

2

=

Ml

2

3

(1 + 3 sin

3

') _'

2

:

5.13 îÁÊÔÉ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÜÎÅÒÇÉÀ �ÉÌÉÎÄÒÁ (ÒÁÄÉÕÓÁ R), ËÁÔÑÝÅÇÏÓÑ

�Ï �ÌÏÓËÏÓÔÉ. íÁÓÓÁM �ÉÌÉÎÄÒÁ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ �Ï ÅÇÏ ÏÂßÅÍÕ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÏÓÅÊ ÉÎÅÒ�ÉÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÏÓÉ �ÉÌÉÎÄÒÁ É �ÒÏÈÏÄÉÔ ÎÁ
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ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ a ÏÔ ÎÅÅ; ÍÏÍÅÎÔ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÏÓÉ ÒÁ×ÅÎ

J .

a
j

R
r

òÉÓÕÎÏË 77

òÅÛÅÎÉÅ. ÷×ÅÄÅÍ ÕÇÏÌ ' (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 77) ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÔÉËÁÌØÀ É �ÅÒ-

�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÏÍ, Ï�ÕÝÅÎÎÙÍ ÉÚ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÎÁ ÏÓØ �ÉÌÉÎÄÒÁ.

ä×ÉÖÅÎÉÅ �ÉÌÉÎÄÒÁ × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-

×ÁÔØ ËÁË ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ ×ÒÁÝÅÎÉÊ: 1) ×ÒÁÝÅÎÉÑ ×ÏËÒÕÇ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ,

ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÅÊ Ó ÌÉÎÉÅÊ ÓÏ�ÒÉËÏÓÎÏ×ÅÎÉÑ �ÉÌÉÎÄÒÁ Ó ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ �ÌÏÓËÏ-

ÓÔØÀ, É 2) ×ÒÁÝÅÎÉÑ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ.

õÇÌÏ×ÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ×ÒÁÝÅÎÉÊ ÅÓÔØ _', �ÏÓËÏÌØËÕ ÕÇÌÏ-

×ÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ×ÒÁÝÅÎÉÑ Ô×ÅÒÄÏÇÏ ÔÅÌÁ ×ÏËÒÕÇ ×ÓÅÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÓÅÊ { ÏÄÎÁ

É ÔÁ ÖÅ. ãÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÏÔ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ

r =

p

a

2

+ R

2

� 2aR os';

ÔÏÇÄÁ ÓËÏÒÏÓÔØ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÏÓÉ

V = r _' = _'

p

a

2

+R

2

� 2aR os';

�ÏÜÔÏÍÕ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÚ ÎÁÚ×ÁÎÎÙÈ ×ÒÁÝÅÎÉÊ

T

1

=

MV

2

2

=

M

2

�

a

2

+R

2

� 2aR os'

�

_'

2

;

ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ

T

2

=

J _'

2

2

:
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ðÏÌÎÁÑ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ �ÉÌÉÎÄÒÁ

T = T

1

+ T

2

=

M

2

�

a

2

+ R

2

� 2aR os'

�

_'

2

+

J _'

2

2

:

5.14 îÁÊÔÉ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÜÎÅÒÇÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ �ÉÌÉÎÄÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ a,

ËÁÔÑÝÅÇÏÓÑ �Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ R

(ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 78). íÁÓÓÁ �ÉÌÉÎÄÒÁ M .

a

j

R

òÉÓÕÎÏË 78

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ' { ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÌÉÎÉÅÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ �ÅÎÔÒÙ ÏÂÏÉÈ

�ÉÌÉÎÄÒÏ×, É ×ÅÒÔÉËÁÌØÀ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 78). ãÅÎÔÒ ÍÁÓÓ �ÉÌÉÎÄÒÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ

ÎÁ ÅÇÏ ÏÓÉ, É ÅÇÏ ÓËÏÒÏÓÔØ

V = (R� a) _':

õÇÌÏ×ÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ÅÓÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ ÞÉÓÔÏÇÏ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ×ÏËÒÕÇ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ,

ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÅÊ Ó ÌÉÎÉÅÊ ÓÏ�ÒÉËÏÓÎÏ×ÅÎÉÑ �ÉÌÉÎÄÒÏ×; ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ

! =

V

a

=

R � a

_'

:

�ÏÇÄÁ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ

T =

MV

2

2

+

J

3

!

2

2

;

ÇÄÅ J

3

=

Ma

3

2

{ ÍÏÍÅÎÔ ÉÎÅÒ�ÉÉ Ó�ÌÏÛÎÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ �ÉÌÉÎÄÒÁ ÏÔÎÏÓÉ-
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ÔÅÌØÎÏ ÅÇÏ ÏÓÉ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 5.8). ðÏÌÕÞÁÅÍ:

T =

M

2

_'

2

(R� a)

2

+

J

3

2

_'

2

(R� a)

2

a

2

=

M

2

_'

2

(R� a)

2

+

Ma

2

4

_'

2

(R� a)

2

a

2

=

3

4

M _'

2

(R� a)

2

:

5.15 îÁÊÔÉ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÜÎÅÒÇÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ Ó ÕÇÌÏÍ ÒÁÓ-

Ô×ÏÒÁ 2�, ËÁÔÑÝÅÇÏÓÑ �Ï �ÌÏÓËÏÓÔÉ. íÁÓÓÁ ËÏÎÕÓÁM , ÅÇÏ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÏÔÓÔÏÉÔ

ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ a.

òÉÓÕÎÏË 79

òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ËÏÎÕÓ × ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ XY Z

(ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 79). ðÕÓÔØ � { ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÌÉÎÉÅÊ ïá ÓÏ�ÒÉËÏÓÎÏ×ÅÎÉÑ ËÏÎÕ-

ÓÁ Ó �ÌÏÓËÏÓÔØÀ É ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ × ÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ

ÏÓØÀ X.
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óËÏÒÏÓÔØ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ V = a os� �

_

�; ÕÇÌÏ×ÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ×ÒÁÝÅÎÉÑ

ËÏÎÕÓÁ ×ÏËÒÕÇ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÔÉ ïá:

! =

V

a sin�

=

_

� � tg�:

ïÄÎÁ ÉÚ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÏÓÅÊ ÉÎÅÒ�ÉÉ (ÏÓØ x

3

ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÓØÀ ËÏÎÕÓÁ, Á Ä×Å

ÄÒÕÇÉÅ { ÅÊ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÏÓØ x

3

�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÏÓÉ ËÏÎÕÓÁ

É ÌÉÎÉÉ ïá; ÔÏÇÄÁ �ÒÏÅË�ÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ ~! (ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ïá ÎÁ

ÇÌÁ×ÎÙÅ ÏÓÉ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ

!

1

= ! sin� =

_

� � os�; !

2

= 0;

!

3

= ! os� =

_

� �

os

2

�

sin�

ëÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ËÏÎÕÓÁ

T =

MV

2

2

+

J

1

!

2

1

2

+

J

2

!

2

2

2

+

J

3

!

2

3

2

=

=

Ma

2

2

os

2

� �

_

�

2

+

J

1

2

� os

2

� �

_

�

2

+ 0 +

J

3

2

�

os

4

�

sin

2

�

�

_

�

2

:

õÞÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ

J

1

= J

2

=

3M

20

�

R

2

+

H

2

4

�

; J

3

=

3

10

MR

2

:

(ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 5.10), Á ÔÁËÖÅ ÔÏ, ÞÔÏ

a =

3

4

H; R = H � tg�:

ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ ÄÁÅÔ:

T =

3

40

MH

2

�

_

�

2

� (1 + 5 os

2

�):

5.16 îÁÊÔÉ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÜÎÅÒÇÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ, ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ËÏ-

ÔÏÒÏÇÏ �Ï �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Á ×ÅÒÛÉÎÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÞËÅ ÎÁÄ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ
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ÎÁ ×ÙÓÏÔÅ, ÒÁ×ÎÏÊ ÒÁÄÉÕÓÕ R ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ (ÔÁË, ÞÔÏ ÏÓØ ËÏÎÕÓÁ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ

�ÌÏÓËÏÓÔÉ). õÇÏÌ ÒÁÓÔ×ÏÒÁ ËÏÎÕÓÁ 2�, �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÏÔÓÔÏÉÔ ÏÔ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁ

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ a.

òÉÓÕÎÏË 80

òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ËÁÔÑÝÉÊÓÑ ËÏÎÕÓ × ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒ-

ÄÉÎÁÔ XY Z (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 80).

ðÕÓÔØ � { ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ (ÎÁ�ÒÉ-

ÍÅÒ, ÏÓØÀ X) É �ÒÏÅË�ÉÅÊ ÏÓÉ ËÏÎÕÓÁ ÎÁ ÜÔÕ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÔÏÇÄÁ ÓËÏÒÏÓÔØ

�ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ËÏÎÕÓÁ

V = a �

_

�:
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íÇÎÏ×ÅÎÎÏÊ ÏÓØÀ ×ÒÁÝÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ËÏÎÕÓÁ ïá, �ÒÏ×Å-

ÄÅÎÎÁÑ × ÔÏÞËÕ ÅÇÏ ÓÏ�ÒÉËÏÓÎÏ×ÅÎÉÑ Ó �ÌÏÓËÏÓÔØÀ. ãÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÏÔÓÔÏÉÔ

ÏÔ ÜÔÏÊ ÏÓÉ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ a � sin�, É �ÏÔÏÍÕ ÕÇÌÏ×ÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ×ÒÁÝÅÎÉÑ

×ÏËÒÕÇ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ

! =

V

a sin�

=

_

�

sin�

:

ëÁË É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÏÓØ x

2

×ÙÂÉÒÁÅÍ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÏÓÉ ËÏÎÕÓÁ

x

3

É ÌÉÎÉÉ ïá; ÔÏÇÄÁ �ÒÏÅË�ÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ ~! ÎÁ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÏÓÉ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÂÕÄÅÔ

ÒÁ×ÎÁ:

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

!

1

= ! � sin� =

_

�

!

2

= 0

!

3

= ! � os� =

_

� � tg�;

:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ËÁÔÑÝÅÇÏÓÑ ËÏÎÕÓÁ (M { ÅÇÏ ÍÁÓÓÁ)

T =

MV

2

2

+

J

1

!

2

1

2

+

J

2

!

2

2

2

+

J

3

!

2

3

2

=

Ma

2

2

�

_

�

2

+

J

1

2

�

_

�

2

+ 0 +

J

3

2

�

_

�

2

� tg

2

�:

õÞÉÔÙ×ÁÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÍÏÍÅÎÔÏ× ÉÎÅÒ�ÉÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ

J

1

= J

2

=

3M

20

�

R

2

+

H

2

4

�

; J

3

=

3

10

MR

2

;

Á ÔÁËÖÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

a =

3

4

H; R = H tg�;

�ÏÌÕÞÁÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ:

T =

3

40

MH

2

_

�

2

�

1

os

2

�+ 5

�

:

5.17 îÁÊÔÉ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÜÎÅÒÇÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÈÏÓÎÏÇÏ ÜÌÌÉ�ÓÏÉ-

ÄÁ, Ó ÍÁÓÓÏÊM É �ÏÌÕÏÓÑÍÉ a, b, , ×ÒÁÝÁÀÝÅÇÏÓÑ ×ÏËÒÕÇ ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ó×ÏÉÈ ÏÓÅÊ

(á÷ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 81), �ÒÉÞÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÁÍÁ ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÏËÒÕÇ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ

CD, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ Ë ÎÅÊ É �ÒÏÈÏÄÑÝÅÇÏ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ ÜÌÌÉ�ÓÏÉÄÁ.
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òÉÓÕÎÏË 81

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ � { ÕÇÏÌ �Ï×ÏÒÏÔÁ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ CD; � { ÕÇÏÌ �Ï×ÏÒÏÔÁ

×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ á÷ (ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ CD É ÏÓØÀ x

1

, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ Ë á÷). �ÏÇÄÁ

�ÒÏÅË�ÉÉ ÕÇÌÏ×ÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ ~! ÎÁ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÏÓÉ ÉÎÅÒ�ÉÉ:

!

1

=

_

� os�; !

2

=

_

� sin�; !

3

=

_

�

(ÏÓØ x

3

ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó á÷).

éÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó

�ÅÎÔÒÏÍ ÜÌÌÉ�ÓÏÉÄÁ, Á ÅÇÏ ÏÓÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÏÓÑÍÉ ÉÎÅÒ�ÉÉ. éÚ×ÅÓÔ-

ÎÏ, ÞÔÏ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÜÌÌÉ�ÓÏÉÄÁ ÒÁ×ÎÙ

J

1

=

M

5

(b

2

+ 

2

); J

2

=

M

5

(a

2

+ 

2

); J

3

=

M

5

(a

2

+ b

2

):

ðÏÓËÏÌØËÕ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÅÎ, ÔÏ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒ-

ÇÉÑ ÜÌÌÉ�ÓÏÉÄÁ

T =

1

2

(J

1

!

2

1

+ J

2

!

2

2

+ J

3

!

2

3

) =

1

2

(J

1

os

2

�+ J

2

sin

2

�) �

_

�

2

+

1

2

J

3

_

�

2

:

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÓÀÄÁ ×Ù�ÉÓÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ J

1

, J

2

, J

3

, ÎÁÈÏÄÉÍ:

� =

M

10

�

a

2

(

_

�

2

sin

2

�+

_

�

2

) + b

2

(

_

�

2

os

2

�+

_

�

2

) + 

2

_

�

2

�

:
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6 ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ

ÓÉÓÔÅÍÙ Mathematia ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ

6.1 áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

ïÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ

× ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ: Õ�ÒÏÝÅÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ, ÒÅ-

ÛÅÎÉÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ �ÏÍÏÝØ × ÜÔÏÍ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÁ

Mathematia. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ �ÅÒÅÞÅÎØ ËÏÍÁÎÄ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁ-

ÓÔÏ Õ�ÏÔÒÅÂÌÑÅÍÙÈ �ÒÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ ÆÏÒÍÕÌ. äÌÑ ÂÏÌÅÅ �ÏÌÎÏÇÏ ÉÚÕÞÅ-

ÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÁËÅÔÁ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë Ó�Å�ÉÁÌÉÚÉ-

ÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÁÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ [9, 10℄.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×

ðÕÓÔØ F=F(x,y,...,z) { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÅ ×

ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ×ÉÄÅ).

Expand[F℄ { ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ.

Fator[F℄ { ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

FatorTerms[F℄ { ×ÙÎÅÓÔÉ ÚÁ ÓËÏÂËÉ ÏÂÝÉÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ.

FatorTerms[F,x℄ { ×ÙÎÅÓÔÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ x.

Collet[F,x℄ { �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ËÁË ÓÕÍÍÕ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ x (Ô.Å.

ÓÇÒÕ��ÉÒÏ×ÁÔØ ÞÌÅÎÙ Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅ�ÅÎØÀ x).

Collet[F,x,y,...,z℄ { ÓÇÒÕ��ÉÒÏ×ÁÔØ ÞÌÅÎÙ Ó ÏÄÎÉÍÉ É ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÔÅ�Å-

ÎÑÍÉ x; y; :::z.

PolynomialQ[expr,x℄ { ÔÅÓÔ: Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (expr) ÍÎÏÇÏÞÌÅ-

ÎÏÍ ÏÔ x.
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PolynomialQ[expr,x,y,...,z℄ { ÔÅÓÔ: Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (expr)

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ x; y; :::; z.

Variables[F℄ { ÄÁÔØ Ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F.

Length[F℄ { ÄÁÔØ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F.

Exponent[F,x℄ { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ x ×

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ F.

CoeÆient[F,expr℄ { ÍÎÏÖÉÔÅÌØ �ÒÉ ÏÄÎÏÞÌÅÎÅ expr × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ F.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ

ðÕÓÔØ P=P(x,y,...,x) { ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ.

ExpandNumerator[P℄ { ÒÁÓËÒÙÔØ (ÔÏ ÅÓÔØ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ, ÒÁÓËÒÙ×ÁÑ

ÓËÏÂËÉ) ÔÏÌØËÏ ÞÉÓÌÉÔÅÌÉ.

ExpandDenominator[P℄ { ÒÁÓËÒÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ.

Expand[P℄ { ÒÁÓËÒÙÔØ ÞÉÓÌÉÔÅÌÉ, �ÏÞÌÅÎÎÏ �ÏÄÅÌÉ× ÉÈ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ.

ExpandAll[P℄ { ÒÁÓËÒÙÔØ ÞÉÓÌÉÔÅÌÉ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ, �ÏÄÅÌÉ× �ÏÞÌÅÎÎÏ

ÞÉÓÌÉÔÅÌÉ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ.

Fator[P℄ { �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ É ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÉ-

ÔÅÌÉ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ.

Together[P℄ { �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ É ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÏÂÝÉÅ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ.

Apart[P℄ { ÒÁÚÌÏÖÉÔØ P ÎÁ ÓÕÍÍÕ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÄÒÏÂÅÊ, ×ÙÄÅÌÑÑ �ÅÌÙÅ

ÞÁÓÔÉ.

ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

x + I y { ÚÁ�ÉÓØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x+ iy × ÓÉÓÔÅÍÅ Mathematia.

Re[z℄ { ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ z.
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Im[z℄ { ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ z.

Conjugate[z℄ { ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �z (ÉÌÉ z

�

) ÄÌÑ z.

Abs[z℄ { ÍÏÄÕÌØ jzj ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z.

Arg[z℄ { ÁÒÇÕÍÅÎÔ ' ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ

Sin[x℄, Cos[x℄, Tan[x℄, Cot[x℄, Se[x℄, Cs[x℄ { ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ

ÆÕÎË�ÉÉ.

ArSin[x℄, ArCos[x℄, ArTan[x℄, ArCot[x℄, ArSe[x℄, ArCs[x℄

{ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ.

Sinh[x℄, Cosh[x℄, Tanh[x℄, Coth[x℄, Seh[x℄, Csh[x℄ { ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅ-

ÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ.

ArSinh[x℄, ArCosh[x℄, ArTanh[x℄, ArCoth[x℄, ArSeh[x℄, Ar-

Csh[x℄ { ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ.

ðÕÓÔØ F=F(x,y,...,z) { ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, Ô.Å. ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-

ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ (ÉÌÉ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÔÒÉÇÏÎÏ-

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ) ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÉÞÅÍ �ÏÄ ÚÎÁËÁÍÉ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ

ÍÏÇÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×.

TrigExpand[F℄ { ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÌÉÎÅÊ-

ÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ ÜÔÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, �ÏÌÕÞÁÑ ÒÁ�ÉÏ-

ÎÁÌØÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× x; y; :::; z.

TrigFator[F℄ { �ÅÒÅÈÏÄÉÔ ÏÔ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ �ÏÄ ÚÎÁËÁÍÉ

ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ë ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ-ÏÄÎÏÞÌÅÎÁÍ É ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔ ÎÁ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÅÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ

ÆÕÎË�ÉÊ.
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TrigFatorList[F℄ { ÄÅÌÁÅÔ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ,

ÎÏ ÏÔ×ÅÔ ÄÁÅÔ × ×ÉÄÅ Ó�ÉÓËÁ Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ Ó�ÉÓËÏ×, × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ

�ÅÒ×ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ { ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, Á ×ÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ { �ÏËÁÚÁÔÅÌØ

ÓÔÅ�ÅÎÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÏÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ×ÈÏÄÉÔ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ.

TrigRedue[F℄ { �ÅÒÅÄÅÌÙ×ÁÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ

ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÏÓÔÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× × ÍÅÎÅÅ ÇÒÏÍÏÚÄËÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (ËÁË �ÒÁ×É-

ÌÏ, ÏÄÎÏÞÌÅÎ), ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ËÏÍÂÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ

ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×.

TrigToExp[F℄ { ËÏÎ×ÅÒÔÉÒÕÅÔ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ×Ù-

ÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔ.

ExpToTrig[F℄ { ËÏÎ×ÅÒÔÉÒÕÅÔ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔ × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅ-

ÔÒÉÞÅÓËÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ.

6.2 ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÏ× ÆÕÎË�ÉÊ

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ y = sinx

Plot[Sin[x℄,fx, -2 Pi, 2 Pi g℄

úÄÅÓØ �ÏËÁÚÁÎÙ ÔÏÌØËÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÆÕÎË�ÉÉ Plot. òÅ-

ÚÕÌØÔÁÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ËÏÍÁÎÄÙ �ÒÉ×ÅÄÅÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 82.

òÉÓÕÎÏË 82
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ëÁË ×ÉÄÉÍ, ÇÒÁÆÉË �ÏÓÔÒÏÅÎ ÄÌÑ x 2 [��=2; 3�=2℄.

äÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÒÉ×ÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ

ÆÕÎË�ÉÑ ParametriPlot. ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ, ÚÁÄÁÎ-

ÎÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ x = t

2

, y =

2

3

t(3� t

2

).

ParametriPlot[ f t ^ 2, 2/3 t (3-t ^ 2) g,ft, -2, 2 g℄

òÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 83.

òÉÓÕÎÏË 83

æÕÎË�ÉÑ ListPlot ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ Ó�ÉÓÏË ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ.

ListPlot[ f y

1

, y

2

, . . . g℄ ÓÔÒÏÉÔ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ Ó

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (1; y

1

), (2; y

2

), . . .

ListPlot[ f f x

1

, y

1

g, f x

2

, y

2

g, . . . g℄ ÓÔÒÏÉÔ ÔÏÞËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ

(x

1

; y

1

), (x

2

; y

2

), . . .

æÕÎË�ÉÀ ContourPlot ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ×ÉÚÕÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓËÁÌÑÒ-

ÎÙÈ �ÏÌÅÊ, ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ÓÔÒÏÉÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ XOY

ÌÉÎÉÊ ÕÒÏ×ÎÑ ÆÕÎË�ÉÉ f

ContourPlot[ f, fx,a,b g, fy,,dg℄ ×Ù×ÏÄÉÔ ËÏÎÔÕÒÎÙÊ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË-

�ÉÉ f ÎÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ x 2 [a; b℄, y 2 [; d℄.

äÌÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÚÁÄÁÎ-

ÎÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ z = f(x; y), ÇÄÅ x 2 [a; b℄, y 2 [; d℄, �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ
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ÆÕÎË�ÉÑ Plot3D.

Plot3D[ f, fx,a,b g, fy,,dg℄

îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ z =

p

os(x

2

+ y

2

) ÎÁ Ë×Á-

ÄÒÁÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ x 2 [�2�; 2�℄, y 2 [�2�; 2�℄, ÎÕÖÎÏ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ ËÏÍÁÎÄÕ

Plot3D[ Sqrt[Cos[x ^ 2 + y ^ 2℄℄, fx, - 2 Pi, 2 Pi g, fy, - 2 Pi, 2

Pi g℄

òÅÚÕÌØÔÁÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 84.

òÉÓÕÎÏË 84

ëÒÉ×ÙÅ É �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÚÁÄÁÎÎÙÅ �ÁÒÁÍÅ-

ÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ, ÍÏÖÎÏ ×ÉÚÕÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÕÎË�ÉÉ Para-

metriPlot3D.

ParametriPlot3D[ ff,g,hg, ft,a,bg℄ { ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎ-

ÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ �Ï ÅÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ

ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: x = f(t), y = g(t), z = h(t), ÇÄÅ f , g, h { ÆÕÎË�ÉÉ �ÁÒÁ-

ÍÅÔÒÁ t, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔ a ÄÏ b.

ParametriPlot3D[ ff,g,hg, fu,a,bg, fv,,dg℄ { ÓÔÒÏÉÔ ÉÚÏÂÒÁ-
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ÖÅÎÉÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ x = f(u; v),

y = g(u; v), z = h(u; v), ÇÄÅ u 2 [a; b℄, v 2 [; d℄.

6.3 òÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×

÷ ÓÉÓÔÅÍÅ Mathematia ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ ÄÌÑ ÒÅ-

ÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×, ÉÈ ÓÉÓÔÅÍ É ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÅÊ. äÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÅÒÅ-

ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ Ï�Å-

ÒÁ�ÉÊ:

== ÚÎÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ

! = ÎÅ ÒÁ×ÎÏ

> ÂÏÌØÛÅ (>)

< ÍÅÎØÛÅ (<)

>= ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏ (�)

<= ÍÅÎØÛÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏ (�)

&& �É�(ÚÎÁË ËÏÎßÀÎË�ÉÉ _; ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÊ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× × ÓÉÓÔÅÍÕ)

jj �ÉÌÉ�(ÚÎÁË ÄÉÚßÀÎË�ÉÉ ^; ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÊ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ)

ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Mathematia, �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÊ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×, ÉÈ ÓÉÓÔÅÍ É ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÅÊ:

Solve[eqns,vars,elims℄ { ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÉÌÉ ÓÉÓÔÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

ðÅÒ×ÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ eqns Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÌÉ Ó�ÉÓÏË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ×ÔÏÒÏÊ ÁÒ-

ÇÕÍÅÎÔ vars { ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (ÉÌÉ

Ó�ÉÓÏË ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ). �ÒÅÔÉÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ elims Ñ×ÌÑÅÔ-

ÓÑ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÍ, ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÉÌÉ Ó�ÉÓÏË ÎÅÉÚ×ÅÓÔ-

ÎÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.
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Roots[lhs == rhs, var℄ { ÄÁÅÔ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÁÑ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ðÅÒ×ÙÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÁÒÇÕÍÅÎ-

ÔÙ (lhs, rhs) { �ÏÌÉÎÏÍÙ, var { ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÅÛÁÅÔÓÑ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ.

Redue[eqns, var℄ { Õ�ÒÏÝÁÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á eqns É ×Ù-

×ÏÄÉÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ. ÷ ÓÌÕ-

ÞÁÅ, ÅÓÌÉ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ �ÒÉ ÎÅ-

ËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×, �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÒÅÄ�Ï-

ÞÔÉÔÅÌØÎÏ.

FindRoot[feqn

1

,eqn

2

,...g, ffx,x

0

g,fy,y

0

g, ...g℄ { �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÁ ÄÌÑ

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (ÚÎÁÞÅÎÉÊ) ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (ÓÉÓÔÅ-

ÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ) �ÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ.

NSolve[eqns,vars,elims℄ { ÎÁÈÏÄÉÔ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÒÎÅÊ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. �ÁËÏÇÏ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, �ÒÉÍÅÎÉ× ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ

N[Solve[eqns,vars,elims℄℄. äÁÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �ÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ×

ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÇÒÏÍÏÚÄËÏ, Á ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ

ÚÁÄÁÞÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

Eliminate[eqns,vars℄ { ÉÓËÌÀÞÁÅÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ vars ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÊ.

LinearSolve[m,b℄ { ÎÁÈÏÄÉÔ ×ÅËÔÏÒ x ËÁË ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÒÉÞ-

ÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ m;x == b.

6.4 ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÏ× É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ

Limit[expr,x{>x

0

℄ { ÎÁÈÏÄÉÔ �ÒÅÄÅÌ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ expr �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ

x! x

0

.
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D[f,x℄ { ÞÁÓÔÎÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ

�

�x

f

D[f,fx,ng℄ { ÞÁÓÔÎÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ n-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ

�

n

�x

n

f

D[f, x

1

, x

2

, ...℄ { ÓÍÅÛÁÎÎÁÑ ÞÁÓÔÎÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ

�

�x

1

�

�x

2

: : : f

D[f, x, NonConstants {>fa, b, ...g℄ { ÞÁÓÔÎÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ

�

�x

f ×

�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ a; b; : : : ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ x.

Dt[f℄ { �ÏÌÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ df .

Dt[f,x℄ { �ÏÌÎÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ

df

dx

.

Dt[f, x

1

, x

2

, ...℄ { ÓÍÅÛÁÎÎÁÑ �ÏÌÎÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ

d

dx

1

d

dx

2

: : : f

Dt[f, x, Constants {>fa, b, ...g℄ { �ÏÌÎÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × �ÒÅÄ�ÏÌÏ-

ÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ a; b; : : : { �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ.

Dt[f, fx,ng℄ { �ÏÌÎÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ n-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ

d

n

dx

n

f

6.5 éÎÔÅÇÒÁÌÙ É ÒÑÄÙ

Integrate[f,x℄ { ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

R

fdx

Integrate[f,fx,a,bg℄ { Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

R

b

a

fdx

Integrate[f,fx,a,bg,fy,,mg℄ { ËÒÁÔÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

R

b

a

dx

R

m



fdy

NIntegrate[f,fx,a,bg℄ { �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ-

ÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ.

Sum[f,fi,bg℄ { ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÓÕÍÍÕ

P

b

i=1

f(i).

Sum[f,fi,a,bg℄ { ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÓÕÍÍÕ

P

b

i=a

f(i).

Sum[f,fi,a,b,g℄ { ÓÕÍÍÁ

P

b

i=a

f(i) Ó ÛÁÇÏÍ  (�Ï i 2 fa; a + ; a +

2; : : : ; bg).

Sum[f,fi,a,bg,fj,p,qg,...℄ { ÓÕÍÍÁ �Ï ÎÅÓËÏÌØËÉÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍ

P

b

i=a

P

q

j=p

: : : f(i; j; : : : ).
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7 ïÔ×ÅÔÙ É ÒÅÛÅÎÉÑ

1.3 þÁÓÔØ �ÁÒÁÂÏÌÙ 4x

2

+ 9y = 18, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ jxj � 3, jyj � 2; t

1

=

�=4 .

1.4 ÷ÉÎÔÏ×ÁÑ ÌÉÎÉÑ, ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ x

0

= 0, y

0

= a, z

0

= 0; ÛÁÇ ×ÉÎÔÁ

h = 2��=k. úÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ: S =

p

a

2

k

2

+ �

2

� t.

1.5 �ÒÁÅËÔÏÒÉÑ | �ÁÒÁÂÏÌÁ y = x tg� � gx

2

=(2v

2

0

os

2

�); ×ÙÓÏÔÁ H =

v

2

0

sin

2

�=(2g); ÄÁÌØÎÏÓÔØ L = (v

2

0

=g) sin 2�; T = (2v

0

=g) sin�.

1.6 � = 45

Æ

, L

max

= v

2

0

=g, H = v

2

0

=(4g), T =

p

2 � v

0

=g.

1.7 � = artg

h�

v

2

0

�

p

v

4

0

� 2v

2

0

gy � g

2

x

2

�

=(gx)

i

.

1.13 50 Ó; 500 Í.

1.14 6 Í/Ó.

1.15 x = 4 sin(�t=2)

1.16 v = 25Í=Ó; a = 0; 708Í=Ó

2

1.17 a

�

= 1=9Í=Ó

2

; a

n

= 2=9Í=Ó

2

; a = 0; 25Í=Ó

2

.

1.18 ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ 10; ÓËÏÒÏÓÔØ v = 4� É ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÁ �Ï ËÁ-

ÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ; ÕÓËÏÒÅÎÉÅ a = 1; 6�

2

É

ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÏ Ë �ÅÎÔÒÕ.

1.19 � = 2

1

8

.

1.20 v = 2

p

2; (

d

~v; x) = 45

Æ

;a = 2;

d

(~a; x) = 90

Æ

.

1.25 Á) 0.5 ÞÁÓÁ; Â) � 0:5 ÞÁÓÁ; ×) 0.45 ÞÁÓÁ.

1.26 23.8 Í/Ó.

1.27 30 ËÍ/Þ, ÓËÏÒÏÓÔØ CB.

1.28 3 ËÍ/Þ.

1.32 x = 2t

2

, y = 0:9 os 60�t, z = 0:9 sin 60�t; v �

p

16t

2

+ 2916�

2

;

a = 31977:5 Í/Ó

2

.
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1.33 a

ËÏÒ

= 24 Í/Ó

2

.

1.34 a

ËÏÒ

= 0:266 Í/Ó

2

.

1.35 a

ËÏÒ

= 0:291 Í/Ó

2

.

1.36 a

BC

= 1:45 ÓÍ/Ó

2

.

1.42 " = � Ó

�2

.

1.43 ! = 10� Ó

�1

.

1.44 " = �0:1� Ó

�2

.

1.45 t = 8 Ó.

1.46 1) ' = �=16 � sin(3�t=4). 2) ÷ ÏÔ×ÅÓÎÏÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ;

!

max

= 3�=64 Ó

�1

.

1.47 � = 38:2 ÏÂ/ÍÉÎ.

1.48 a

n

= 5 Í/Ó

2

.

2.7 5.92 î.

2.8 7.1 î.

2.9 v = 2:1 Í/Ó; T = 2 î.

2.10 7800 î.

2.11 0.196 Í/Ó

2

.

2.12 F



= 2mv = 0:002v î.

2.13 � = 18

Æ

47

0

; N = 15527 î.

2.14 F

Ô

= 30057 î.

2.15 14

Æ

20

0

; 0.255.

2.24 1.61 Ó.

2.25 20 Í/Ó.

2.26 v = p=(kS)(1� exp[�kSt=m℄).

2.27 z = p=(kS)fT �M=(kS)(1� exp[kSt=M ℄)g

155



2.28 x(t) = eA=(mk) � (1� (sin kt)=k).

2.36 v = 4:42 Í/Ó.

2.37 0.9 Í/Ó.

2.38 v

1

= 1 Í/Ó, v

2

= 9 Í/Ó.

2.39 v =

p

m

2

1

v

2

1

+m

2

2

v

2

2

=(m

1

+m

2

).

2.40 4a.

2.41 m=M = 3:2 %.

2.47 x



=

1

2

�gt

2

.

2.48 ÓÉÌÁ ÄÁ×ÌÅÎÉÑ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ 68.3 Ëî ÄÏ 147.3 Ëî.

2.49 �ÌÁÔÆÏÒÍÁ ÏÔßÅÄÅÔ ÎÁ 0.6 Í.

2.50 �ÌÁÔÆÏÒÍÁ �ÅÒÅÍÅÓÔÉÔÓÑ ×ÌÅ×Ï ÎÁ 2.4 Í.

2.51 �ÉÒÁÍÉÄÁ ÓÍÅÓÔÉÔÓÑ ×ÌÅ×Ï ÎÁ 14 ÓÍ.

2.57 4 Ì.Ó.=2.94 Ë÷Ô.

2.58 309 Ë÷Ô.

2.59 598 äÖ.

2.60 2.96 Ë÷Ô.

2.61 A = 3900 äÖ.

2.69 S = 55:5 Í; t = 11:1 Ó.

2.70 v

max

= 0:81 Í/Ó; S = 33:3 Í.

2.71 v = 217 Í/Ó; H = 2390 Í.

2.72 4.6 ËÍ.

2.73 5.7 ÓÍ.

2.74 v

0

= 7:9 ËÍ/Ó.

2.75 F = mg(1 + v

2

0

=2gS) = 102 Ëî.

2.81 1246 î.

2.82 0.4 Í.
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2.83 � < 0:383.

2.84 �E = E

1

� E

2

=

3

16

p

2

=m.

2.85 Q = 12 äÖ.

2.86 l = (m

2

1

v

2

1

)=(4g(m

1

+m

2

)

2

) = 0:625 Í.

3.8 Á) L =

1

2

( _q + q)

2

, Â) L = �

1

2

x

2

.

3.9 L =

m

1

+m

2

2

_r

2

+

m

2

2

(a

2

_'

2

� 2a _r _' sin')�m

2

ga sin', ÇÄÅ ' { ÕÇÏÌ

ÍÅÖÄÕ ÏÔÒÅÚËÏÍ a É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÀ, r { ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ m

1

ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ�Ï-

Ä×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ.

3.10 L =

m

2

�

( _x

0

)

2

+ ( _y

0

)

2

+ ( _z

0

)2

	

�max

0

�U , ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÌÉÞÉÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ

�ÒÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ �ÏÌÅ.

3.11 x = 1 +

p

1 + t

2

3.12 x =

2

3

p

3

t

3=2

.

3.16 a) �q = � _q=t; Â) �q = (1� _q

2

)

3=2

.

3.17 " = (M

1

� kM

2

)=(J

1

+ k

2

J

2

), ÇÄÅ k = z

1

=z

2

.

3.18 "

1

=

2

r

2

1

�

M

1

�

z

1

z

2

M

2

�

z

1

z

3

M

3

�

=(m

1

+m

2

+m

3

).

3.19 T = 2�

p

m

1

=(m

1

+m

2

) �

p

l=g.

3.24 a) _r = �=

p

1 + �

2

, _� = �1: Â) _r = �� r

2

, _� = 2r(�� r

2

).

3.25 H = 1 + �

2

y

=(2x) + ln �

x

.

3.26 L = _x _y � _y

2

t=2.

4.10 F

H

= 462:32 Ëî.

4.11 F

H

= 158:8 Ëî.

4.12 T = 0:09 Ó.

4.13 x(t) = 0:4 os 6:26t Í; � = 1 ç�; ! = 6:26 Ó

�1

.

4.14 k = k

1

k

2

=(k

1

+ k

2

); T = 2�

p

m(k

1

+ k

2

)=(k

1

k

2

).

4.15 k = k

1

k

2

=(k

1

+ k

2

) = 735 î/Í;

4.16 T � 1:005T

0

.
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4.17 T = 0:319 Ó; � = 0:31.

4.18 x(t) = (0:4 sin 14t� 0:023 sin 8�t) ÓÍ.

4.26 v � 15 ËÍ/Ó.

4.27 t = 10:5 ÞÁÓÏ×.

4.28 M

C

=M

ú

� 351000.

4.29 v

1à

= 38:4 ËÍ/Ó.

4.30 R

max

= 5:3 � 10

9

ËÍ.

4.31 T =

p

(3�)=(G�) � 1:2 � 10

�3

Ó.

4.32 g

C

� 28g = 273 Í/Ó

2

.

5.7 J

1

= J

2

= J

3

=

2

5

mR

2

.

5.8 J

1

= J

2

=

m

4

m

�

R

2

+

H

2

3

�

; J

3

=

m

2

R

2

, x

3

{ ÏÓØ �ÉÌÉÎÄÒÁ.

5.9 J

1

=

m

12

(b

2

+ 

2

); J

2

=

m

12

(

2

+ a

2

); J

3

=

m

12

(a

2

+ b

2

); ÏÓÉ x

1

, x

2

, x

3

�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÒÅÂÒÁÍ a, b, .

5.10 J

1

= J

2

=

3m

20

(R

2

+H

2

=4); J

3

=

3

10

mR

2

; ÏÓØ x

3

{ ÏÓØ ËÏÎÕÓÁ; �ÅÎÔÒ

ÍÁÓÓ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÜÔÏÊ ÏÓÉ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ

3

4

H ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÎÕÓÁ.
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