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Введение 

 

Важность курса «Обыкновенные дифференциальные уравнения» для 

специалистов в области естественнонаучных и инженерных специальностей 

обусловлена чрезвычайной широтой приложений данного математического раздела. 

Еще Исаак Ньютон (1642-1727) писал, что законы природы выражаются 

дифференциальными уравнениями [1, с. 7], а в настоящее время теория 

обыкновенных дифференциальных уравнений прочно укоренилась в физике, химии, 

биологии, экономике, радиотехнике, теории автоматического регулирования и 

других областях. Причем следует отметить, что сфера приложений 

дифференциальных уравнений постоянно расширяется с развитием естественных 

наук. 

Не смотря на наличие обширного перечня [1-15] прекрасно 

зарекомендовавших себя учебников, опубликование данного учебного пособия 

является целесообразным в силу следующих причин: 

1) учебное пособие должно отвечать ныне действующим регламентирующим 

документам Министерства науки и высшего образования Российской Федерации; 

2) изложение материала должно соответствовать рабочим программам 

дисциплины «Дифференциальные уравнения» для специальности 10.05.01 

Компьютерная безопасность и направления бакалавриата 02.03.02 Фундаментальная 

информатика и информационные технологии. 

3) при изложении теории обыкновенных дифференциальных уравнений весьма 

важна доступность и наглядность подачи материала, а также прослеживание 

межпредметных связей (особенно с физикой), которые часто позволяют сделать 

прозрачным смысл абстрактных понятий и теорем. 

Кроме вышеперечисленных направлений и специальности данное учебное 

пособие может быть применено на других информационных, естественнонаучных и 

технических специальностях и направлениях как очной, так и заочной форм 

обучения. Следует отметить возможность применения пособия и в том случае, когда 
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обыкновенные дифференциальные уравнения изучаются не как самостоятельная 

дисциплина, а являются разделом курсов «Математика» и «Высшая математика». 

1 Обзор приложений теории обыкновенных дифференциальных 

уравнений 

1.1 Примеры задач, приводящих к понятию обыкновенного 

дифференциального уравнения 

1.1.1 Задача о вынужденных колебаниях пружинного маятника 

 

Пусть имеется пружинный маятник (рисунок 1), состоящий из груза массой m  

и пружины с жесткостью k . На груз действует сила трения, которая прямо 

пропорциональна скорости движения груза с коэффициентом с  и внешняя сила 

 tFF   (при наличии внешней силы колебания маятника называются 

вынужденными), зависящая от времени. Требуется получить зависимость 

координаты центра груза от времени, то есть функцию  txx  . 

 

 

Рисунок 1 

Решение. 

Используем второй закон Ньютона в векторной форме [16] 





n

i

iFam
1

. 

В данном случае будем иметь 
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       tFtFtFNgmtam  труп . 

 

Направим ось x  горизонтально вправо. За начало отсчета (точка О) возьмем 

центр груза, когда пружина недеформирована (рисунок 1). Перейдя к проекциям на 

ось x , получим 

 

       tFtFtFtma xx xx
 труп  

 

Используем механический смысл [16] первой и второй производной: 

 

   txtvx  ,    txtax  . 

 

По закону Гука [16] имеем 

   tkxtF
x

уп . 

 

Кроме того, по условию задачи, сила трения прямо пропорциональна скорости 

движения груза 

 

     txctcvtF xx
тр . 

 

Тогда получим уравнение, описывающее движение груза 

 

       tFtxctkxtxm x . 

 

Преобразуем его: 

 

       tFtkxtxctxm x ,      
 

m

tF
tx

m

k
tx

m

c
tx x . 
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Введем обозначения: 

 

2
m

c
, 

2
0

m

k
, 

 
)(tf

m

tFx  . 

 

Таким образом, уравнение, описывающее вынужденные колебания 

пружинного маятника при учете силы трения, имеет вид 

 

       tftxtxtx  2
02  . 

 

Если внешняя сила на маятник не действует, то тогда колебания маятника 

называются свободными. Уравнение в этом случае будет иметь вид 

 

      02 2
0  txtxtx  . 

 

Замечание 1. Из данного уравнения требуется найти не число, а неизвестную 

функцию  txx  . Так как в уравнение входят производные неизвестной функции, то 

такие уравнения естественно называть дифференциальными уравнениями. Если 

неизвестная функция является функцией одной переменной, то уравнение будем 

называть обыкновенным дифференциальным уравнением (ОДУ), а если функцией 

нескольких переменных, то такое уравнение будем называть дифференциальным 

уравнением с частными производными (УЧП). 

Замечание 2. Как правило, в дифференциальном уравнении не указывается 

аргумент у неизвестной функции, поэтому полученное ОДУ можно записать в виде 

 

 tfxxx  2
02  . 
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1.1.2 Задача о радиоактивном распаде 

 

Известно, что изменение массы m  радиоактивного вещества за малый 

промежуток времени t  прямо пропорционально его массе m  и продолжительности 

промежутка t  с коэффициентом k  [16]. Требуется получить уравнение для 

зависимости массы радиоактивного вещества от времени. 

Решение. 

Из условия задачи имеем 

tkmm  . 

Отсюда 

km
t

m





. 

Так как промежуток времени t  мал, то отношение 
t

m




 примерно совпадает с 

производной m
dt

dm
 . 

Таким образом, мы получили уравнение радиоактивного распада 

 

kmm  . 

 

1.1.3 Задача о зарядке конденсатора 

 

Пусть конденсатор ѐмкостью С  заряжается от источника постоянного тока с 

ЭДС E  через резистор с сопротивлением R  (рисунок 2). 

Требуется найти зависимость напряжения на конденсаторе от времени, то есть 

функцию  tUU  . 

Используя второе правило Кирхгофа [16], получим 

 

   tUEtRI  . 
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Как известно [16], ток, текущий через конденсатор, пропорционален скорости 

изменения напряжения 

   tUCtI  . 

 

 

Рисунок 2 

 

Получим ОДУ, описывающее зарядку конденсатора 

 

UEURC  . 

 

1.2 Применение теории обыкновенных дифференциальных уравнений в 

естествознании и технике 

1.2.1 Колебания 

 

Уже в школьном курсе физики происходит первое знакомство с применением 

обыкновенных дифференциальных уравнений к изучению математического 

маятника (рисунок 3) и колебательного контура (рисунок 4) 

 

   

Рисунок 3    Рисунок 4 
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Рассматриваются свободные колебания при отсутствии потерь энергии. В 

обоих случаях приходим к обыкновенному дифференциальному уравнению второго 

порядка 

02
0  xx  . 

 

В реальных системах всегда существуют потери энергии, поэтому для 

получения незатухающих колебаний необходимо компенсировать эти потери. 

Например, при изготовлении генераторов для различных радиотехнических 

устройств, потери энергии в колебательном контуре компенсируются с помощью 

усилителей, выполненных на транзисторах или электронных лампах (рисунок 5). 

 

 

Рисунок 5 

 

В данном случае [3] работа генератора будет описываться обыкновенным 

дифференциальным уравнением второго порядка 

 

 IMf
CC

I
IRIL 

1
. 

 

Здесь )(ufi   - функция, характеризующая работу усилителя. 
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1.2.2 Теория космических полетов 

 

Теория обыкновенных дифференциальных уравнений широко применяется для 

расчета траекторий космических аппаратов. Особенно интересен так называемый 

гравитационный маневр [17], позволяющий изменить скорость космического 

аппарата при пролете вблизи крупного небесного тела. 

После первого применения в 1959 году (советская автоматическая 

межпланетная станция «Луна-3» (рисунок 6)) гравитационные маневры стали 

широко применяться в межпланетных полетах. 

 

 

Рисунок 6 

 

1.2.3 Моделирование динамики популяций 

 

Пусть функции  txx   и  tyy   выражают зависимость числа жертв и 

хищников от времени. Оценить динамику численности последних позволяет система 

обыкновенных дифференциальных уравнений (модель Лотки-Вольтерры [14]) 

 

 

 







.

,

yxy

xyx




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Анализ данной системы позволил объяснить, почему отстрел хищников иногда 

приводил к росту их численности. 

 

1.2.4 Аналитическая геометрия 

 

Теория обыкновенных дифференциальных уравнений часто применяется, 

когда требуется получить уравнение линии (поверхности), удовлетворяющей 

некоторому свойству. В качестве примера можно рассмотреть задачу [7] о 

получении уравнения линии, собирающей в начале координат (рисунок 7) все лучи, 

параллельные оси x . 

 

Рисунок 7 

 

Данная задача сводится к обыкновенному дифференциальному уравнению 

 

y

xyx
y




22

. 

 

Решив которое, получим, что искомой кривой является парабола. Вращая 

последнюю вокруг ее оси, получим параболоид вращения, в форме которого делают 

собирающие антенны (рисунок 8) и зеркала (рисунок 9). 
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Рисунок 8    Рисунок 9 

 

1.2.5 Теория автоматического управления 

 

В настоящее время устройства автоматического управления [18] чрезвычайно 

широко распространены в различных отраслях науки и техники. В качестве примера 

можно привести применяемый в авиации автопилот. На рисунке 10 представлен 

пульт управления вертолѐтного автопилота АП-34. 

 

 

Рисунок 10 

 

Очевидно, что для любого устройства автоматического управления одним из 

важнейших требований к нему является устойчивость работы в условиях, 

возникающих в процессе эксплуатации. 

Одним из основоположников теории автоматического управления является 

русский инженер, математик и государственный деятель Вышнеградский И.А. 
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(1831/32-1895). С помощью применения теории ОДУ он решил вопрос об 

устойчивой работе центробежного регулятора (рисунок 11) паровой машины. 

 

 

Рисунок 11 

 

Теория обыкновенных дифференциальных уравнений также широко 

применяется и в других отраслях [15]: химии, экономике, теории оптимального 

управления и т.д. 
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2 Обыкновенные дифференциальные уравнения первого 

порядка 

2.1 Основные определения 

 

Определение. Обыкновенным дифференциальным уравнением (ОДУ) первого 

порядка называется уравнение вида   0,, yyxF . 

Замечание. ОДУ первого порядка обязательно в явном виде содержит y  и 

может не содержать в явном виде x  и y . 

Примеры ОДУ первого порядка: 

 

0 xyy ,   yxy  2
,  yyxxy  , 

 

3 yy ,   1
2

 xxyx , 0y . 

 

В дальнейшем мы, как правило, будем рассматривать ОДУ первого порядка, 

разрешенные относительно производной неизвестной функции, то есть ОДУ вида 

 yxfу , . Предполагается, что функция  yxf ,  является непрерывной. 

Определение. Непрерывно дифференцируемую функцию  xyy   будем 

называть решением ОДУ  yxfу ,  на промежутке I , если при подстановке 

функции  xyy   в уравнение  yxfу ,  получается верное тождество на I . 

Замечание. Промежуток I  может являться замкнутым с одного или с обоих 

концов. В этом случае под производной на конце промежутка будем понимать 

соответствующую одностороннюю производную. 

Очевидно, что ОДУ xy cos  имеет бесконечно много решений: 

1) xy sin ; 

2) 3sin  xy ; 

3) 2sin  xy  и т. д. 
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Вообще при любой постоянной RC  функция Cxy  sin  является 

решением ОДУ xy cos . 

Замечание. Как правило, ОДУ имеет бесконечно много решений. 

Определение. График решения ОДУ будем называть интегральной кривой 

ОДУ. 

Задача. Показать, что функции  3Cxy   (C  - произвольная действительная 

постоянная) и 0y  являются на R  решениями ОДУ 3

2

3yy  . 

Решение. 

Подставив непрерывно дифференцируемую функцию  3Cxy   в ОДУ 

3

2

3yy  , будем иметь тождество      3

2
 32

33 CxCx  , верное всюду на R . 

Таким образом, функция  3Cxy   при любом значении RС  является 

решением ОДУ 3

2

3yy   всюду на R . 

Совершенно аналогично можно показать, что решением ОДУ 3

2

3yy   будет 

являться и функция 0y . 

Определение. Точку M  будем называть обыкновенной точкой ОДУ 

 yxfу , , если существует такая окрестность этой точки, в которой через точку 

M  проходит единственная интегральная кривая ОДУ  yxfу , . 

Определение. Пусть область 
2RD   состоит только из обыкновенных точек 

ОДУ  yxfу , . 

Функция двух переменных  Cxy ,  называется общим решением ОДУ 

 yxfу ,  в области D , если: 

1) при любом фиксированном значении С  функция  Cxy ,  является 

интегральной кривой уравнения  yxfу , , лежащей в области D ; 

2) для любой точки DM  можно указать такое значение С , что интегральная 

кривая  Cxy ,  будет проходить через точку M . 
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Таким образом, интегральные кривые  Cxy , , не пересекаясь, целиком 

заполняют область D . (рисунок 1). 

 

Рисунок 1 

 

Замечание. Множество обыкновенных точек ОДУ  yxfу ,  может 

распадаться на несколько областей. Тогда для каждой области существует отдельное 

общее решение ОДУ  yxfу , . 

Пример. Как показано в предыдущей задаче функции  3Cxy   (C  - 

произвольная действительная постоянная) и 0y  являются на R  решениями ОДУ 

3

2

3yy  . 

Сразу отметим, что через каждую точку оси абсцисс проходит более одной 

интегральной кривой: сама ось абсцисс 0y  и одна из кривых вида  3Cxy   

(рисунок 11). Таким образом, все точки оси абсцисс не являются обыкновенными 

точками ОДУ 3

2

3yy  . Тогда вся плоскость разбивается на две области 

  0  ,1  yyxD  и   0  ,2  yyxD . 

Функция двух переменных  3Cxy   является общим решением ОДУ 

3

2

3yy   в областях   0  ,1  yyxD  и   0  ,2  yyxD  так как: 

1) области 1D  и 2D  состоят только из обыкновенных точек ОДУ  3Cxy  , 

так как через каждую точку этой области проходит единственная интегральная 

кривая данного ОДУ (рисунок 2); 
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2) при любом фиксированном значении С  из множества R  функция 

 3Cxy   (отдельно при 0y  и 0y ) является интегральной кривой уравнения 

3

2

3yy  , лежащей в областях 1D  и 2D  соответственно; 

3) для любой точки M  каждой из областей 1D  и 2D  можно указать такое 

значение RС , что интегральная кривая  3Cxy   будет проходить через точку 

M , то есть данные интегральные кривые заполняют обе области 1D  и 2D  (рисунок 

2). 

 

Рисунок 2 

 

Определение. Пусть  Cxy ,  - общее решение некоторого ОДУ первого 

порядка. Функция одной переменной  Cxy
~

,  (C
~

 - фиксированное значение) 

называется частным решением данного ОДУ. 

Пример. Если в общем решении  3Cxy   ( RC ) ОДУ 3

2

3yy   мы 

положим, например, 1C , то получим частное решение  31 xy . 

Меняя C , мы будем получать различные частные решения, которых 

бесконечно много:  33 xy ,  35 xy ,  39 xy  и т.д. 
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Определение. Решение ОДУ первого порядка называется особым решением, 

если через каждую точку графика этого решения проходит более одной 

интегральной кривой. 

Как нам уже известно, 0y  является решением ОДУ 3

2

3yy  , и через каждую 

точку графика этого решения проходит более одной интегральной кривой (рисунок 

2). Отсюда следует, что решение 0y  является особым решением данного ОДУ. 

Замечание. Произвольная постоянная С  может принимать и бесконечные 

значения. 

Пример. Рассмотрим ОДУ 2yy  . Непосредственной проверкой можно 

убедиться, что функция 
Cx

y



1

 является решением ОДУ 2yy   при любом 

RC . Отметим, что 0y , очевидно, также является решением данного ОДУ. Его 

можно получить, условно положив в 
Cx

y



1

 значение C  равным  . 

Таким образом, ОДУ 2yy   имеет общее решение 
Cx

y



1

 (   RC ) на 

плоскости 
2R  (рисунок 3). 

 

Рисунок 3 
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Определение. Огибающей семейства кривых называется кривая, которая в 

каждой своей точке касается некоторой кривой из семейства кривых, причем двум 

различным точкам огибающей соответствуют разные кривые. 

Ось x  является огибающей семейства кривых  3Cxy  . 

Замечание. Следует отметить, что ОДУ может иметь решения, которые не 

являются ни частными, ни особыми. Например, решение 

 

 








2 ,2

;2           ,0
3

xx

x
y  

ОДУ 3

2

3yy   не является ни частным, ни особым (рисунок 4). 

 

 

Рисунок 4 

 

Если общее решение  Cxyy ,  ОДУ первого порядка получено в неявном 

виде, то есть в виде уравнения   0,, CyxF , то это уравнение   0,, CyxF  будем 

называть общим интегралом данного ОДУ. 

Совершенно аналогично, вводятся понятия частного и особого интегралов. 
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2.2 Задача Коши для ОДУ первого порядка 

 

Мы уже знаем, что ОДУ имеет, как правило, бесконечно много решений, 

поэтому для выделения решения, описывающего реальный процесс, требуется 

дополнительное условие. 

Рассмотрим ОДУ kmm  , описывающее радиоактивный распад. Оно имеет 

бесконечно много решений 
ktCem  . Тогда для выделения одного решения, 

описывающего реальную зависимость массы делящегося вещества от времени нам 

нужно задать количество этого вещества в какой-нибудь момент времени. 

Пусть в момент времени 0tt   радиоактивное вещество имеет массу 0mm  , то 

есть, другими словами,   00 mtm  . Тогда, подставив в уравнение 
ktCem   значения 

0tt   и 0mm  , мы сможем найти C : 

 

0
0

kt
Cem


 , 0

0
kt

emC  . 

 

Тогда получим одно решение, которое будет описывать реальный процесс 

распада радиоактивного вещества: 

 

ktkt
eemm  0

0 , 
 0

0
ttk

emm


 . 

 

Определение. Задачей Коши называется задача вида 

 

 

 







00

,,

yxy

yxfy
 

 

состоящая из ОДУ  yxfу ,  и начального условия   00 yxy  . 

Решить задачу Коши означает: найти решение (решения) ОДУ  yxfу , , 

удовлетворяющее (удовлетворяющие) начальному условию   00 yxy  . 
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Теорема о существовании и единственности решения задачи Коши для 

ОДУ первого порядка. Пусть задача Коши 

 

 

 







00

,,

yxy

yxfy
 

 

удовлетворяет требованиям: 

1) функция  yxf ,  непрерывна в некоторой окрестности точки  000 , yxM ; 

2) частная производная  yxf y ,  ограничена в некоторой окрестности точки 

 000 , yxM . 

Тогда в некоторой окрестности точки 0xx   будет существовать единственное 

решение  xyy   задачи Коши. 

Замечание. Единственность решения задачи Коши понимается здесь 

следующим образом. Если задача Коши имеет два решения  xyy 1  и  xyy 2 , то 

всегда можно указать такую окрестность точки 0xx  , в которой будет выполняться 

тождество    xyxy 21  . 

Замечание. Выполнение только первого условия теоремы гарантирует 

существование хотя бы одного решения задачи Коши, а выполнение только второго 

условия – не более одного решения. 

С геометрической точки зрения, решить задачу Коши означает найти 

интегральную кривую ОДУ  yxfy , , проходящую через точку  000 , yxM  

(рисунок 5). Еѐ координаты 0x  и 0y  берутся из начального условия   00 yxy  . 

Замечание. Из того что функции  yxf ,  и  yxf y ,  определены и непрерывны 

на всей плоскости не следует, что решение задачи Коши будет определено на всей 

числовой оси. В качестве примера можно рассмотреть ОДУ 2yy   с общим 

решением 
Cx

y



1

. 
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Рисунок 5 

 

Задачу Коши легко решить, если известно общее решение входящего в нее 

ОДУ. 

Задача. Решить задачу Коши 

 







,20

,1

y

yxy
 

 

зная, что общее решение ОДУ 1 yxy  имеет вид xCexy  . 

Решение. 

Взятые из начального условия значения 0x  и 2y  подставим в общее 

решение: 

002 Ce , 2C . 

 

Отсюда, xexy  2  - решение данной задачи Коши. 

Функция  yxf ,  и начальное условие   00 yxy   задачи Коши, описывающей 

реальный физический (химический, биологический и т. д.) процесс, могут быть 
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известны лишь с некоторой погрешностью. Отсюда следует, что для того, чтобы 

решение задачи Коши имело практическое применение, необходимо, чтобы это 

решение непрерывно зависело от функции  yxf ,  и начального условия   00 yxy  , 

то есть, чтобы малым изменениям этих параметров соответствовало малое 

изменение решения задачи Коши. Верна следующая теорема [2]. 

Теорема. Пусть функция  yxf ,  непрерывна и ограничена в области G  

  GyxM 000 ,  и через каждую внутреннюю точку этой области проходит 

единственная интегральная кривая ОДУ  yxfy , . 

Тогда решение задачи Коши 

 

 

 







00

,,

yxy

yxfy
 

 

непрерывно зависит от функции  yxf ,  и начального условия   00 yxy  . 

Доказательство теоремы, приведено в [2]. 

Конкретизируем понятие непрерывной зависимости. 

Пусть данная задача Коши имеет решение  xy  , определенное на отрезке 

   ,     0x . 

Рассмотрим задачу Коши с измененной правой частью ОДУ и измененным 

начальным условием 

 

 







.~~
,,

~

00 yxy

yxfy
     (1) 

 

Функция  yxf ,
~

 предполагается непрерывной в области G . 

Непрерывная зависимость от функции  yxf ,  и начального условия   00 yxy   

понимается следующим образом. 

Для любого 0  существует такое   0 , что при 
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  00
~ xx ,   00

~ yy ,       yxfyxf ,,
~

  G в  

 

задача Коши (1) будет иметь решение  xy ~ , определенное на отрезке    , , для 

которого выполняется неравенство 

 

      xx~      ,x . 
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2.3 Приближенные методы решения обыкновенных дифференциальных 

уравнений первого порядка 

2.3.1 Метод изоклин 

 

Рассмотрим, например, интегральную кривую ОДУ 22 yxy  , проходящую, 

через точку  2 ;10M . 

Подставив значения 10 x , 20 y  в правую часть ОДУ, получим 

521 22

1


x
y . Используя геометрический смысл производной, можно сделать 

вывод, что тангенс угла наклона касательной к интегральной кривой, проходящей 

через точку  2 ;10M  равен 5 . Тогда сам угол (рисунок 6) наклона касательной будет 

равен 5arctg . 

 

 

Рисунок 6 

 

Таким образом, значение функции  yxf ,  в каждой точке  000 , yxM  задает 

направление касательной (рисунок 7) к интегральной кривой ОДУ  yxfy , , 

проходящей через точку  000 , yxM . В свою очередь по направлению касательной 

мы можем сделать вывод, как выглядит интегральная кривая в достаточно малой 

окрестности точки  000 , yxM . 
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Рисунок 7 

 

Получаем, что функция  yxf ,  задает поле направлений касательных к 

интегральным кривым. С помощью поля направлений можно примерно оценить вид 

(рисунок 8) семейства интегральных кривых данного ОДУ. 

 

Рисунок 8 
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Для построения поля направлений и интегральных кривых по нему, часто 

используется метод изоклин. 

Определение. Изоклиной ОДУ  yxfy ,  называется множество точек на 

плоскости, задаваемое уравнением   Cyxf , . 

Изучим метод изоклин на конкретном примере. 

Задача. С помощью метода изоклин решить графически (получить примерный 

чертеж интегральной) кривой задачи Коши 

 

 









01

,22

y

yxy
. 

Решение. 

Построим семейство изоклин Cyx  22
. Очевидно, что в данном случае 

при 0C  изоклиной является окружность 222 Cyx   с центром в начале 

координат и радиусом C , а при 0C  изоклиной будет являться точка – начало 

координат. 

Будем строить изоклины при C , равным последовательно: 0, 1, 2, 3 (рисунок 

9): 

При 0C  изоклиной является точка  0;0O , в ней 0y , тангенс угла наклона 

касательной равен 0 , и сам угол наклона касательной тоже будет равен 0 . 

При 0C  изоклиной является окружность с центром в начале координат и 

радиусом С , на ней выполняется Cy  , тангенс угла наклона касательной равен C , 

а сам угол наклона касательной будет равен Carctg . 

Процесс построения семейства изоклин приведем в таблице 1. Построим 

изоклины вместе с отрезками касательных (рисунок 9). 

Через точку  0;10M  (ее координаты берем из начального условия задачи 

Коши) проведем интегральную кривую таким образом, чтобы она «вписывалась» в 

отрезки касательных. 
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Таблица 1 

C  Изоклина Угол наклона касательных на 

изоклине Carctg  

0 Точка  0;0O  
0  

1 Окружность с центром в 

начале координат и радиусом 1 

45  

2 Окружность с центром в 

начале координат и радиусом 2 

63  

3 Окружность с центром в 

начале координат и радиусом 3 

72  

4 Окружность с центром в 

начале координат и радиусом 4 

76  

 

 

Рисунок 9 
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2.3.2 Метод последовательных приближений 

 

Пусть нам дана задача Коши 

 

 







,

,,

00 yxy

yxfy
 

 

удовлетворяющая всем условиям теоремы о существовании и единственности 

решения задачи Коши для ОДУ первого порядка (пункт 2.2). 

Тогда 

       00 yxyxyxy    0

0

ydy

x

x

    0

0

, ydyf

x

x

  . 

 

Получили интегральное уравнение 

 

    

x

x

dyfyxy

0

,0  , 

 

в котором неизвестная функция  xyy   стоит под знаком интеграла. Можно 

показать [2], что полученное интегральное уравнение эквивалентно задачи Коши. 

Если исходная задача Коши удовлетворяет всем условиям теоремы о существовании 

и единственности решения задачи Коши для ОДУ первого порядка (пункт 2.2), то 

она имеет единственное решение, которое можно найти методом последовательных 

приближений [2]: 

 

  00 yxy  ; 

 

    

x

x

nn dyfyxy

0

,01   ( ... ,3 ,2 ,1n ). 
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Решим методом последовательных приближений задачу Коши 

 

 







.10

,

y

yy
 

 

Приведенная задача имеет очевидное решение xey  . 

Для рассматриваемой задачи Коши выполняются все условия теоремы о 

существовании и единственности решения задачи Коши для ОДУ первого порядка, 

следовательно, она имеет единственное решение. 

Данная задача Коши эквивалентна интегральному уравнению 

 

   

x

dyxy

0

1  . 

 

Получим последовательные приближения, используя соотношения: 

 

  10 xy ,    

x

nn dyxy

0

1 1  : 

0)   10 xy ; 

 

1)      
x

dyxy

0

01 1  xd
x

x

  1111
0

0

 ; 

 

2)      
x

dyxy

0

12 1   
2

1
2

111
2

0

2

0

x
xd

x
x















 


 ; 
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3)      
x

dyxy

0

23 1  




























  xd

x
x

1
62

1
2

11

0

32

0

2 



  

62

32 xx
 ; 

 

4)      
x

dyxy

0

34 1  













  1

62
11

0

32x

d


  

















x

0

432

2462




2462
1

432 xxx
x  ; 

……………………………………………………… 

Продолжая данный процесс, мы будем находить последовательные 

приближения точного решения с все большей и большей точностью. На практике 

данный процесс прекращают, когда на нужном промежутке будет выполняться 

приближенное равенство    xyxy nn 1  с необходимой точностью или применяют 

специальные оценки [2, 19] для точности данного приближения. 

На рисунках 10-14 показано как последовательное приближение  xyy n  

стремится к точному решению  xyy   с ростом n . 

 

   

Рисунок 10     Рисунок 11 
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Рисунок 12     Рисунок 13 

 

 

Рисунок 14 

 

2.3.3 Метод ломанных Эйлера 

 

Пусть нам дана задача Коши 

 

 







.

,,

00 yxy

yxfy
 

 

удовлетворяющая всем условиям теоремы о существовании и единственности 

решения задачи Коши для ОДУ первого порядка. 

Предположим, что нам требуется получить ее приближенное решение в виде 

таблицы 2. 

 

Таблица 2 

x  0x  1x  2x  … nx  … 

y  
0y  1y  2y  … ny  … 
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Предполагается, что аргумент меняется с некоторым шагом h : 

 

hxx nn 1   ... ,2 ,1 ,0n . 

 

Допустим, что нам уже известно значение ny . Найдем по нему следующее 

табличное значение 1ny  (рисунок 15). 

 

 

Рисунок 15 

 

Пусть )(xyy   - это уравнение интегральной кривой, проходящей через точку 

 nnn yxM , . В пределах отрезка  1, nn xx  заменим интегральную кривую отрезком 

касательной, проведенной к интегральной кривой в точке  nnn yxM , . 

Из уравнения  yxfy ,  следует, что    nnn yxfxy , . Тогда, используя 

геометрический смысл производной, будем иметь 

 

 nnn yxf ,tg  . 
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Из прямоугольного треугольника 11  nnn NMM  получим 

 

  111 ,, nnnn MMNM  nnn yxhf ,tg  , 

 

и тогда 

 nnnnnnn yxhfyNMyy ,, 111   . 

 

Найденную таким образом ординату касательной будем приближенно 

принимать за значение решения данной задачи Коши в точке nx . 

Так как искомая интегральная кривая заменяется отрезками касательных, то 

данный метод носит название «метода ломанных». 

Таким образом, данный метод заключается в заполнении таблицы по 

реккурентным формулам: 

hxx nn 1   ... ,2 ,1 ,0n ; 

 

 nnnn yxhfyy ,1    ... ,2 ,1 ,0n . 

 

Значения 0x  и 0y берутся из начального условия   00 yxy   задачи Коши. 

Задача. Получить приближенное решение задачи Коши 

 

 







.00

,cos

y

xy
 

 

при  2 ;0x  методом ломанных Эйлера, взяв значение шага 2,0h . Сравнить 

полученное приближенное решение с точным решением xy sin , указав для 

каждого значения ny  абсолютную погрешность 

 

nnn yy  , 
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где nn xy sin  - точное решение задачи Коши в точке nx . 

Решение. 

Очевидно, что данная задача Коши удовлетворяет всем условиям теоремы о 

существовании и единственности решения задачи Коши для ОДУ первого порядка 

(пункт 2.2). Тогда применим метод ломанных Эйлера. 

Из начального условия задачи Коши имеем 00 x , 00 y , а остальные 

значения приближенного решения найдем по реккурентным формулам 

 

5,01  nn xx   ... ,2 ,1 ,0n ; 

 

nnn xyy cos5,01    ... ,2 ,1 ,0n . 

 

Полученные данные приведем в таблице 3. 

 

Таблица 3 

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

nx  0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2 

ny  0 0,200 0,396 0,580 0,745 0,885 0,993 1,065 1,099 1,093 1,048 

ny  0 0,199 0,389 0,565 0,717 0,841 0,932 0,985 1,000 0,974 0,909 

n   0,001 0,01 0,02 0,03 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 0,14 

 

Из таблицы 3 имеем, что найденное приближенное решение задачи Коши 

имеет на данном отрезке максимальную абсолютную погрешность, равную 0,14. 

Если точность результата недостаточна, то следует уменьшить шаг h  или применять 

более точные методы [19] приближенного решения дифференциальных уравнений. 

Замечание. При практическом использовании приближенных методов 

решения задач Коши, их точное решение не известно, поэтому применяют другие 

способы оценки погрешностей результата [19]. 
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2.4 Некоторые ОДУ первого порядка, разрешимые в квадратурах 

 

В случае возможности представления решения ОДУ с помощью интегралов от 

известных функций, будем говорить, что данное ОДУ разрешимо в квадратурах. 

 

2.4.1 Уравнение с разделяющимися переменными 

 

Определение. ОДУ первого порядка вида    ygxfy   называется 

уравнением с разделяющимися переменными. 

Для решения ОДУ данного типа следует разделить переменные, то есть так 

преобразовать уравнение, чтобы одна часть уравнения содержала только 

переменную x , а другая – только переменную y . Перепишем исходное ОДУ 

   ygxfy  , представив производную y  как отношение двух дифференциалов по 

формуле 
dx

dy
y  . 

Получим: 

   ygxf
dx

dy
 . 

Умножим уравнение на dx : 

   dxygxfdy  . 

 

Разделим обе части уравнения на  yg , считая пока, что   0yg : 

 

 
 dxxf

yg

dy
 . 

 

Мы разделили переменные, так как в этом уравнении левая часть зависит 

только от y , а правая только от x . Полученное уравнение будем называть 

уравнением с разделенными переменными. 
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Проинтегрируем его: 

 

 
 dxxf

yg

dy
  . 

 

Получили равенство двух неопределенных интегралов, которое, как известно, 

понимается с точностью до произвольной постоянной. Тогда после нахождения 

неопределенных интегралов мы получим уравнение вида     CxFyG  , 

содержащие x , y  и C  - общий интеграл уравнения с разделяющимися 

переменными. 

Рассмотрим теперь случай   0yg . Пусть *y  - какой-нибудь корень этого 

уравнения. Очевидно, что *yy   - решение ОДУ    ygxfy  . Это решение может, 

как входить в общий интеграл (общее решение) при некотором C  ( *yy   - частное 

решение) так и не входить ( *yy   - особое решение). Следует отметить, что C  

может равняться бесконечности. 

Задача. Проинтегрировать (найти все решения) ОДУ 22xyy  . 

Решение. 

Данное ОДУ имеет вид    ygxfy  , следовательно, оно является уравнением 

с разделяющимися переменными. Проведем разделение переменных. 

 

22xy
dx

dy
 , dxxydy 22 . 

 

Разделим обе части уравнения на  2y , пока считая, что 0y . 

 

xdxdy
y

2
1
2

 . 
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Получили уравнение с разделенными переменными. Проинтегрировав его, 

будем иметь: 

  xdx
y

dy
2

2
, Cx

y
 21

. 

 

Получили общий интеграл данного ОДУ. Выразив y , будем иметь общее 

решение 
Cx

y



2

1
. 

При разделении переменных, мы делили уравнение на  2y , поэтому было 

потеряно решение 0y . Данное решение входит в общее решение при C . 

Таким образом, общее решение данного ОДУ 

 

Cx
y




2

1
 (   RC ). 

 

Иногда уравнение с разделяющимися переменными записывают в виде, 

специально не выделяющем какая переменная ( x  или y ) является функцией, а какая 

аргументом. 

Определение. ОДУ первого порядка вида 

 

        0 dyyQxNdxyPxM  

 

называется уравнением с разделяющимися переменными. 

В этом случае разделение переменных происходим аналогичным образом. 

Задача. Проинтегрировать ОДУ 

 

0)1(2 2  dyxxydx . 

Решение. 

Данное ОДУ имеет вид 
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        0 dyyQxNdxyPxM , 

 

следовательно, оно является уравнением с разделяющимися переменными. Проведем 

разделение переменных. 

dyxxydx )1(2 2  . 

 

Разделим уравнение на )1( 2 xy  ( 0y ). 

 

y

dy
dx

x

x


1

2
2

. 

 

Получили уравнение с разделенными переменными. Проинтегрировав его, 

будем иметь: 

 
 y

dy

x

xdx

1

2
2

. 

 

Замечание. Если полученные при интегрировании выражения содержат 

логарифмы, то для дальнейших преобразований часто бывает удобно вместо 

произвольной постоянной C  использовать произвольную постоянную Cln  ( 0C ). 

 

  yCx lnln1ln 2  ,   yxC ln1ln 2  ,   yxC 12
,  12  xCy . 

 

Учитывая, что постоянная C  может быть любого знака, получим общее 

решение данного ОДУ 

 

 12  xCy  ( 0C ). 
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Так как при разделении переменных мы делили уравнение на )1( 2 xy , то 

было потеряно решение 0y . Это решение входит в общее решение при 0C . 

Таким образом, общее решение данного ОДУ имеет вид 

 

 12  xCy  ( RC ). 

 

2.4.2 Однородные уравнения 

 

Определение. Функция  yxf ,  называется однородной степени n  

( 2,... ,1 ,0n ), если для всех 0t  выполняется    yxfttytxf n ,,  . 

Пример. Функция  
yx

xy
yxf

2
,

2


  является однородной функцией второй 

степени, так как для всех 0t  выполняется 

 

  



tytx

tytx
tytxf

2

)(
,

2

)2(

23

yxt

xyt


 yxft

yx

xy
t ,

2

2
2

2 


 . 

 

Определение. ОДУ первого порядка  yxfy ,  называется однородным, если 

 yxf ,  является однородной функцией нулевой степени. 

Часто бывает удобнее применять другое определение. 

Определение. Однородным ОДУ называется уравнение вида 









x

y
fy . 

Для решения однородных уравнений используется подстановка uxy  , где u  - 

некоторая неизвестная функция. 

Подставив uxy   и uxuxuxuy   в данное уравнение, получим: 

 

 uxxfuxu , . 
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Так как  yxf ,  является однородной функцией нулевой степени, то тогда 

 

   ufuxxf ,1,  . 

 

Теперь мы получили уравнение с разделяющимися переменными 

 

 ufuxu ,1 . 

 

Решение уравнения с разделяющимися переменными приведено в п. 2.4.1. 

Задача. Проинтегрировать ОДУ 











x

y

x

y
y ln1 . 

Решение. 

Так как правая часть уравнения, очевидно, имеет вид 








x

y
f , то данное ОДУ 

является однородным уравнением. 

Введя замену uxy  , uxuy  , получим: 

 

 uuuxu ln1 , uuuuxu ln , uuxu ln . 

 

Получили уравнение с разделяющимися переменными. Проведем разделение 

переменных. Заменим u  на 
dx

du
: 

uux
dx

du
ln . 

 

Умножим полученное уравнение на dx : 

 

udxuxdu ln . 
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Разделив уравнение на x  и на uu ln , будем иметь уравнение с разделенными 

переменными: 

x

dx

uu

du


ln
. 

Проинтегрируем его: 

 

 
x

dx

uu

du

ln
, Cxu lnlnlnln    0C , 

 

Cxu lnlnln    0C , Cxu ln   0C , Cxu ln  0C . 

 

Так как произвольная постоянная С  может быть как положительной, так и 

отрицательной, то знак « » можно опустить. 

 

Cxu ln   0C , 
Cxeu    0C . 

 

Заменив u  на 
x

y
, получим общее решение данного ОДУ: 

 

Cxe
x

y
   0C , Cxxey   0 ,0  Cx . 

 

При разделении переменных, мы делили ОДУ на uu ln , поэтому было 

потеряно решение 1u ; xy    0x . Потерянное решение входит в общее решение 

при 0С . 

Таким образом, общее решение данного ОДУ имеет вид 

 

Cxxey   0x . 
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Иногда однородное уравнение записывают в виде, специально не выделяющем 

какая переменная ( x  или y ) является функцией, а какая аргументом. 

Определение. ОДУ     0,,  dyyxQdxyxP  называется однородным, если 

функции  yxP ,  и  yxQ ,  является однородными функциями с одинаковой степенью 

однородности. 

Здесь также для решения используется подстановка uxy  , где u  - некоторая 

неизвестная функция. 

Подставив uxy   и   xduudxuxddy   в данное уравнение, получим 

уравнение с разделяющимися переменными (решение ОДУ такого типа приведено в 

п. 2.4.1). 

Задача. Проинтегрировать ОДУ 

 

  0222  xydydxyx . 

Решение. 

Так как функции   22, yxyxP   и   xyyxQ 2,   являются однородными 

функциями одинаковой (второй) степени, то данное ОДУ является однородным 

уравнением. 

Введя замену uxy  , xduudxdy  , получим: 

 

  0)(2 2222  xduudxuxdxxux . 

 

Очевидно, что уравнение 0x  является интегралом данного ОДУ. 

Рассмотрим теперь случай 0x . Разделив уравнение на 
2x , будем иметь: 

 

  0)(21 2  xduudxudxu , 022 22  xududxudxudx , 

 

  0212  xududxu ,  dxuxudu 12 2  , 
x

dx

u

udu


1

2
2

. 
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Получили уравнение с разделенными переменными. Проинтегрируем его. 

 

 
 x

dx

u

udu

1

2
2

,   xCu lnln1ln 2   ( 0С ),  
x

C
u ln1ln 2   ( 0С ). 

 

Учитывая, что C  может принимать как положительные, так и отрицательные 

значения, знак модуля можно опустить. 

 

x

C
u 12

 ( 0С ). 

Вернемся к uxy  : 

 

x

C

x

y
1

2

2

 ( 0С ), Cxyx  22  ( 0С ), 

 

022  yCxx  ( 0С ), 

2
2

2

22



















C
y

C
x  ( 0С ) 

 

Для упрощения уравнения переобозначим произвольную постоянную. 

Таким образом, общий интеграл данного ОДУ имеет вид 

 

  222
СyСx   ( 0x , 0С ) 

 

Любой частный интеграл задает окружность без одной точки и с центром в 

точке  0 ,СA  и радиусом С . 

Интеграл 0x   0y  не является особым интегралом, он входит в общий 

интеграл при С . 
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На рисунке 16 приведены интегральные кривые решенного ОДУ. 

 

 

Рисунок 16 

 

Заметим, что интегральные кривые, соответствующие общему интегралу, 

гомотетичны с центром в начале координат. 

Таким свойством обладают интегральные кривые любого однородного 

уравнения. Действительно, пусть ОДУ  yxf
dx

dy
,  является однородным. Заменим 

x  и y  на tx  и ty  ( t  - константа) соответственно: 

 

 tytxf
txd

tyd
,

)(

)(
 ,  yxf

dxt

dyt
,




,  yxf

dx

dy
, . 

 

Отсюда следует, что если   0, yxF  - частный интеграл однородного ОДУ, то 

и уравнение   0, tytxF  также будет являться частным интегралом 

рассматриваемого уравнения. Таким образом, интегральные кривые, образующие 

общее решение, однородного уравнения гомотетичны с центром в начале координат. 
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2.4.3 Уравнение в полных дифференциалах 

 

Определение. ОДУ вида     0,,  dyyxQdxyxP  называется уравнением в 

полных дифференциалах, если левая часть уравнения    dyyxQdxyxP ,,   

представляет собой дифференциал некоторой функции двух переменных  yxu , : 

 

     dyyxQdxyxPyxdu ,,,  . 

 

В этом случае данное ОДУ можно записать в виде 

 

  0, yxdu . 

 

Так как только дифференциал константы равен нулю, то тогда общий интеграл 

уравнения в полных дифференциалах будет иметь вид 

 

  Cyxu ,   RC . 

 

Выясним, при каких условиях выражение    dyyxQdxyxP ,,   будет являться 

дифференциалом некоторой функции двух переменных в данной области 
2RD  . В 

дальнейшем нам потребуется понятие открытой односвязной области. 

Определение. Открытой односвязной областью на плоскости будем называть 

множество точек 
2RD  , удовлетворяющее требованиям: 

1) множество D  состоит только из внутренних точек, то есть если точка M  

принадлежит множеству D , то можно указать окрестность точки M , целиком 

принадлежащую D  (граничные точки не принадлежат множеству D ); 

2) две любые точки множества D  можно соединить непрерывной кривой, 

целиком принадлежащей D  (множество D  является связным, то есть состоит из 

одного «куска»); 
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3) любая замкнутая кривая, принадлежащая D , ограничивает внутри себя 

только точки множества D  (множество D  не имеет «отверстий», даже точечных). 

На рисунках 17-19 приведены примеры односвязных открытых областей. 

Следует отметить, что границы областей самим областям не принадлежат. 

 

   

Рисунок 17   Рисунок 18   Рисунок 19 

 

Приведенные на рисунках 20 и 21 области не является односвязными 

областями: область на рисунке 20 имеет внутри себя «отверстие», а область на 

рисунке 21 не является связной, так как она состоит из двух «кусков». 

 

  

Рисунок 20   Рисунок 21 

 

Из курса математического анализа [19] известна следующая теорема. 

Теорема. Пусть  yxP , ,  yxQ , , 
 
y

yxP



 ,
, 

 
x

yxQ



 ,
 являются непрерывными 

функциями в открытой связной области 
2RD  . 

Для того чтобы в области D  выражение    dyyxQdxyxP ,,   являлось 

дифференциалом некоторой функции двух переменных необходимо и достаточно, 

чтобы в области D  выполнялось тождество 
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 






y

yxP ,  
x

yxQ



 ,
. 

 

Доказательство теоремы приведено в [20]. 

Для нахождения функции  yxu ,  используем формулу для дифференциала 

функции двух переменных 

 

 
 

dy
y

yxu
dx

x

yxu
yxdu











,),(
, . 

Так как 

     dyyxQdxyxPyxdu ,,,  , 

то 

 yxP
x

yxu
,

),(





, 

 
 yxQ

y

yxu
,

,





, 

и тогда 

   dxyxPyxu ,,  ,    dyyxQyxu ,,  . 

 

При нахождении неопределенных интегралов будут получены произвольные 

постоянные. Так как интегрирование в первом интеграле происходит по переменной 

x , то произвольная постоянная для первого интеграла не должна зависеть от x , но 

от переменной y  она зависеть может. Таким образом, в первом интеграле 

произвольная постоянная будет иметь вид  yС1 , а во втором -  xС2 . 

 

Задача. Проинтегрировать ОДУ 

 

  0)34(23 2232  dyyxydxxyx . 

Решение. 
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1. Проверим, является ли данное ОДУ уравнением в полных дифференциалах. 

В данном случае 32 23),( xyxyxP  , 2234),( yxyyxQ  . 

Найдем частные производные: 

 

    232 623
,

xyxyx
y

yxP
y 






; 

 

    222 634
,

xyyxy
x

yxQ
x 






. 

 

Получили выполнимость тождества 

 

 






y

yxP ,  
x

yxQ



 ,
 

 

всюду на плоскости – односвязном множестве. Таким образом, данное ОДУ является 

уравнением в полных дифференциалах всюду на плоскости. 

2. Найдем функцию  yxu , , дифференциал которой представляет собой левую 

часть данного ОДУ: 

 

1)        yCyxxdxxyxdxyxPyxu 1
32332 23,,   ; 

 

2)        xCyxydyyxydxyxQyxu 2
32222 234,,   . 

 

Отсюда следует, что с точностью до произвольной постоянной искомая 

функция имеет вид 

  2323 2, yyxxyxu  . 

 

Тогда общий интеграл данного ОДУ 
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Сyyxx  2323 2   RC . 

Если ОДУ 

    0,,  dyyxQdxyxP  

 

не является уравнением в полных дифференциалах, то умножив его на некоторую 

функцию двух переменных  yx, , из него можно получить уравнение в полных 

дифференциалах. Функция  yx,  называется интегрирующим множителем. 

Так как ОДУ 

        0,,,,  dyyxQyxdxyxPyx   

 

является уравнением в полных дифференциалах, то тогда должно выполняться 

тождество 

   
x

Q

y

P








 
. 

 

Найти из такого уравнения функцию  yx,  в общем случае – весьма сложная 

задача. Способы нахождения интегрирующего множителя для некоторых частных 

случаев приведены в [11]. 

 

2.4.4 Линейное ОДУ первого порядка 

 

Определение. Линейным ОДУ первого порядка будем называть уравнение 

вида 

   xqyxpy  . 

 

Если   0xq , то такое уравнение будем называть однородным, а в противном 

случае – неоднородным. 
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Рассмотрим однородное уравнение 

 

  0 yxpy . 

 

Если 1y  - любое ненулевое решение данного уравнения, то тогда функция 1Cy  

также будет являться его решением. Здесь C  - произвольная постоянная. Таким 

образом, структура общего решения линейного однородного ОДУ первого порядка 

имеет вид 

 

1Cyy  . 

 

Рассматриваемое ОДУ является частным случаем уравнения с 

разделяющимися переменными. Проведем разделение переменных. 

 

  0 yxp
dx

dy
,  yxp

dx

dy
 ,  ydxxpdy  . 

 

Разделим уравнение на 0y . 

 

 dxxp
y

dy
 . 

 

Получили уравнение с разделенными переменными. Проинтегрируем его. 

 

   dxxp
y

dy
,   Cdxxpy lnln     0C . 

 

Замечание. Так как произвольная постоянная Cln  входим в уравнение в 

явном виде, то будем считать, что в неопределенный интеграл   dxxp  не входит 
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еще одна произвольная постоянная, то есть он равен одной конкретной 

первообразной подынтегральной функции. 

 

  dxxpCy lnln   0C ,   dxxp
C

y
ln   0C , 

 


dxxp

e
C

y )(
  0C , 

dxxp
eCy

)(
  0C , 

dxxp
Cey

)(
  0C . 

 

Так как произвольная постоянная С  может быть как положительной, так и 

отрицательной, то знак « » можно опустить. 

 


dxxp

Cey
)(

  0C . 

 

Потерянное при разделении переменных решение 0y  входит в общее 

решение при 0C . 

Таким образом, общее решение линейного однородного ОДУ первого порядка 

имеет вид 

 


dxxp

Cey
)(

  RC . 

 

Полученный результат согласуется с определенной ранее структурой общего 

решения 1Cyy  . 

Теперь рассмотрим линейное неоднородное ОДУ первого порядка 

 

  )(xqyxpy  . 

 

Из свойств производной следует, что структура его общего решения имеет вид 
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10 Cyyy  . 

 

Здесь 0y  - любое частное решение неоднородного уравнения, а 1y  - любое 

ненулевое частное решение соответствующего однородного уравнения. 

Действительно, подставив предполагаемое общее решение 10 Cyyy   в 

неоднородное уравнение, получим: 

 

      xqCyyxpCyy 


 1010 ,      xqyxCpyxpCyy 





1010 , 

 

       xqyxpyCyxpy 





1100 . 

 

Так как 0y  - решение неоднородного уравнения, то выражение, находящееся в 

первых скобках, тождественно равно  xq . 1y  - решение однородного уравнения, 

тогда выражение, находящееся во вторых скобках, тождественно равно нулю. 

Получили верное тождество 

   xqCxq  0 . 

 

Найдем общее решение неоднородного уравнения методом вариации 

произвольной постоянной. Для этого в общем решении соответствующего 

однородного ОДУ 


dxxp

Cey
)(

 

 

заменим произвольную постоянную C  на пока неизвестную функцию  xC : 

 

  
dxxp

exCy
)(

. 
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Для нахождения неизвестной функции  xC , подставим предполагаемое 

решение в исходное неоднородное уравнение. 

 

      xqexCxpexС
dxxpdxxp



  )()(

)( , 

 

    dxxp
exC

)(     
 dxxpexC

dxxp
)(

)(    xqexCxp
dxxp
  )(

)( , 

 

    dxxp
exC

)(    )(
)(

xpexC
dxxp
    xqexCxp

dxxp
  )(

)( , 

 

    dxxp
exC

)(    dxxp
exCxp

)(
)(    xqexCxp

dxxp
  )(

)( , 

 

   xqexC
dxxp
  )(

,     
dxxp

exqxC
)(

,     CdxexqxC
dxxp )(

)( . 

 

Тогда общее решение линейного неоднородного ОДУ первого порядка имеет 

вид 

  
dxxp

exCy
)(     

 
dxxpdxxp

eCdxexq
)()(

. 

 

Раскрыв скобки, получим, что найденный результат согласуется с 

определенной ранее структурой общего решения 10 Cyyy  . 

Задача. Проинтегрировать ОДУ 

x
x

y
y 3 . 

Решение. 

Так как данное уравнение имеет вид 

 

  )(xqyxpy  , 
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то она является линейным неоднородное ОДУ первого порядка. Решим его методом 

вариации произвольной постоянной. 

Найдем сначала общее решение соответствующего линейного однородного 

ОДУ первого порядка 

 

0
x

y
y . 

Проведем разделение переменных. 

 

0
x

y

dx

dy
, 

x

y

dx

dy
 , dx

x

y
dy  . 

 

Разделим обе части полученного уравнения на y  ( 0y ). 

 

x

dx

y

dy
 . 

 

Получили уравнение с разделенными переменными. Проинтегрируем его. 

 

 
x

dx

y

dy
, Cxy lnlnln    0C , 

x

C
y lnln    0C , 

 

x

C
y   0C , 

x

C
y   0C . 

 

Так как произвольная постоянная С  может быть как положительной, так и 

отрицательной, то знак « » можно опустить. 

 

x

C
y   0C . 
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Потерянное при разделении переменных решение 0y  входит в общее 

решение при 0C . 

Таким образом, общее решение линейного однородного ОДУ имеет вид 

 

x

C
y   RC . 

 

Будем искать общее решение данного неоднородного ОДУ первого порядка в 

виде 

 

 
x

xC
y  , 

где  xC  - неизвестная функция. 

Тогда 

   
2x

xCxxC
y


 . 

Подставим предполагаемое решение и его производную в данное ОДУ. 

 

   
 

x
x

x

xC

x

xCxxC
3

2



, 

     
x

x

xC

x

xC

x

xC
3

22



, 

 

 
x

x

xC
3


,   23xxC  ,     CxdxxxC 323   RC . 

 

Теперь получим общее решение данного ОДУ: 

 

 
x

xC
y  , 

x

Cx
y




3

  RC , 
x

C
xy  2

  RC . 
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Линейное неоднородное ОДУ первого порядка 

 

  )(xqyxpy   

 

можно решить и другим способом, применив подстановку Бернулли uvy  , где u  и 

v– неизвестные функции. 

Тогда получим 

  vuvuuvy 


 . 

 

Подставив выражения для y  и yв данное ОДУ, будем иметь: 

 

   xquvxpvuvu  , 

 

   xqvxpvuvu  )(      (2) 

 

Подберем ненулевую функцию v  так, чтобы выражение в скобках 

тождественно равнялось нулю. Для этого найдем любое ненулевое частное решение 

ОДУ 

0)(  vxpv . 

 

Проведем разделение переменных. 

 

0)(  vxp
dx

dv
, vxp

dx

dv
)( , vdxxpdv )( . 

 

Разделим обе части уравнения на v   0v . 

 

dxxp
v

dv
)( . 
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Получили уравнение с разделенными переменными. Проинтегрируем его. 

 

  dxxp
v

dv
)( . 

 

Так как нам нужно одно ненулевое решение, то произвольную постоянную 

можно не вводить. 

 dxxpv )(ln , 
dxxp

ev
)(

. 

 

При найденной функции v , уравнение (2) будет иметь вид: 

 

 xqeu
dxxp
  )(

. 

 

Найдем функцию u : 

 


dxxp

exqu
)(

)( ,     Cdxexqu
dxxp )(

  RC . 

 

Тогда общее решение линейного неоднородного ОДУ первого порядка будет 

являться функция 

uvy  ,     

 
dxxpdxxp

eCdxexqy
)()(

  RC . 

 

Задача. Проинтегрировать ОДУ 

x
x

y
y 3 . 

Решение. 

Так как данное уравнение имеет вид 
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  )(xqyxpy  , 

 

то она является линейным неоднородное ОДУ первого порядка. 

Используя подстановку Бернулли uvy  , vuvuy  , получим: 

 

x
x

uv
vuvu 3 , 

 

x
x

v
vuvu 3








 .     (3) 

 

Подберем ненулевую функцию v  так, чтобы выражение в скобках 

тождественно равнялось нулю. Для этого найдем любое ненулевое частное решение 

ОДУ 

0
x

v
v . 

 

Проведем разделение переменных. 

 

0
x

v

dx

dv
, 

x

v

dx

dv
 , dx

x

v
dv  . 

 

Разделим обе части уравнения на v   0v . 

 

x

dx

v

dv
 . 

 

Получили уравнение с разделенными переменными. Проинтегрируем его. 
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 
x

dx

v

dv
. 

 

Так как нам нужно одно ненулевое решение, то произвольную постоянную 

можно не вводить. 

 

xv lnln  , 
1

lnln


 xv , 
1

 xv , 
1 xv , 

1 xv . 

 

При найденной функции v , уравнение (3) будет иметь вид: 

 

xxu 31  
. 

 

Найдем функцию u . 

 

23xu  ,   Cxdxxu 323   RC . 

 

Тогда общее решение линейного неоднородного ОДУ первого порядка будет 

являться функция 

uvy  ,   13  xCxy   RC , 
x

C
xy  2

  RC . 

 

2.4.5 Уравнение Бернулли 

 

Определение. Уравнением Бернулли называется ОДУ вида 

 

  ayxqyxpy )(   1 ,0  aa . 
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Очевидно, что уравнение Бернулли имеет решение 0y  при положительных 

значениях a . 

С помощью замены ayz  1  уравнение Бернулли сводится к линейному ОДУ 

первого порядка, которое в свою очередь можно решить с помощью метода 

вариации произвольной постоянной или с помощью подстановки Бернулли (п. 2.4.4). 

Уравнение Бернулли можно также сразу решить помощью метода вариации 

произвольной постоянной или с помощью подстановки Бернулли. В обоих случаях 

будет получено уравнение с разделяющимися переменными (п. 2.4.1). 

Задача. Проинтегрировать ОДУ 

3

23

x

y

x

y
y  . 

Решение. 

Так как ОДУ имеет вид 

  ayxqyxpy )(   1 ,0  aa , 

 

то оно является уравнением Бернулли. В данном случае 2a . 

Данное уравнение имеет очевидное решение 0y   0x . 

Рассмотрим случай 0y . Введем замену ayz  1 , 1 yz . Тогда, используя 

формулу для производной сложной функции, будем иметь yyz  2 . 

Разделим уравнение на  2y  ( 0y ). 

 

3

1
2 3

xx

y
yy 


 . 

 

Используя, что 1 yz , yyz  2 , получим линейное ОДУ первого порядка 

 

3

3

xx

z
z  . 
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Введем подстановку uvz  , vuvuz  . 

 

3

3

xx

uv
vuvu  , 

 

3

3

xx

v
vuvu 








      (4) 

 

Подберем ненулевую функцию v  так, чтобы выражение в скобках 

тождественно равнялось нулю. Для этого найдем любое ненулевое частное решение 

ОДУ 

0
x

v
v . 

 

Проведем разделение переменных. 

 

0
x

v

dx

dv
, 

x

v

dx

dv
 , dx

x

v
dv  . 

 

Разделим обе части уравнения на v   0v . 

 

x

dx

v

dv
 . 

 

Получили уравнение с разделенными переменными. Проинтегрируем его. 

 

 
x

dx

v

dv
. 
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Так как нам нужно одно ненулевое решение, то произвольную постоянную 

можно не вводить. 

 

xv lnln  , xy  , xy  , xy  . 

 

При найденной функции v , уравнение (4) будет иметь вид: 

 

3

3

x
xu  . 

 

Найдем функцию u . 

 

4

3

x
u  , 

43  xu ,     Cxdxxu 343   RC . 

 

Тогда общее решение линейного неоднородного ОДУ первого порядка будет 

являться функция 

 xCxuvz  3 Cxx  2
, 

Cxx
zy








2

1 1
  RC , 

 

3

2

1 Cx

x
y


   RCx   ,0 . 

 

Решение 0y   0x  входит в общее решение при C . 

Таким образом, общее решение данного ОДУ имеет вид 

 

3

2

1 Cx

x
y


     RCx  ,0 . 

 

Задача. Проинтегрировать ОДУ 
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3

23

x

y

x

y
y  . 

Решение. 

Так как ОДУ имеет вид 

  ayxqyxpy )(   1 ,0  aa , 

 

то оно является уравнением Бернулли. 

Данное уравнение имеет очевидное решение 0y   0x . 

Решим его методом вариации произвольной постоянной. 

Найдем сначала общее решение соответствующего однородного ОДУ первого 

порядка 

 

0
x

y
y . 

Проведем разделение переменных. 

 

0
x

y

dx

dy
, 

x

y

dx

dy
 , dx

x

y
dy  . 

 

Разделим обе части полученного уравнения на y  ( 0y ). 

 

x

dx

y

dy
 . 

 

Получили уравнение с разделенными переменными. Проинтегрируем его. 

 

 
x

dx

y

dy
, Cxy lnlnln    0C , 

x

C
y lnln    0C , 
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x

C
y   0C , 

x

C
y   0C . 

 

Так как произвольная постоянная С  может быть как положительной, так и 

отрицательной, то знак « » можно опустить. 

 

x

C
y   0C . 

 

Потерянное при разделении переменных решение 0y  входит в общее 

решение при 0C . 

Таким образом, общее решение линейного однородного ОДУ имеет вид 

 

x

C
y   RC . 

 

Будем искать общее решение данного уравнения Бернулли в виде 

 

 
x

xC
y  , 

где  xC  - неизвестная функция. 

Тогда 

   
2x

xCxxC
y


 . 

 

Подставим предполагаемое решение и его производную в данное ОДУ: 

 

   
   

3

2

2

3

x

x

xС

x

x

xC

x

xCxxC












,      
 

3

23

x

xC
xCxCxxC  , 
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 
 

3

23

x

xC
xxC  . 

 

Получили ОДУ с разделяющимися переменными. Разделим их. 

 

   
3

23

x

xC
x

dx

xdC
 ,     dxxxCxdC 423  , 

 

 
dxx

xC

xdC 4

2
3  . 

 

Получили уравнение с разделенными переменными. Проинтегрируем его: 

 

 

  
 dxx

xC

xdC 4

2
3 , 

 
Cx

xC
 31

, 
 

Cx
xC

 31
,  

Cx
xC




3

1
. 

 

Так как при разделении переменных, мы делили уравнение на  xС2 , то 

решение   0xС  было потеряно. Потерянное решение входит в общее решение при 

C . 

Найдем теперь общее решение данного ОДУ: 

 

 
x

xC
y  , 

 Cxx
y




3

1
, 

3

2

1 Cx

x
y


     RCx  ,0 . 

 

Задача. Проинтегрировать ОДУ 

3

23

x

y

x

y
y  . 

Решение. 

Так как ОДУ имеет вид 

  ayxqyxpy )(   1 ,0  aa , 
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то оно является уравнением Бернулли. 

Данное уравнение имеет очевидное решение 0y   0x . 

Используя подстановку Бернулли uvy  , vuvuy  , получим: 

 

3

223

x

vu

x

uv
vuvu  , 

 

3

223

x

vu

x

v
vuvu 








 .     (5) 

 

Подберем ненулевую функцию v  так, чтобы выражение в скобках 

тождественно равнялось нулю. Для этого найдем любое ненулевое частное решение 

ОДУ 

0
x

v
v . 

 

Проведем разделение переменных. 

 

0
x

v

dx

dv
, 

x

v

dx

dv
 , dx

x

v
dv  . 

 

Разделим обе части уравнения на v   0v . 

 

x

dx

v

dv
 . 

 

Получили уравнение с разделенными переменными. Проинтегрируем его. 

 

 
x

dx

v

dv
. 
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Так как нам нужно одно ненулевое решение, то произвольную постоянную 

можно не вводить. 

 

xv lnln  , 
1

lnln


 xv , 
1

 xv , 
1 xv , 

1 xv . 

 

При найденной функции v , уравнение (5) будет иметь вид: 

 

3

223

x

vu
vu  , 

3

22
1 3

x

xu
xu


  , 

423  xuu . 

 

Получили уравнение с разделяющимися переменными. Разделим их: 

 

423  xu
dx

du
, dxx

u

du 4

2
3  . 

 

Получили уравнение с разделенными переменными. Проинтегрируем его: 

 


 dxx

u

du 4

2
3 , Cx

u
 31

, Cx
u

 31
, 

Cx
u




3

1
. 

 

Так как при разделении переменных, мы делили уравнение на 
2u , то решение 

0u  было потеряно. Потерянное решение входит в общее решение при C . 

Найдем теперь общее решение данного ОДУ: 

 

uvy  , 1

3

1 





 x

Cx
u , 

 Cxx
y




3

1
, 

3

2

1 Cx

x
y


     RCx  ,0 . 
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2.4.6 Уравнение Клеро 

 

Определение. Уравнением Клеро будем называть ОДУ вида 

 

 yyxy   . 

 

Для решения данного ОДУ введем замену yp  . Тогда получим уравнение 

 

 pxpy  .      (6) 

 

Найдем производную от обеих частей данного уравнения. При этом 

используем формулу для производной произведения и формулу для производной 

сложной функции. 

 

 pppxpxy   ,  pppxpp   ,   0 pppx  ,    0 pxp  . 

 

Отсюда следует, что 

 

0p  или   0 px  . 

 

Пусть 0p , тогда Cp  . Тогда используя (6), получим общее решение 

данного ОДУ 

 

 CCxy  . 

 

Полученное общее решение представляет собой семейство линейных функций, 

которому отвечает семейство прямых. 

Пусть теперь   0 px  . Тогда 
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 px  . 

 

Объединив полученное уравнение с (6), будем иметь 

 

 

 







,

,

pxpy

px



  

   







.

,

pppy

px




 

 

Получили параметрически заданное особое решение данного ОДУ. Особое 

решение представляет собой огибающую семейства прямых, образующих общее 

решение, а, с другой стороны, общее решение состоит из касательных к особому 

решению (рисунок 22). 

Задача. Проинтегрировать ОДУ 

 
4

2
y

yxy


  

Решение. 

Так как данное ОДУ имеет вид 

 yyxy   , 

то оно является уравнением Клеро. 

Введя замену yp  , получим уравнение 

 

4

2p
xpy  .      (7) 

 

Найдем производные от обеих частей данного уравнения. 

 

4

2 pp
pxpxy


 , 

2

pp
pxpp


 , 0

2




pp

px , 0
2











p
xp . 

 

Отсюда следует 
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0p  или 0
2


p
x . 

 

Если 0p , то  Cp  . Тогда подставив это равенство в (7) получим общее 

решение данного ОДУ 

4

2C
Cxy  . 

 

Оно определяет на плоскости семейство прямых (рисунок 22). 

 

Если же 0
2


p
x , 

2

p
x  , то объединив полученный результат с (7), будем 

иметь параметрически заданное особое решение 

 













,
4

,
2

2p
xpy

p
x

 














,
42

,
2

2p
p

p
y

p
x

 












.
4

,
2

2p
y

p
x

 

 

Выразив из первого уравнения p  через x : 

 

xp 2 , 

 

и подставив результат во второе уравнение, получим особое решение данного ОДУ в 

явном виде 

 

 
4

2
2

x
y  , 2xy  . 
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Заметим, что интегральные кривые, соответствующие общему решению 

(прямые 
4

2C
Cxy  ) являются касательными к интегральной кривой, отвечающей 

особому решению (парабола 2xy  ). Эта парабола в свою очередь является 

огибающей данному семейству прямых (рисунок 22). 

 

 

Рисунок 22 

 

2.4.7 Применение справочников по ОДУ для решения уравнений первого 

порядка 

 

Рассмотренными в пунктах 2.4.1-2.4.6 типами ОДУ не исчерпываются виды 

дифференциальных уравнений, разрешимые в квадратурах. С помощью справочных 

изданий (например, [21-23]) можно попытаться определить тип данного ОДУ и 

найти метод его решения. В качестве примера рассмотрим следующее уравнение. 

Задача. Свести данное ОДУ 

234

13






yx

yx
y  
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к одному из типов, изученных в пунктах 2.4.1-2.4.6. 

 

Решение. 

Данное ОДУ не относится ни к одному из видов, рассмотренных в пунктах 

2.4.1-2.4.6, поэтому используем, например, справочник [22] (раздел «Решения 

обыкновенных дифференциальных уравнений»). В нем (пункт 23) можно найти ОДУ 

вида 















 yx

cbyax
fy . 

 

Очевидно, что заданное ОДУ относится к этому типу. Воспользуемся 

приведенным решением таких уравнений. 

Найдем определитель 




ba
054133

34

13
 . 

 

Так как данный определитель не равен 0, то решим систему уравнений 

 









,0

,0

 yx

cbyax
 








,0234

,013

yx

yx
 








.2

,1

y

x
 

 

Введем замены 1x , 2y . Тогда данное ОДУ 

 

234

13






yx

yx
y  

примет вид 

 

 
 

    22314

1213
2











 , 






34

3




 . 
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Так как в правой части находится однородная функция нулевой степени, то 

полученное ОДУ является однородным (п. 2.4.2). 

После решения его методом, приведенным в п. 2.4.2, вернемся к старым 

переменным с помощью равенств 1 x  и 2 y . 
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3 Обыкновенные дифференциальные уравнения n-го порядка 

3.1 Основные определения 

 

Определение. Обыкновенным дифференциальным уравнением (ОДУ) n-го 

порядка называется уравнение вида    0,...,,,  nyyyxF . Порядок ОДУ – это 

порядок самой старшей производной, входящей в уравнение. 

Замечание. ОДУ n-го порядка обязательно в явном виде содержит  ny  и 

может не содержать в явном виде x , y ,…,  1ny . Порядок ОДУ – это порядок самой 

старшей производной. 

В дальнейшем мы, как правило, будем рассматривать ОДУ n-го порядка, 

разрешенные относительно самой старшей производной неизвестной функции, то 

есть ОДУ вида     1,...,,,  nn yyyxfу . Предполагается, что функция 

 11,...,,, nyyyxf  является непрерывной. 

Определение. n раз непрерывно дифференцируемую функцию  xyy   будем 

называть решением ОДУ     1,...,,,  nn yyyxfу  на промежутке RI  , если при 

подстановке функции  xyy   в уравнение     1,...,,,  nn yyyxfу  получается 

верное тождество на I . 

Очевидно, что ОДУ второго порядка 2y  имеет бесконечно много решений: 

2xy  , 12  xy , xxy  2 , 532  xxy  т. д. Вообще при любых RCC 21  ,  

функция 21
2 CxCxy   является решением ОДУ 2y . 

Замечание. Как правило, ОДУ n-го порядка имеет бесконечно много решений, 

и его общее решение будет содержать n произвольных постоянных: 

 nCCCxyy ,...,, 21 . 

Если в общем решении  nCCCxyy ,...,, 21  вместо произвольных постоянных 

1C , 2C , …, nC  подставить конкретные действительные числа, то мы получим 

частное решение. 
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Если общее решение  nCCCxy ,...,, 21  ОДУ n-го порядка получено в 

неявном виде, то есть в виде уравнения   0,...,,,, 21 nCCCyxF , то это уравнение 

  0,...,,,, 21 nCCCyxF  будем называть общим интегралом данного ОДУ. 

Если частное решение )(xyy   ОДУ n-го порядка получено в неявном виде, то 

есть в виде уравнения   0, yxF , то это уравнение   0, yxF  будем называть 

частным интегралом данного ОДУ. 

 

3.2 Задача Коши для ОДУ n-го порядка 

 

Для выделения единственного решения, описывающего реальный процесс, нам 

надо найти значения n произвольных постоянных. Для этого нам уже будет 

необходимо n дополнительных условий. 

Определение. Задачей Коши для ОДУ n-го порядка будем называть задачу 

вида 

    
 

 

 

  





























,

...................

,

,

,

,,...,,,

10
1

20

10

00

1

n
n

nn

yxy

yxy

yxy

yxy

yyyxfy

 

 

состоящая из ОДУ     1,...,,,  nn yyyxfу  и так называемых начальных условий 

  00 yxy  ,   10 yxy  ,…,    10
1


  n

n yxy . 

Здесь 0x , 0y , 1y , …, 1ny  - конкретные действительные числа. 

Решить задачу Коши означает: найти решение (решения) ОДУ 

    1,...,,,  nn yyyxfу , удовлетворяющее (удовлетворяющие) начальным условиям 

  00 yxy  ,   10 yxy  ,…,    10
1


  n

n yxy . 
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Теорема о существовании и единственности решения задачи Коши для 

ОДУ n-го порядка. Пусть задача Коши 

 

    
 

 

 

  





























10
1

20

10

00

1

...................

,

,

,

,,...,,,

n
n

nn

yxy

yxy

yxy

yxy

yyyxfy

 

 

удовлетворяет требованиям: 

1) функция  110 ,...,,, nxf   непрерывна в некоторой окрестности точки 

 11000 ,...,,, nyyyxM ; 

2) частные производные  110 ,...,,,
0  nxf  ,  110 ,...,,,

1  nxf  ,…, 

 110 ,...,,,
1 

 nxf
n

  ограничены в некоторой окрестности точки 

 11000 ,...,,, nyyyxM . 

Тогда в некоторой окрестности точки 0xx   будет существовать единственное 

решение  xyy   задачи Коши. 

 

3.3 Некоторые дифференциальные уравнения n-го порядка, допускающие 

понижение порядка 

3.3.1 ОДУ вида 
   xfy n   

 

ОДУ данного типа решается последовательным интегрированием его обеих 

частей: 

1) 
    1

1 Cdxxfy n  


; 
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2) 
       


21
2 CdxCdxxfy n      21 CxCdxdxxf ; 

 

3) 
         


321
3 CdxCxCdxxdxfy n       dxdxxdxf  

32
21

2
CxCx

C
 . 

 

Проведя интегрирование еще 3n  раза и переобозначив произвольные 

постоянные, получим общее решение данного ОДУ 

 

    01
2

2
1

1

интегралов 

......... CxCxCxCdxdxdxxfy n
n

n

 
     

. 

 

Задача. Найти общее решение ОДУ 

 

xy  . 

Решение. 

Проинтегрируем последовательно три раза данное ОДУ: 

 

1) 1

2

2
C

x
xdxy   ; 

 

2) 21

3

1

2

62
CxC

x
dxC

x
y 














  ; 

 

3) 32

2

1

4

21

3

2246
CxC

x
C

x
dxCxC

x
y 














  . 
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Переобозначим произвольные постоянные для упрощения обозначений. Итак, 

общее решение данного ОДУ имеет вид 

 

01
2

2

4

24
CxCxC

x
y  . 

 

3.3.2 ОДУ вида 
       0,...,,, 1  nkk yyyxF  

 

Если ОДУ не содержит в явном виде неизвестной функции и ее производных 

до порядка k  включительно, то порядок данного ОДУ можно понизить на k  единиц 

с помощью замены  kyz  . Тогда будет получено ОДУ kn   порядка: 

   0,...,,,  knzzzxF . 

 

Задача. Проинтегрировать уравнение цепной линии [21] 

 

  1
2
 yay . 

Решение. 

Так как данное ОДУ не содержит в явном виде неизвестную функцию, то 

понизим его порядок на единицу с помощью введения замены yz  . Получим ОДУ 

первого порядка 

12  zaz . 

 

Полученное уравнение является ОДУ с разделяющимися переменными. 

Разделим их: 

 

12  za
dx

dz
, adx

z

dz


12
. 
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Получили уравнение с разделенными переменными. Проинтегрируем его. 

 


adx
z

dz

12
, 1Arsh Caxz  ,  1sh Caxz  . 

 

Вернемся к старой переменной. 

 

 1sh Caxy  ,     211 ch
1

sh CCax
a

dxCaxy   . 

 

Итак, общее решение данного ОДУ имеет вид 

 

  21ch
1

CCax
a

y  . 

 

Замечание. Полученное общее решение описывает форму провисания 

тяжелой цепи при различных точках подвеса. Коэффициент а определяется 

линейной плотностью цепи и ее натяжением. 

 

3.3.3 ОДУ вида 
   0,...,,  nyyyF  

 

Если ОДУ не содержит независимую переменную в явном виде, то порядок 

уравнения можно понизить на единицу с помощью замены    ypxy  . При такой 

замене получим ОДУ относительно неизвестной функции p , а переменная y  будет 

ее аргументом. Получим выражения для производных: 

 

1) py  ; 

 

2) ppp
dy

dp

dx

dy

dy

yd

dx

yd
y 





 ; 
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3) 
 

    









 ppppppppp
dy

ppd

dx

dy

dy

yd

dx

yd
y   pppp

2 . 

 

Выражения для производных более высокого порядка можно найти 

совершенно аналогично. 

Задача. Решить задачу Коши 

 

 

 

 



















.21

,11

,
2

2

y

y

y

y
y

 

Решение. 

Данное ОДУ не содержит независимую переменную в явном виде, поэтому 

введем замену    ypxy  , ppy  . 

Тогда получим: 

 

y

p
pp

2

2

 , 0
2

2


y

p
pp , 0

2











y

p
pp . 

 

Отсюда следует, что 0p  или 0
2


y

p
p . 

Рассмотрим случай 0p . Тогда 

 

0y , Cy  . 

 

Используя начальное условие   11 y , получим 

 

1y . 
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Найденное решение не удовлетворяет условию   21 y . 

 

Рассмотрим случай 0
2


y

p
p . Имеем ОДУ с разделяющимися переменные. 

Разделим их. 

 

y

p
p

2
 , 

y

p

dy

dp

2
 . 

 

Умножив уравнение на dy , получим: 

 

dy
y

p
dp

2
 . 

 

Так как   21 y , то 0p  и тогда разделим уравнение на p2 . 

 

y

dy

p

dp


2
,   y

dy

p

dp
2 , Cyp lnlnln2    0C , 

 

yCp lnln
2
  0C , Cyp 2 . 

 

Так как C  может принимать такой же знак, что и y , то тогда знак модуля 

можно опустить: 

 

Cyp 2 . 
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Используя начальные условия   11 y  и   21 y , получим, что при 1x  

выполняется 1y  и 2p . Тогда найдем C , подставив 1y  и 2p  в уравнение 

Cyp 2 . Будем иметь: 

 

122  C , 4C . 

Тогда 

yp 42  , yp 2  или yp 2 . 

 

Так как при 1y  и 2p  должно получаться верное равенство, то второй 

случай невозможен. 

Рассмотрим 

yp 2 , yy 2 . 

 

Получили уравнение с разделяющимися переменными. Разделим их: 

 

y
dx

dy
2 , dxydy 2 . 

 

Из условия   11 y  следует, что 0y , и тогда уравнение можно разделить на 

y2 . 

dx
y

dy


2
,   dx

y

dy

2
, Cxy  . 

 

Найдем С , используя начальное условие   11 y : 

 

C11 . 

Тогда: 

0C , xy  . 
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И решение данной задачи Коши имеет вид 

 

2xy    0x . 

 

3.4 Линейное ОДУ n-го порядка c переменными коэффициентами 

3.4.1 Основные определения 

 

Определение. Линейным ОДУ n-го порядка c переменными коэффициентами 

будем называть уравнение вида 

 

             xfyxayxayxayxay n
n

n  
 012

1
1 ... . 

 

Здесь  xai  ( 1 ..., ,1 ,0  ni ) и  xf  – известные функции, непрерывные на 

некотором промежутке I . Если на этом промежутке   0xf , то такое уравнение 

будем называть однородным, а в противном случае – неоднородным. Функции  xai  

( 1 ..., ,1 ,0  ni ) называются коэффициентами данного ОДУ. 

Левую часть рассматриваемого уравнения можно рассматривать как оператор 

 yLn , отображающий  ICn  (множество n-раз непрерывно дифференцируемых 

функций на промежутке I ) в  IC  (множество непрерывных функций на 

промежутке I ). 

Определение. Линейным дифференциальным оператором n-го порядка c 

переменными коэффициентами будем называть оператор вида 

 

             yxayxayxayxayyL n
n

n
n 012

1
1 ...  
 . 

 

Из свойств производной и вида данного оператора следует его линейность, то 

есть выполнимость следующих свойств. 
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1. Для всех  ICyy n21,  выполняется      2121 yLyLyyL nnn  . 

2. Для всех  ICy n  и RC  выполняется    yСLСyL nn  . 

В дальнейшем линейное неоднородное однородное ОДУ n-го порядка c 

переменными коэффициентами будем иногда обозначать в виде 

 

  )(xfyLn  , 

а однородное в виде 

  0yLn . 

 

3.4.2 Задача Коши для линейного ОДУ n-го порядка c переменными 

коэффициентами 

Определение. Задачей Коши для линейного ОДУ n-го порядка с переменными 

коэффициентами будем называть задачу вида 

 

   

 

 

 

  

























 ,

...................

,

,

,

,

10
1

20

10

00

n
n

n

yxy

yxy

yxy

yxy

xfyL

 

 

состоящую из линейного ОДУ n-го порядка с переменными коэффициентами и 

начальных условий. 

Теорема о существовании и единственности решения задачи Коши для 

линейного ОДУ n-го порядка c переменными коэффициентами. Пусть  xai  

( 1 ..., ,1 ,0  ni ) и  xf  – непрерывные функции на промежутке I   Ix 0 , тогда на 

этом промежутке задача Коши будет иметь единственное решение. 

Замечание. В отличие от уже рассмотренных аналогичных теорем (пункты 2.2 

и 3.2) данная теорема гарантирует существование и единственность решения не в 
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некоторой окрестности точки 0x , а на всем промежутке непрерывности функций 

 xai  ( 1 ..., ,1 ,0  ni ) и  xf . 

 

3.4.3 Свойства решений линейного ОДУ n-го порядка c переменными 

коэффициентами 

 

1. Если функции 1y  и 2y – решения однородного ОДУ   0yLn , то функции 

21 yy   также будут являться решениями данного ОДУ. 

2. Если функция y  – решение однородного ОДУ   0yLn , а C  – 

произвольная постоянная, то функция Cy  также будет являться решением данного 

ОДУ. 

3. Если функция 1y  – решение неоднородного ОДУ   )(xfyLn  , а функция 

2y  – решение соответствующего однородного ОДУ   0yLn , то функция 21 yy   

будет являться решением неоднородного ОДУ   )(xfyLn  . 

4. Если функция 1y  – решение неоднородного ОДУ   )(1 xfyLn  , а функция 

2y  – решение неоднородного ОДУ   )(2 xfyLn  , то функция 21 yy   будет являться 

решением неоднородного ОДУ    xfxfyLn 21 )(  . 

Свойство 4 называется принципом суперпозиции. 

Доказательство данных свойств непосредственно следует из линейности 

оператора  yLn . В качестве примера докажем свойство 4. 

Доказательство. 

Покажем, что функция 21 yy   является решением ОДУ    xfxfyLn 21 )(  . 

Для этого подставим ее в данное ОДУ: 

 

   xfxfуyLn 2121 )(  . 

 

Так как оператор  yLn  является линейным, то тогда получим: 
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     xfxfyLyL nn 2121 )(  .   (1) 

 

Так как функция 1y  – решение неоднородного ОДУ   )(1 xfyLn  , а функция 

2y  – решение неоднородного ОДУ   )(2 xfyLn  , то тогда получаем верные 

тождества 

 

  )(11 xfyLn  ,    xfyLn 22  . 

 

Отсюда следует, что и (1) является тождеством. Таким образом, 21 yy   

является решением неоднородного ОДУ    xfxfyLn 21 )(  . Свойство доказано. 

Из свойств 1-2 следует, что если функции 1y , 2y ,…, ny  являются решениями 

однородного ОДУ   0yLn , то функция 

 

nn yCyCyCy  ...2211     (2) 

 

также будет являться решением однородного ОДУ   0yLn . Здесь 1C , 2C ,…, nC  - 

произвольные постоянные. 

Решение (2) содержит ровно n произвольных постоянных, однако оно не 

всегда будет являться общим решением однородного ОДУ   0yLn . Действительно, 

предположим, что, например, решение 1y  линейно выражается через другие 

решения: 

 

nn yyy   ...221 .     (3) 

 

Тогда подставив (3) в (2), получим 

 

  nnnn yCyCyyСy  ...... 22221  . 
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Упростив и переобозначив произвольные постоянные, получим решение 

однородного ОДУ   0yLn  вида 

 

nn yDyDy  ...22 . 

 

Это решение, очевидно, не будет являться общим решением, так как содержит 

не n, а 1n  произвольных постоянных. 

Таким образом, чтобы решение (2) являлось общим решением однородного 

ОДУ   0yLn  надо дополнительно потребовать, чтобы решения 1y , 2y ,…, ny  

линейно не выражались друг через друга, то есть были линейно независимыми. 

Итак, структура общего решения однородного ОДУ   0yLn  имеет вид 

nn yCyCyCy  ...2211 , 

 

а структура общего решения неоднородного ОДУ   )(xfyLn   имеет вид 

 

nn yCyCyCyy  ...22110 . 

 

Здесь 1y , 2y ,…, ny  - линейно независимые решения однородного ОДУ 

  0yLn , а 0y  - любое решение неоднородного ОДУ   )(xfyLn  . 

Определение. Функции 1y , 2y ,…, ny  называются линейно зависимыми на 

промежутке I , если существуют такие постоянные 1 , 2 ,…, n  (числа 1 , 

2 ,…, n  не все равны нулю), что 

 

0...2211  nn yyy    Ix . 

 

В противном случае – линейно независимыми. 
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Определение. Если функции 1y , 2y ,…, ny  являются линейно независимыми 

решениями однородного ОДУ n-го порядка c переменными коэффициентами, то их 

будем называть фундаментальной системой решений данного однородного ОДУ. 

Количество функций в фундаментальной системе решений равно порядку 

ОДУ. 

Отсюда следует, что для получения общих решений линейных однородных и 

неоднородных ОДУ n-го порядка c переменными коэффициентами нам требуется 

критерий линейной независимости системы функций (пункт 3.4.4). 

 

3.4.4 Определитель Вронского 

 

Пусть функции 1y , 2y ,…, ny  являются линейно зависимыми на промежутке I , 

тогда существуют такие постоянные 1 , 2 ,…, n  (числа 1 , 2 ,…, n  не все равны 

нулю), что при всех Ix  выполняется 

 

0...2211  nn yyy  . 

 

Продифференцируем данное тождество последовательно 1n  раз и объединим 

полученные тождества в однородную систему уравнений 

 

     




















 .0...

...................................................

,0...

,0...

,0...

11
22

1
11

2211

2211

2211

n
nn

nn

nn

nn

nn

yyy

yyy

yyy

yyy









 

 

Рассмотрим эту систему уравнений относительно неизвестных 1 , 2 ,…, n . 

Так как существуют 1 , 2 ,…, n  (не все равные нулю), что при всех Ix  каждое 

уравнение обращается в тождество, то данная система имеет ненулевое решение. 
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Отсюда следует [24], что определитель этой системы тождественно равен нулю на 

промежутке I . Этот определитель называется определителем Вронского. 

Определение. Определителем Вронского системы функций 1y , 2y ,…, ny  

будем называть определитель вида 

 

 

     11
2

1
1

21

21

21

...

............

...
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,...,,






n
n

nn

n

n

n

yyy

yyy

yyy

yyyW . 

 

Таким образом, нами уже получено следующее свойство определителя 

Вронского. 

1. Пусть функции 1y , 2y ,…, ny  являются линейно зависимыми на промежутке 

I . Тогда их определитель Вронского будет на промежутке I  тождественно равен 

нулю. 

2. Пусть функции 1y , 2y ,…, ny  являются решениями некоторого линейного 

однородного ОДУ n-го порядка с переменными коэффициентами   0yLn  на 

промежутке I . Если хотя бы в одной точке Ix 0  определитель Вронского равен 0, 

то тогда функции 1y , 2y ,…, ny  будут являться линейно зависимыми на промежутке 

I , и на этом промежутке определитель Вронского будет тождественно равен нулю. 

Доказательство. 

Пусть в некоторой точке Ix 0  определитель Вронского равен 0: 

 

     

     
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n

n
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Отсюда следует, что столбцы данного определителя будут линейно 

зависимыми. Таким образом, будет существовать набор чисел 1
~ , 2

~ ,…, n~  (числа 

1
~ , 2

~ ,…, n~  не все равны нулю), что будет верно равенство 
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nn

 .  (4) 

 

Рассмотрим функцию nn yyyy  ~...~~~
2211  . 

Если она тождественно равна нулю на промежутке I , то это означает, что 

функции 1y , 2y ,…, ny  будут являться линейно зависимыми на промежутке I . Для 

данного случая свойство доказано. 

Предположим теперь, что функция y~  не равна тождественно 0 на промежутке 

I . 

Так как функции 1y , 2y ,…, ny  являются решениями некоторого линейного 

однородного ОДУ n-го порядка с переменными коэффициентами   0yLn  на 

промежутке I , то и функция y~  также будет являться решением данного уравнения 

на данном промежутке. 

Из (4) следует равенства: 

 

        0~...~~~
00220110  xyxyxyxy nn , 

 

        0~...~~~
00220110  xyxyxyxy nn , 

……………………………………………………………… 

 

            0~...~~~
0

1
0

1
220

1
110

1   xyxyxyxy n
nn

nnn  . 
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Таким образом, функция y~  является на промежутке I  решением задачи Коши: 
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Очевидно, что это задача имеет еще и нулевое решение. 

Получаем, что данная задача Коши имеет хотя бы два решения: ненулевое 

решение y~  и нулевое решение. Последнее противоречит теореме о существовании и 

единственности решения задачи Коши для линейного однородного ОДУ n-го 

порядка с переменными коэффициентами (пункт 3.4.2). Отсюда следует, что 

предположение о том, что функция y~  не равна тождественно 0 на промежутке I , 

является неверным. 

Линейная зависимость функций 1y , 2y ,…, ny  на промежутке I  доказана. 

Последнее (свойство 1 определителя Вронского) влечет тождество 

  0,...,, 21 nyyyW  на промежутке I . 

Свойство доказано. 

3. Пусть функции 1y , 2y ,…, ny  являются решениями некоторого линейного 

однородного ОДУ n-го порядка с переменными коэффициентами на промежутке I . 

Если хотя бы в одной точке Ix 0  определитель Вронского не равен 0, то тогда 

функции 1y , 2y ,…, ny  будут являться линейно независимыми на промежутке I , и 

на этом промежутке определитель Вронского будет всюду отличен от нуля. 

Доказательство. 

Предположим противное, то есть, что функции 1y , 2y ,…, ny  будут являться 

линейно зависимыми на промежутке I . Тогда по свойству 1 определителя 

Вронского имеем тождество   0,...,, 21 nyyyW  на промежутке I . Получили 
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противоречие с тем, что в точке Ix 0  определитель Вронского не равен 0. Таким 

образом, функции 1y , 2y ,…, ny  будут являться линейно независимыми на 

промежутке I . 

Теперь предположим, что неверно, что на промежутке I  определитель 

Вронского будет всюду отличен от нуля. Тогда должна существовать хотя бы одна 

точка Ix 1 , в которой определитель Вронского равен 0. Согласно свойству 2 

определителя Вронского, последнее влечет тождество   0,...,, 21 nyyyW  на 

промежутке I . Получили противоречие с тем, что в точке Ix 0  определитель 

Вронского не равен 0. Таким образом, определитель Вронского функций 1y , 2y ,…, 

ny  будет отличен от нуля всюду на промежутке I . 

Свойство доказано. 

Замечание. Если не требовать, чтобы функции 1y , 2y ,…, ny  являлись 

решениями некоторого линейного однородного ОДУ n-го порядка с переменными 

коэффициентами на промежутке I , то тогда определитель Вронского  nyyyW ,...,, 21  

может принимать как нулевые, так и ненулевые значения на промежутке I . 

В качестве примера можно рассмотреть функции xy 1  и xy sin2  . Тогда 

определитель Вронского 

 

  xxx
x

xx

yy

yy
yyW sincos

cos1

sin
,

21

21
21 


  

 

принимает как ненулевые значения (например, при 
2


x  определитель Вронского 

равен 1 ), так и значение, равное нулю (например, при 0x ). 
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3.4.5 Фундаментальная система решений 

 

Теорема. Для любого линейного однородного ОДУ n-го порядка с 

переменными коэффициентами существует фундаментальная система решений. 

Доказательство. 

Пусть нам дано линейное однородное ОДУ n-го порядка с переменными 

коэффициентами   0yLn . Его коэффициенты  xai  ( 1 ..., ,1 ,0  ni ) 

предполагаются непрерывными на некотором промежутке I . 

Возьмем любую точку Ix 0 , и образуем n задач Коши: 

 

1) 

 

 

 

 

  
























 ;0

...................

,0

,0

,1

,0

0
1

0

0

0

xy

xy

xy

xy

yL

n

n

 2) 

 

 

 

 

  
























 ;0

...................

,0

,1

,0

,0

0
1

0

0

0

xy

xy

xy

xy

yL

n

n

 3) 

 

 

 

 

  
























 ;0

...................

,1

,0

,0

,0

0
1

0

0

0

xy

xy

xy

xy

yL

n

n

… n) 

 

 

 

 

  
























 .1

...................

,0

,0

,0

,0

0
1

0

0

0

xy

xy

xy

xy

yL

n

n

 

 

Из теоремы о существовании и единственности решения задачи Коши для 

линейного ОДУ n-го порядка с переменными коэффициентами (пункт 3.4.2) следует, 

что каждая из данных задач Коши на промежутке I  имеет единственное решение. 

Обозначим эти решения  xyy 1 ,  xyy 2 ,  xyy 3 , …,  xyy n  соответственно. 
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01

1...000

...............

0...100

0...010

0...001

 . 

 

Так как определитель Вронского решений  xyy 1 ,  xyy 2 ,  xyy 3 , …, 

 xyy n  в точке Ix 0  не равен нулю, то согласно свойству 3 определителя 

Вронского (пункт 3.4.4) решения  xyy 1 ,  xyy 2 ,  xyy 3 , …,  xyy n  будут 

линейно независимы на промежутке I . Таким образом, они будут образовывать 

фундаментальную систему решений. 

Теорема доказана. 

Замечание 1. Доказательство данной теоремы показывает, как можно 

получить фундаментальную систему решений для любого линейного однородного 

ОДУ n-го порядка с переменными коэффициентами, но в общем случае 

соответствующие задачи Коши придется решать приближенными методами [19]. 

Таким образом, в общем виде не решен вопрос о получении фундаментальной 

системы решений в виде элементарных функций или хотя бы записать решения с 

помощью интегралов. 

Для некоторых частных случаев можно получить фундаментальные системы в 

виде элементарных функций. Например, для любого линейного однородного ОДУ n-

го порядка с постоянными коэффициентами (пункт 3.5). 

Если известно любое ненулевое частное решение  xyy 1  линейного 

однородного ОДУ второго порядка с переменными коэффициентами, то данное 

уравнение можно разрешить в квадратурах с помощью замены 1zyy  . 

Действительно, рассмотрим линейное однородное ОДУ второго порядка с 

переменными коэффициентами 

 

    001  yxayxay . 
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Используем замену 1zyy  . Найдем производные: 

 

11 yzyzy  , 111 2 yzyzyzy  . 

 

Подставим замену и ее производные в данное ОДУ: 

 

111 2 yzyzyz       010111  zyxayzyzxa , 

 

111 2 yzyzyz        0101111  zyxayzxayzxa , 

 

       02 111011111  yzxayxayxayzyzyz .  (5) 

 

Так как  xyy 1  - решение линейного однородного ОДУ второго порядка с 

переменными коэффициентами 

 

    001  yxayxay , 

то тогда верно тождество 

    010111  yxayxay . 

 

Таким образом, уравнение (5) примет вид 

 

  02 1111  yzxayzyz ,    02 1111  zyxayyz . 

 

Используя замену zu  , получим уравнение с разделяющимися переменными 

 

   02 1111  uyxayyu . 
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Задача. Найти общее решение линейного однородного ОДУ 

 

0
2
2

 y
x

y , 

зная его частное решение 2
1 xy  . 

Решение. 

Так как известно частное решение 2
1 xy  , то введем замену 2zxy  . 

Тогда: 

 

zxxzxzxzy 22 22  , zxzxzzxzxzxzy 24222 22  . 

 

Подставим вторую производную в данное ОДУ: 

 

0
2

24 2

2

2  zx
x

zxzxz , 042  xzxz . 

 

Введем замену zu  : 

042  uxxu . 

 

Полученное ОДУ является уравнением с разделяющимися переменными. 

Разделим их: 

 

042  uxx
dx

du
, 04  ux

dx

du
, ux

dx

du
4 , 

x

dx

u

du
4  ( 0u ). 

 

Получили уравнение с разделенными переменными. Проинтегрируем его: 

 

 
x

dx

u

du
4 , Cxu lnln4ln   ( 0C ), Cxu lnlnln 4  

 ( 0C ), 
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4
lnln

x

C
u   ( 0C ), 

4x

C
u   ( 0C ). 

 

Потерянное при разделении переменных решение 0u  входит в общее 

решение при 0C . 

Так как zu  , то тогда 

  134 3
C

x

C
dx

x

C
z . 

 

Отсюда будем иметь: 

 

2zxy  , 2
1

2
13 33

xC
x

C
xC

x

C
y 








 . 

 

Переобозначив произвольные постоянные, получим общее решение данного 

ОДУ 

2
2

1 xC
x

C
y  . 

 

Замечание 2. С помощью данной замены можно решить в квадратурах и 

неоднородное ОДУ второго порядка с переменными коэффициентами. 

Замечание 3. С помощью данной замены можно понизить порядок любого 

линейного однородного ОДУ n-го порядка с переменными коэффициентами на 

единицу. 
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3.4.6 Решение линейного неоднородного ОДУ n-го порядка с переменными 

коэффициентами методом вариации произвольных постоянных 

 

Предположим, что нам требуется найти общее решение линейного 

неоднородного ОДУ n-го порядка c переменными коэффициентами 

 

             xfyxayxayxayxay n
n

n  
 012

1
1 ... .   (6) 

 

Причем нам известна фундаментальная система решений  xyy 1 ,  xyy 2 , 

…,  xyy n  соответствующего однородного ОДУ 

 

            0... 012
1

1  
 yxayxayxayxay n

n
n .   (7) 

 

Как известно (пункт 3.4.3) общее решение однородного ОДУ имеет вид 

 

       xyCxyCxyCxyCy
n

i
iinn 




1

2211 ... . 

 

Будем искать решение исходного неоднородного ОДУ (6) в виде 

 

   xyxCy
n

i
ii




1

.      (8) 

 

Здесь  xCi  ( ni  ..., ,2 ,1 ) – неизвестные функции. Для их нахождения 

подставим предполагаемое решение (8) в исходное неоднородное уравнение (6). Для 

этого нам потребуется найти производные до порядка n включительно 

предполагаемого решения (8). 

Найдем производную первого порядка: 
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        





















n

i
ii

n

i
ii xyxCxyxСy

11

        



n

i
iiii xyxCxyxC

1

 

 

   


xyxC
n

i
ii

1

   xyxС
n

i
ii




1

. 

 

Положив     0
1




xyxC
n

i
ii , будем иметь 

 

   xyxСy
n

i
ii




1

. 

 

Найдем производную второго порядка: 

 

        



















n

i
ii

n

i
ii xyxCxyxСy

11

        



n

i
iiii xyxCxyxC

1

 

 

   


xyxC
n

i
ii

1

   xyxС
n

i
ii




1

. 

 

Положив     0
1




xyxC
n

i
ii , будем иметь 

 

   xyxСy
n

i
ii




1

. 

 

Продолжая процесс нахождения производных, получим производные 
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      xyxСy
n

i

m
ii

m




1

 ( 1 ..., ,2 ,1  nm ). 

 

При введенных дополнительных ограничениях 

 

     0
1




xyxC
n

i

m
ii  ( 2 ..., ,2 ,1  nm ). 

 

Производную n-го порядка оставим в виде двух сумм 

 

      


 xyxCy
n

i

n
ii

n

1

1     xyxС
n

i

n
ii

1

. 

 

Подставим полученные производные в исходное неоднородное уравнение (6): 

    


 xyxC
n

i

n
ii

1

1     


xyxС
n

i

n
ii

1

 xan 1      


 ...
1

1 xyxС
n

i

n
ii  

 

 xa2    xyxС
n

i
ii




1

 xa1    xyxС
n

i
ii




1

 xa0     )(
1

xfxyxС
n

i
ii 



. 

 

Внесем коэффициенты  xai  под знаки сумм: 

 

    


 xyxC
n

i

n
ii

1

1     


xyxС
n

i

n
ii

1

       



 ...

1

1
1 xyxСxa

n

i

n
iin  

 

     xyxСxa
n

i
ii




1

2      xyxСxa
n

i
ii




1

1       )(
1

0 xfxyxСxa
n

i
ii 



. 

 

Объединим все суммы, начиная со второй, в одну сумму: 
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    


 xyxC
n

i

n
ii

1

1            



 

n

i

n
iin

n
ii xyxCxaxyxС

1

1
1 ...  

 

                   xfxyxCxaxyxCxaxyxCxa iiiiii  012 , 

 

    


 xyxC
n

i

n
ii

1

1                )(...
1

0
1

1 xfxyxaxyxaxyxC
n

i
i

n
in

n
i 




 . (9) 

 

Так как функции  xyy 1 ,  xyy 2 , …,  xyy n  являются решениями 

однородного ОДУ (7), то тогда верны тождества 

 

          0... 0
1

1  
 xyxayxay i

n
in

n
i  ( ni  ..., ,2 ,1 ). 

 

При этом уравнение (9) примет вид 

 

      xfxyxC
n

i

n
ii 





1

1 . 

 

Объединив полученное уравнение с введенными ограничениями, получим 

систему уравнений для нахождения  xCi  ( ni  ..., ,2 ,1 ): 
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   

   

    

    













































n

i

n
ii

n

i

n
ii

n

i
ii

n

i
ii

xfxyxC

xyxC

xyxC

xyxС

1

1

1

2

1

1

).(

,0

............................

,0

,0

 

 

Очевидно, что определителем полученной системы является определитель 

Вронского фундаментальной системы решений однородного ОДУ (7). Тогда, 

используя метод Крамера решения систем линейных уравнений, получим: 

 

 
 
 xW

x
xС i

i


  ( ni  ..., ,2 ,1 ) 

 

Определитель i-го неизвестного  xi  получается из определителя Вронского 

с помощью замены его i-го столбца на столбец свободных членов 

 

 





















xf

0

...

0

0

. 

 

Задача. Найти общее решение линейного неоднородного ОДУ 

 

x
y

x
y

12
2

 , 

зная его фундаментальную систему решений: 2
1 xy  , 

x
y

1
2  . 
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Решение. 

Будем искать общее решение неоднородного ОДУ в виде 

 

       xyxCxyxCy 2211  ,  
 
x

xC
xxCy 22

1  . 

 

Для нахождения функций  xC1  и  xC2 , составим и решим систему: 

 

       

         







,

,0

2211

2211

xfxyxCxyxC

xyxCxyxC
 

   

   





















.
11

2

,0
1

221

2
2

1

xx
xCxxC

x
xCxxC

 

 

Решим полученную систему методом Крамера: 

 

  03
1

2

1

2

2







x
x

x
x

xW ,  
2

2

1

1

11

1
0

x

xx

xx 



 ,   x

x
x

x
x  1

2

02

2 ; 

 

 
 
  2

2
1

1
3

1

3

1

x

x

xW

x
xС 








 ,  
 
  33

2
2

xx

xW

x
xС 





 . 

 

Найдем  xС1  и  xС2 : 

 

1)       1211
3

1

3
C

xx

dx
dxxСxС ; 

 

2)       2

2

22
63

C
xxdx

dxxСxС . 
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Тогда общее решение данного ОДУ имеет вид: 

 

 
 
x

xC
xxCy 22

1  , 
x

C
x

xC
x

y
2

2

2
1

6

3

1










 , 

 

x

Cx
xC

x
y 22

1
63
 , 

x

C
xC

x
y 22

1
2

 . 

 

3.5 Линейное ОДУ n-го порядка с постоянными коэффициентами 

3.5.1 Основные определения 

 

Определение. Линейным ОДУ n-го порядка c постоянными коэффициентами 

будем называть уравнение вида 

 

     xfyayayayay n
n

n  
 012

1
1 ... . 

 

Здесь Rai   ( 1 ..., ,1 ,0  ni ) – известные числа, а  xf  – известная функция, 

непрерывная на некотором промежутке I . Если на этом промежутке   0xf , то 

такое уравнение будем называть однородным, а в противном случае – 

неоднородным. Числа ia  ( 1 ..., ,1 ,0  ni ) называются коэффициентами данного 

ОДУ. 

Замечание. Так как линейное ОДУ n-го порядка c постоянными 

коэффициентами является частным случаем линейного ОДУ n-го порядка c 

переменными коэффициентами, то все свойства и методы, приведенные в пункте 3.4, 

без изменения переносятся на случай линейного ОДУ n-го порядка c постоянными 

коэффициентами. 
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3.5.2 Нахождение общего решения линейного однородного ОДУ n-го 

порядка c постоянными коэффициентами 

 

Будем искать решение линейного однородного ОДУ n-го порядка c 

постоянными коэффициентами 

 

    0... 012
1

1  
 yayayayay n

n
n     (10) 

в виде 

xey  , 

 

где   - пока неизвестное комплексное число. 

Подставим предполагаемое решение в ОДУ (10): 

 

0... 01
2

2
1

1  


xxxxn
n

xn eaeaeaeae   . 

 

Разделим полученное уравнение на 0xe   C : 

 

0... 01
2

2
1

1  
 aaaa n

n
n  .   (11) 

 

Уравнение (11) называется характеристическим уравнение линейного ОДУ с 

постоянными коэффициентами (10). 

Таким образом, функция xey   является решением ОДУ (10) тогда и только 

тогда, когда   будет являться корнем характеристического уравнения (11). 

Характеристическое уравнение (11) является алгебраическим уравнением n-ой 

степени, а такие уравнения имеют ровно n комплексных корней с учетом кратности 

[24]. Учитывая, что все коэффициенты характеристического уравнения (11) 

являются действительными числами, получаем [24], что данное уравнение может 

иметь корни только следующих видов: 
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1) простые действительные корни; 

2) кратные действительные корни; 

3) простые комлексно-сопряженные корни; 

4) кратные комлексно-сопряженные корни. 

Если характеристическое уравнение (11) имеет только простые 

действительные корни: 1 , 2 , …, n , то тогда ОДУ (1) имеет решения 
x

ey 1
1


 , 

x
ey 2

2


 , …, 
x

n
ney


 . 

Покажем, что данные решения являются линейно независимыми на R . Для 

этого найдем для данной системы решений определитель Вронского: 

 

 

       







 11
3

1
2

1
1

321

321

321

321

...

...............

...

...

...

,...,,,

n
n

nnn

n

n

n

n

yyyy

yyyy

yyyy

yyyy

yyyyW  

 

       
       

           







 1111
...

...............

...

...

...

321

321

321

321

nxnxnxnx

xxxx

xxxx

xxxx

n

n

n

n

eeee

eeee

eeee

eeee









 

 



 xn
n

xnxnxn

x
n

xxx

x
n

xxx

xxxx

n

n

n

n

eeee

eeee

eeee

eeee















11
3

1
2

1
1

22
3

2
2

2
1

321

...

...............

...

...

...

321

321

321

321
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

 11
3

1
2

1
1

22
3

2
2

2
1

321

...

...............

...

...

1...111

 ...321

n
n

nnn

n

n
xxxx neeee






  

 

Получили определитель Вандермонда [24]. Используя формулу для его 

нахождения, получим 

 

  0 ...

  
1,

321 




ji

n

ji
ji

xxxx neeee 
 

 

Тогда решения 
x

ey 1
1


 , 

x
ey 2

2


 , …, 
x

n
ney


  являются линейно 

независимыми на R . Отсюда следует, что они образуют фундаментальную систему 

решений ОДУ (10). 

Итак, если характеристическое уравнение (11) имеет только простые 

действительные корни: 1 , 2 , …, n , то тогда общее решение ОДУ (10) имеет вид 

 

x
n

xx neCeСeСy


 ...21
21 . 

 

Таким образом, мы получили, что простой действительный корень   

характеристического уравнения (11) порождает решение xey   ОДУ (10), входящее 

в его фундаментальную систему решений. 

Рассмотрев случаи, когда характеристическое уравнение (11) имеет корни 

других типов, получим таблицу 1. 
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Таблица 1. 

Корень 

характеристического 

уравнения 

Решение(я) линейного однородного ОДУ, порождаемое(ые) этим 

корнем 

Простой действительный 

корень   

xey   

Действительный корень   

кратности m  

xey 0 , 
xxey 1 , 

xexy 2
2  ,…, 

xm
m exy 1

1


   

Простые комплексно-

сопряженные корни 

 i2,1  

xey x  cos 
1  , xey x  sin 

2   

Комплексно-сопряженные 

корни  i2,1  

кратности m  

xey x  cos 
0,1  , xxey x  cos 

1,1  , 

xexy x  cos 2
2,1  , … , xexy xm

m  cos 1
1,1 
  ; 

xey x  sin 
0,2  , xxey x  sin 

1,2  , xexy x  sin 2
2,2  , 

… , xexy xm
m  sin 1

1,2 
   

 

Задача. Найти общее решение ОДУ 

 

020025286  yyyyyV . 

Решение. 

Данное уравнение является линейным однородным ОДУ пятого порядка с 

постоянными коэффициентами. 

Его характеристическое уравнение имеет вид 

 

020025286 235   . 

 

Решим полученное уравнение. Найдем сначала его рациональные корни. Как 

известно, рациональные корни уравнения с целыми коэффициентами 

 

0... 01
2

2
1

1  
 axaxaxaxa n

n
n

n  

могут быть только вида 
q

p
 , где p  - делитель свободного члена 0a , а q  - делитель 

коэффициента na . 
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Тогда будем искать корни характеристического уравнения среди делителей 

200. С помощью схемы Горнера [24] убеждаемся, что 2  является корнем третьей 

кратности: 

 

 1 0 1 -86 252 -200 

2 1 2 5 -76 100 0 

2 1 4 13 -50 0  

2 1 6 25 0   

 

Осталось решить квадратное уравнение 

 

02562   . 

 

Оно имеет простые комплексно-сопряженные корни i43 . 

Действительный корень третьей кратности 2  порождает три решения 

данного ОДУ: xey 2 , 
xxey 2  и 

xexy 22 . 

Простые комплексно-сопряженные корни i43  порождают два решения 

данного ОДУ: xey x 4cos3  и xey x 4sin3 . 

Полученные решения данного ОДУ образуют его фундаментальную систему 

решений. 

Тогда общее решение будет иметь вид 

 

xxx exCxeCeCy 22
3

2
2

2
1  xeCxeC xx 4sin4cos 3

5
3

4
  , 

 

   xCxCeexCxCCy xx 4sin4cos 54
322

321   . 

 

Задача. Свободные колебания пружинного маятника (пункт 1.1.1) 

описываются ОДУ 
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02 2
0  xxx  . 

 

Для случая, когда трение мало ( 0  ) получить зависимость координаты 

центра груза маятника от времени, то есть функцию  txx  . 

Решение. 

Уравнение 

02 2
0  xxx   

 

является линейным ОДУ второго порядка с постоянными коэффициентами. 

Его характеристическое уравнение имеет вид 

 

02 2
0

2   . 

 

Решим полученное квадратное уравнение при 0  . 

 

2

442 2
0

2

2,1





 2

0
2      22

0   

 

22
0   i . 

 

Так как характеристическое уравнение имеет пару простых комплексно 

сопряженных корней, то общее решение данного ОДУ имеет вид 

 

 tCtCex t  sin cos 22
02

22
01

   
. 

 

Случай 021  CC  (   0tx ) отвечает отсутствию колебаний маятника. 
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Пусть теперь хотя бы одна из произвольных постоянных отлична от 0. 

Преобразуем общее решение: 

 




















  t

CC

C
t

CC

C
CCex t  sin cos 22

0
2
2

2
1

222
0

2
2

2
1

12
2

2
1

  . 

 

Так как 

1

2

2
2

2
1

2

2

2
2

2
1

1 































 CC

C

CC

C
, 

то положим 

0
2
2

2
1

1 sin
CC

C
, 0

2
2

2
1

2 cos
CC

C
. 

Тогда получим 

 

 ttCCex t  sincos cossin 22
00

22
00

2
2

2
1

   
. 

 

Введя обозначение ACC  2
2

2
1  и используя формулу для синуса суммы, 

будем иметь 

 0
22

0
  sin    tAex t

. 

Здесь: 

1) A  – начальная амплитуда колебаний маятника; 

2) 0  – начальная фаза; 

3) 0  – циклическая частота колебаний, то есть число колебаний за 2  секунд. 

В данном случае, имеем затухающие колебания (рисунок 1). 
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Рисунок 1 

 

При отсутствии трения ( 0 ) будем иметь незатухающие колебания (рисунок 

2) 

tCtCx 0201 sincos    или  00sin   tAx . 

 

 

Рисунок 2 
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Следует отметить, что с помощью теории ОДУ был получен довольно 

неожиданный результат, что наличие трения уменьшает частоту колебаний маятника 

0
22

0   . 

 

3.5.3 Нахождение общего решения линейного неоднородного ОДУ n-го 

порядка c постоянными коэффициентами 

 

Так как линейное неоднородное ОДУ n-го порядка c постоянными 

коэффициентами является частным случаем линейного неоднородное ОДУ n-го 

порядка c переменными коэффициентами, то тогда для его решения можно 

применить метод вариации произвольных постоянных (пункт 3.4.6). 

В некоторых частных случаях возможен метод неопределенных 

коэффициентов. 

Определение. Функция вида 

 

      xxQxxPexf kk
x  sincos

21

   

 

называется квазимногочленом. Здесь  xPk1
 – многочлен степени 1k , а  xQk2

 – 

многочлен степени 2k . 

В том случае, если в правой части линейного неоднородного ОДУ n-го 

порядка c постоянными коэффициентами находится квазимногочлен, то частное 

решение данного ОДУ следует искать в виде 

 

    xxQxxPexy kk
xm  sin

~
cos

~ 
ч  . 

Здесь: 

1) 0m , если  i  - не являются корнями характеристического уравнения, а 

если  i  являются корнями характеристического уравнения, то m  равняется 

кратности этого корня; 
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2)  21,max kkk  ; 

3)   01...
~

axaxaxP k
kk   - общий вид многочлена k -ой степени. 

Практически удобнее пользоваться таблицей 2, содержащей различные 

частные случаи квазимногочлена. 

Таблица 2 

Правая часть ОДУ 

 xf  

Корни 

характеристического 

уравнения 

Вид частного решения 

 xPk  

0 не является 

корнем 

характеристического 

уравнения 

  01...
~

axaxaxP k
kk   

0 является корнем 

характеристического 

уравнения кратности 

m  

 xPx k
m ~

 

xce  
 

  не является 

корнем 

характеристического 

уравнения 

xaCe  
 

  является корнем 

характеристического 

уравнения кратности 

m  

xameCx  
 

  x
k exP  

 

  не является 

корнем 

характеристического 

уравнения 

  xa
k exP  ~

 

  является корнем 

характеристического 

уравнения кратности 

m  

  xa
k

m exPx  ~
 

xa cos , xb sin , 

xbxa  sincos   

i  не являются 

корнями 

характеристического 

уравнения 

xBxA  sincos   

i  являются 

корнями 

характеристического 

уравнения кратности 

m  

)sincos( xBxAxm    
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Продолжение таблицы 2 

Правая часть ОДУ 

 xf  

Корни 

характеристического 

уравнения 

Вид частного решения 

  xxPk cos ,   xxQk sin , 

    xxQxxP kk  sincos
21

  

i  не являются 

корнями 

характеристического 

уравнения 

    xxQxxP kk  sin
~

cos
~

  

 21,max kkk   

i  являются 

корнями 

характеристического 

уравнения кратности 

m  

    )sin
~

cos
~

( xxQxxPx kk
m    

 21,max kkk   

    xxQxxPe kk
x  sincos

21

   

 i  не являются 

корнями 

характеристического 

уравнения 

    xxQxxPe kk
x  sin

~
cos

~   

 21,max kkk   

 i  являются 

корнями 

характеристического 

уравнения кратности 

m  

    xxQxxPex kk
xm  sin

~
cos

~   

 21,max kkk   

 

Для нахождения общего решения неоднородного ОДУ достаточно сложить 

любое частное решение неоднородного ОДУ и общее решение соответствующего 

однородного ОДУ (пункт 3.4.3). 

Задача. Найти общее решение ОДУ 

 

xyyy 3sin2  . 

Решение. 

1. Найдем общее решение соответствующего однородного уравнения 

 

02  yyy . 

 

Так как его характеристическое уравнение 

 

022    
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имеет простые действительные корни 2  и 1 , то тогда общее решение 

однородного ОДУ будет иметь вид 

xx eCeCy 2
2

1о   . 

 

2. Найдем частное решение данного неоднородного ОДУ. Так как числа i3  

не являются корнями характеристического уравнения, то частное решение будем 

искать (таблица 2) в виде 

xBxAy 3sin3cosч  . 

 

Подставим предполагаемое решение в данное неоднородное уравнение. Для 

этого найдем производные первого и второго порядка: 

 

xBxAy 3cos33sin3ч  , xBxAy 3sin93cos9ч  . 

 

Получим 

 

xBxA 3sin93cos9  xBxA 3cos33sin3    xxBxA 3sin3sin3cos2  , 

 

    xxBAxBA 3sin3sin1133cos311  . 

 

Полученное равенство будет являться тождеством, если будут верны равенства 

0311  BA  и 1113  BA . 

 

Тогда будем иметь систему 









.1113

,0311

BA

BA
 

Решив которую, получим 

130

3
A , 

130

11
B . 
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Таким образом, частное решение неоднородного уравнения будет иметь вид 

 

xxy 3sin
130

11
3cos

130

3
ч  . 

 

3. Запишем общее решение данного неоднородного ОДУ 

 

чо yyy  , xx eCeCy 2
2

1   xx 3sin
130

11
3cos

130

3
 . 

 

Замечание. При использовании таблицы 2 бывает полезен принцип 

суперпозиции (пункт 3.4.3). Если правая часть неоднородного ОДУ состоит из 

нескольких слагаемых, то мы можем для каждого слагаемого по таблице 2 подобрать 

соответствующее выражение, а затем полученные выражения сложить. В качестве 

примера решим следующую задачу. 

Задача. Определить вид частного решения ОДУ 

 

xeyyy x 3sin852 2   . 

Решение. 

Характеристическое уравнение соответствующего однородного ОДУ 

 

022    

 

имеет простые действительные корни 2  и 1 . 

Используя таблицу 2, получим, что первому слагаемому правой части данного 

неоднородного ОДУ 
xe 25 
 будет отвечать выражение 

xBxe 2
, а второму слагаемому 

x3sin8  соответствует выражение xCxA 3sin3cos  . 
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Таким образом, частное решение данного неоднородного ОДУ будем искать в 

виде 

xCxABxey x 3sin3cos2
ч   . 

 

Задача. Решить задачу Коши 

 

 













.00

,00

,sin 0
2
0

x

x

txx 

 

 

Замечание. Данная задача Коши имеет следующий физический смысл (пункт 

1.1.1). Имеется пружинный маятник с пренебрегаемо малым трением. В начальный 

момент груз маятника покоится в положении равновесия. Определить закон 

движения груза (найти функцию  txx  ), если на маятник действует внешняя сила, 

подчиняющаяся гармоническому закону   ttf 0sin  . 

Решение. 

1. Найдем общее решение однородного уравнения 

 

02
0  xx  . 

 

Так как его характеристическое уравнение 

 

02
0

2   

 

имеет пару простых комплексно-сопряженных корней i02,1   , то тогда общее 

решение однородного ОДУ будет иметь вид 

 

tCtCx 0201о sincos   . 
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2. Найдем частное решение неоднородного ОДУ 

 

txx 0
2
0 sin  .     (12) 

 

Так как числа i0  являются простыми корнями характеристического 

уравнения, то частное решение будем искать (таблица 2) в виде 

 

 tBtAtx 00ч sincos   . 

 

Подставим предполагаемое решение в неоднородное уравнение (12). Для этого 

используем формулу для производной второго порядка произведения двух функций 

  vuvuvuuv 


2 . 

Тогда будем иметь 

 

  xBtA 0000 cossin2    tBtAt 0
2
00

2
0 sincos   

 

  ttBtAt 000
2
0 sinsincos   , ttBtA 00000 sincos2sin2   . 

 

Полученное равенство будет являться тождеством, если будут верны равенства 

12 0  A  и 02 0 B . 

 

Тогда будем иметь систему уравнений 

 









.02

,12

0

0





B

A
 

Решив которую, получим 

02

1


A , 0B . 
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Таким образом, частное решение неоднородного уравнения (12) будет иметь 

вид 

t
t

x 0
0

ч sin
2




 . 

 

3. Получим общее решение неоднородного ОДУ (12) 

 

чо xxx  , tCtCx 0201 sincos   t
t

0
0

sin
2




 . 

 

4. Найдем решение данной задачи Коши, используя начальные условия. 

Подставив в найденное общее решение неоднородного уравнения значение 

0t , получим   10 Cx  , а так как   00 x , то 01 C . 

Тогда 

tCx 02 sin  t
t

0
0

sin
2




 . 

 

Для применения начального условия   00 x  найдем производную 

 

tCx 002 cos t0
0

sin
2

1



 t

t
00

0

cos
2




 . 

 

Отсюда   020 Cx  , а так как   00 x , то 02 C . 

Тогда решение задачи Коши имеет вид 

 

t
t

x 0
0

sin
2




 . 
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График полученного решения приведен на рисунке 3 

 

 

Рисунок 3 

 

Следует заметить, что решение задачи Коши при 0t  не имеет физического 

смысла. 

В рассматриваемом случае амплитуда колебаний маятника неограниченно 

возрастает с течением времени. Здесь наблюдается явление резонанса [16]. 

Определение. Резкое возрастание амплитуды вынужденных механических 

колебаний при приближении частоты возмущающей силы к некоторому значению 

(частоте резонанса) называется явлением механического резонанса. 

В реальных системах амплитуда колебаний не может неограниченно расти, так 

как всегда имеется сила трения и конструктивные особенности системы. Например, 

для пружинного маятника (пункт 1.1.1) невозможен уже в силу наличия крепления 

пружины к вертикальной стенке. 

 

3.6 Применение справочников по ОДУ для решения уравнений n-го 

порядка 

 

Рассмотренными в пункте 3 типами ОДУ не исчерпываются виды 

дифференциальных уравнений, допускающие решение в квадратурах. С помощью 

справочных изданий (например, [21-23]) можно попытаться определить тип данного 



126 

 

ОДУ и найти метод его решения. В качестве примера рассмотрим следующую 

задачу. 

Задача. Найти общее решение ОДУ 042  xyyyx . 

 

Решение. 

Данное ОДУ не относится ни к одному из типов, рассмотренных в пункте 3, 

поэтому используем, например, раздел «Нелинейные дифференциальные уравнения 

второго порядка» справочника [21]. В нем (п. 2.101) можно найти ОДУ вида 

02  axyyyx . 

 

Очевидно, что заданное ОДУ относится к этому типу. Воспользуемся 

приведенным решением таких уравнений. 

Введем замену   xyxu  . Тогда yxyu  2 . 

Получаем линейное однородное уравнение второго порядка с постоянными 

коэффициентами 

04  uu . 

 

Так как его характеристическое уравнение 042   имеет пару простых 

комплексно-сопряженных корней i22,1  , то (пункт 3.5.2) его общее решение 

имеет вид 

xCxCu 2sin2cos 21  . 

 

Вернувшись к старой переменной, получим общее решение данного ОДУ 

 

x

xCxC
y

2sin2cos 21 
 . 
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4 Системы обыкновенных дифференциальных уравнений 

4.1 Основные определения 

 

Определение. Системой ОДУ первого порядка называется система вида 

 

 

 

 

















.0,...,,,,...,,,

.......................................................

,0,...,,,,...,,,

,0,...,,,,...,,,

2121

21212

21211

nnn

nn

nn

yyyyyyxF

yyyyyyxF

yyyyyyxF

     (1) 

 

Здесь 1y , 2y , …, ny  - неизвестные функции, а x  - их аргумент. 

Определение. Совокупность n функций 

 

 

 

 

















xy

xy

xy

nn 





................

,

,

22

11

 

 

будем называть решением системы ОДУ (1) на промежутке I , если при подстановке 

данных функций систему (1), каждое из ОДУ этой системы обращается в верное 

тождество на промежутке I . 

Замечание. Решение 

 

 

 

















xy

xy

xy

nn 





................

,

,

22

11

  Ix  

 

можно трактовать как кривую в пространстве 
1nR . Ее будем называть интегральной 

кривой данной системы ОДУ. 

Замечание. ОДУ n-го порядка сводится к системе из n ОДУ первого порядка. 
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Задача. Свести ОДУ 

 
x

y
yyxy




2
 

к системе ОДУ первого порядка. 

Решение. 

Введя дополнительные неизвестные функции yy 1 , yy 2 , получим 

искомую систему ОДУ первого порядка 

 



















.

,

,

22
212

21

1

x

y
yxyy

yy

yy

 

 

Задача. Свести ОДУ второго порядка, описывающее свободные колебания 

пружинного маятника (пункт 3.5.2), если пренебречь силой трения 

 

02
0  xx       (2) 

к системе ОДУ первого порядка. 

Решение. 

Введя дополнительную неизвестную функцию xv  . Введенная функция 

выражает зависимость проекции скорости маятника от времени (пункт 1.1.1). 

Тогда получим искомую систему ОДУ первого порядка 

 









.

,
2
0 xv

vx


       (3) 

 

Как известно общее решение ОДУ (2) имеет вид (пункт 3.5.2) 

 

tCtCx  sincos 21  . 
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Тогда 

xv    tCtСtCtC 0020010201 cossin sin cos  


 . 

 

Отсюда получаем, что любое решение данной системы можно записать в виде 









.cossin

,sincos

002001

0201

tCtCv

tCtСx




 

 

Здесь 1C  и 2C  - произвольные постоянные. 

Определение. Решение системы ОДУ вида 

 

 

 

 

















nnn

n

n

CCCxy

CCCxy

CCCxy

,...,,,

.........................................

,,...,,,

,,...,,,

21

2122

2111







 

 

будем называть общим решением данной системы. 

Общее решение системы из n ОДУ первого порядка зависит ровно от n  

произвольных постоянных. 

Определение. Если мы вместо произвольных постоянных подставим 

конкретные числа, то мы получим частное решение данной системы. 

Замечание. Система, состоящая из ОДУ произвольного порядка, сводится к 

системе ОДУ первого порядка. Число уравнений в полученной системе ОДУ первого 

порядка будет равняться сумме порядков ОДУ, входящих в исходную систему. 

Задача. Свести систему ОДУ 

 








3

2

42

,03

xyzz

xyzy
 

к системе ОДУ первого порядка. 

Решение. 
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Введя дополнительные неизвестные функции yy 1 , zz 1 , zz 2 , получим 

искомую систему ОДУ первого порядка 

 

 
























.42

,

,

,03

,

3
12

21

1

2
1

1

xzyz

zz

zz

xyzy

yy

 

 

В дальнейшем мы будем рассматривать только системы, состоящие из ОДУ 

первого порядка, разрешенные относительно производных. 

Определение. Нормальной системой ОДУ первого порядка называется 

система вида 

 

 

 

 

















.,...,,,

.....................................

,,...,,,

,,...,,,

21

2122

2111

nnn

n

n

yyyxfy

yyyxfy

yyyxfy

    (4) 

 

С целью упрощения обозначений, в дальнейшем будем использовать 

векторные функции: 

 

 

 

 





















xy

xy

xy

xy

n

...

2

1

,  

 

 

 





















nn

n

n

yyyxf

yyyxf

yyyxf

yxf

,...,,,

..................

,...,,,

,...,,,

,

21

212

211

. 

 

Тогда нормальная система ОДУ первого порядка (4) будет нами обозначаться в 

векторном виде 

 yxfy , . 

 



131 

 

Определение. Нормальная система, все правые части которой явно не зависят 

от независимой переменной, называется автономной. 

Она имеет вид 

 

 

 

 

















nnn

n

n

yyyfy

yyyfy

yyyfy

,...,,

.....................................

,,...,,

,,...,,

21

2122

2111

 или в векторной форме:  yfy  . 

 

Работа устройств, свойства которых не зависят от времени, описывается 

автономными системами уравнений. Например, система (3), описывающая 

свободные колебания пружинного маятника, если пренебречь силой трения, является 

автономной. 

 

4.2 Задача Коши для системы ОДУ n-го порядка 

 

Нам уже известно, что ОДУ (2) имеет бесконечно много решений. Отсюда 

следует, что бесконечно много решений имеет и система ОДУ (3). Из физического 

смысла данной системы следует, что для выделения одного решения, описывающего 

реальный физический процесс колебаний нам достаточно двух условий: начальной 

координаты   00 xtx   и начальной скорости   00 vtv  . 

В общем случае, так как система из n ОДУ первого порядка имеет общее 

решение, имеющее n произвольных постоянных, то для получения одного решения 

достаточно задать n ограничений: значения всех функций  xyy 1 ,  xyy 2 , …, 

 xyy n  в некоторой точке 0xx  . 

Определение. Задачей Коши для системы (4) называется задача вида 
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 

 

 

 

 

 





























,

...................

,

,

,,...,,,

....................................

,,...,,,

,,...,,,

0
0

0
202

0
101

21

2122

2111

nn

nnn

n

n

yxy

yxy

yxy

yyyxfy

yyyxfy

yyyxfу

 или в векторной форме: 
 

 







,

,,
0

0 yxy

yxfy
  (5) 

 

состоящая из системы ОДУ 

 

 

 

 

















.,...,,,

.....................................

,,...,,,

,,...,,,

21

2122

2111

nnn

n

n

yyyxfy

yyyxfy

yyyxfy

 или в векторной форме:  yxfy ,  

 

и так называемых начальных условий   0
101 yxy  ,   0

202 yxy  ,…,   0
01 nyxy   

(начальные условия в векторной форме:   0
0 yxy  ). Здесь 0x , 0

1y , 0
2y , …, 0

ny  - 

конкретные действительные числа. 

Решить задачу Коши (5) означает: найти решение (решения) системы ОДУ 

 yxfy , , удовлетворяющее (удовлетворяющие) начальному условию   0
0 yxy  . 

Задача Коши (5) имеет следующий геометрический смысл: требуется найти 

интегральную кривую системы ОДУ  yxfy , , проходящую через точку 

 00
2

0
100 ,...,,, nyyyxM . 

Теорема о существовании и единственности решения задачи Коши для 

системы ОДУ первого порядка. Пусть задача Коши 
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 

 

 

 

 

 





























,

...................

,

,

,,...,,,

....................................

,,...,,,

,,...,,,

0
0

0
202

0
101

21

2122

2111

nn

nnn

n

n

yxy

yxy

yxy

yyyxfy

yyyxfy

yyyxfу

 

 

удовлетворяет требованиям: 

1) функции  ni yyyxf ,...,,, 21  ( ni  ..., ,2 ,1 ) непрерывны в некоторой области 

1 nRG ; область G  содержит точку  00
2

0
100 ,...,,, nyyyxM ; 

2) частные производные 
j

i

y

f




 ( nji  ..., ,2 ,1,  ) ограничены в области G . 

Тогда в некоторой окрестности точки 0xx   будет существовать единственное 

решение  xyy   данной задачи Коши. 

Геометрически это означает, что в некоторой окрестности точки 

 00
2

0
100 ,...,,, nyyyxM  через нее проходит единственная интегральная кривая данной 

системы ОДУ. 

 

4.3 Некоторые методы решения систем ОДУ первого порядка 

4.3.1 Метод интегрируемых комбинаций 

 

Пусть нам дана система ОДУ 

 

 

 

















.,...,,,

.....................................

,,...,,,

,,...,,,

21

2122

2111

nnn

n

n

yyyxfy

yyyxfy

yyyxfy
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Предположим, что с помощью некоторых преобразований из данной системы 

можно получить ОДУ 

  0,, uuxF .      (6) 

 

Здесь  nyyyuu ,...,, 21  - некоторая функция от неизвестных функций 1y , 2y , 

…, ny . 

ОДУ (6) будем называть интегрируемой комбинацией. 

Предположим, что мы найдем общий интеграл ОДУ (6). Он будет 

представлять собой уравнение вида 

 

  0,, CuxG  или   0,,...,,, 21 CyyyxH n . 

 

Если получить n  подобных уравнений, то из них иногда можно найти общее 

решение данной системы. 

Задача. Найти общее решение системы ОДУ 

 









.2

,

212

2
2

2
11

yyy

yyy
 

Решение. 

Сложив оба ОДУ системы, получим: 

 

2
221

2
121 2 yyyyyy  ,    22121 yyyy 


 . 

 

Введем обозначение 21 yyu  . Получим ОДУ 

 

2uu  . 
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Это уравнение является ОДУ с разделяющимися переменными (пункт 2.4.1). 

Его общее решение имеет вид 

 

1

1

Cx
u


 , 

1
21

1

Cx
yy


 . 

 

Теперь вычтем из первого ОДУ данной системы ее второе ОДУ. Будем иметь: 

 

2
221

2
121 2 yyyyyy  ,    22121 yyyy 


 . 

 

Введем обозначение 21 yyv  . Получим ОДУ 

 

2vv  . 

 

Полученное уравнение является ОДУ с разделяющимися переменными. Его 

общее решение имеет вид 

 

2

1

Cx
v


 , 

2
21

1

Cx
yy


 . 

 

Таким образом, получили систему 

 
















.
1

,
1

2
21

1
21

Cx
yy

Cx
yy

 

 

Сложив оба уравнения, получим: 
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














21
1

11
2

CxCx
y , 















21
1

11

2

1

CxCx
y . 

 

Вычтя из первого уравнения второе, получим: 

 

12
2

11
2

CxСx
y





 , 















12
2

11

2

1

CxCx
y . 

 

Общее решение данной системы имеет вид 

 











































.
11

2

1

,
11

2

1

12
2

21
1

CxCx
y

CxCx
y

 

 

4.3.2 Метод исключения 

 

Пусть нам дана система ОДУ. Уменьшить число уравнений в системе на 

единицу можно, выполнив два пункта: 

1) выразить из какого-нибудь уравнения системы одну из неизвестных 

функций через оставшиеся неизвестные функции и их производные; 

2) подставим полученное выражение во все оставшиеся уравнения системы. 

Последовательно уменьшая число уравнений в системе, мы получим одно 

ОДУ. 

Задача. Найти общее решение системы ОДУ 

 









.2

,2

212

211

yyy

yyy
 

Решение. 
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Выразим из первого уравнения системы неизвестную функцию 2y : 

 

112 2yyy  . 

 

Подставим найденное выражение во второе уравнение системы: 

 

   11111 222 yyyyy 


 , 11111 422 yyyyy  , 034 111  yyy . 

 

Получили одно линейное однородное ОДУ второго порядка с постоянными 

коэффициентами. Из этого уравнения можно найти неизвестную функцию 1y . 

Так как характеристическое уравнение 

 

0342    

 

имеет два действительных простых корня 11   и 32  , то общее решение 

полученного уравнения имеет вид 

xx eCeCy 3
211  . 

 

Найдем неизвестную функцию 2y : 

 

112 2yyy  ,    xxxx eCeCeCeCy 3
21

3
212 2 


 , 

 

xxxx eCeCeCeCy 3
21

3
212 223  , xx eCeCy 3

212  . 

 

Общее решение данной системы имеет вид 
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







.

,
3

212

3
211

xx

xx

eCeCy

eCeCy
 

 

4.3.3 Метод ломанных Эйлера 

 

В пункте 2.3.3 была рассмотрена возможность применения приближенного 

метода ломанных Эйлера к решению задач Коши для ОДУ первого порядка. Данный 

метод аналогично можно применять к решению задач Коши для систем ОДУ 

первого порядка и к решению задач Коши для ОДУ n-го порядка. 

В целях упрощения обозначений будем рассматривать систему, состоящую из 

двух ОДУ; случай произвольного количества уравнений совершенно аналогичен. 

Пусть нам дана задача Коши 

 

 

 

 



















,

,

,,,

,,,

00

00

zxz

yxy

zyxgz

zyxfy

 

 

удовлетворяющая всем условиям теоремы о существовании и единственности 

решения задачи Коши для систем ОДУ первого порядка. 

Пусть, нам требуется получить ее приближенное решение в виде таблицы 1. 

 

Таблица 1 

x  0x  1x  2x  … nx  … 

y  
0y  1y  2y  … ny  … 

z  0z  1z  2z  … nz  … 

 

Данный метод заключается в заполнении таблицы по реккурентным 

формулам: 

hxx nn 1   ... ,2 ,1 ,0n ; 
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 nnnnn zyxhfyy ,,1    ... ,2 ,1 ,0n ; 

 

 nnnnn zyxhgzz ,,1    ... ,2 ,1 ,0n . 

 

Значения 0x , 0y  и 0z  берутся из начальных условий   00 yxy   и   00 zxz   

данной задачи Коши. 

Для применения метода ломанных к решению задачи Коши для ОДУ n-го 

порядка следует предварительно ее свести к задаче Коши для системы ОДУ первого 

порядка. В качестве примера получим приближенное решение задачи Коши для ОДУ 

второго порядка. 

Задача. Получить приближенное решение задачи Коши 

 

 

 













5,01

,11

,02 2

y

y

yyxyx

 

 

при  2 ;1x  методом ломанных Эйлера, взяв значение шага 1,0h . 

Решение. 

Сведем данную задачу Коши к задаче Коши для системы ОДУ первого 

порядка. 

Преобразуем ОДУ: 

 

02 2  yyxyx , 0
2

1

2

1
2

 y
x

y
x

y . 

 

Введем новую неизвестную функцию yz  . Тогда получим: 
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0
22 2


x

y

x

z
z , 

222 x

y

x

z
z  . 

 

Отсюда имеем задачу Коши 

 

 



















.5,01

,11

,
22

,

2

z

y
x

y

x

z
z

zy

 

 

Полученная задача Коши удовлетворяет всем условиям теоремы о 

существовании и единственности решения задачи Коши для системы ОДУ первого 

порядка (пункт 4.2). 

Применим метод ломанных Эйлера. 

Из начального условия задачи Коши имеем 10 x , 10 y , 5,00 z , а 

остальные значения приближенного решения найдем по реккурентным формулам: 

 

1,01  nn xx   ... ,2 ,1 ,0n ; 

 

nnn zyy 1,01    ... ,2 ,1 ,0n . 

 














 21

22
1,0

n

n

n

n
nn

x

y

x

z
zz   ... ,2 ,1 ,0n . 

 

Полученные данные приведем в таблице 2. Кроме того, в той же таблице 

приведем значения для точного решения данной задачи Коши – функции xy точн . 
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Таблица 2 

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

nx  1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2 

ny  1 1,0500 1,0975 1,1428 1,1862 1,2279 1,2681 1,3068 1,3443 1,3806 1,4159 

nz  0,5 0,4750 0,4532 0,4340 0,4169 0,4015 0,3876 0,3749 0,3633 0,3527 0,3429 

точн
ny  1 1,0488 1,0954 1,1402 1,1832 1,2247 1,2649 1,3038 1,3416 1,3784 1,4142 

 

Сравнив третью и последнюю строки таблицы, можно сделать вывод, что с 

помощью метода ломанных Эйлера в данном случае получено приближенное 

решение данной задачи Коши с максимальной относительной погрешностью менее 

0,26%, то есть с вполне достаточной точностью для большинства практических 

приложений. Если же точность результата недостаточна, то следует уменьшить шаг 

h  или применять более точные методы [19] приближенного решения систем 

дифференциальных уравнений. 

 

4.4 Линейные системы ОДУ с переменными коэффициентами 

4.4.1 Основные определения 

 

Определение. Линейной системой ОДУ с переменными коэффициентами 

будем называть систему вида 

 

       

       

       

















....

................................................................................

,...

,...

2211

222221212

112121111

xfyxayxayxay

xfyxayxayxay

xfyxayxayxay

nnnnnnn

nn

nn

.   (7) 

 

Здесь  xyy i   ni  ,...,2 ,1  - неизвестные функции, а  xaij   nji  ,...,2 ,1,   и 

 xfi   ni  ,...,2 ,1  - известные функции, непрерывные на некотором промежутке I . 

Функции  xaij  в дальнейшем будем называть коэффициентами системы (7), а 

функции  xfi  - ее свободными членами. 
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Если на промежутке I  все свободные члены системы (7) тождественно равны 

нулю, то такую систему будем называть однородной, а в противном случае – 

неоднородной. 

Линейную систему ОДУ с переменными коэффициентами (7) можно записать 

в матричной форме 

 

   xfyxAy  . 

Здесь: 

1) 























ny

y

y

y
...

2

1

 - матрица-столбец (вектор) неизвестных функций; 

 

2)  

     

     

     





















xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

xA

nnnn

n

n

...

............

...

...

21

22221

11211

 – матрица коэффициентов системы; 

 

3)  

 

 

 





















xf

xf

xf

xf

n

...

2

1

 - матрица-столбец (вектор) свободных членов. 

 

4.4.2 Теорема о существовании и единственности решения задачи Коши 

для линейной системы ОДУ c переменными коэффициентами 

 

Пусть в задаче Коши для линейной системы ОДУ с переменными 

коэффициентами 

   

 






0

0

,

yxy

xfyxAy
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функции  xaij   nji  ,...,2 ,1,   и  xfi   ni  ,...,2 ,1  являются непрерывными на 

некотором промежутке I , содержащем точку 0x . 

Тогда данная задача Коши на всем промежутке I  будет иметь единственное 

решение. 

 

4.4.3 Свойства решений линейной системы ОДУ c переменными 

коэффициентами 

 

Свойства решений линейных систем ОДУ с переменными коэффициентами 

аналогичны соответствующим свойствам решений линейных ОДУ n-го порядка с 

переменными коэффициентами (пункт 3.4.3). Сформулируем их. 

1. Пусть векторные функции 1y  и 2y  - решения однородной системы, то тогда 

и 21 yy   также будет являться решением однородной системы. 

2. Пусть векторная функция y  - решение однородной системы, то тогда и yС  

также будет являться решением однородной системы. 

3. Пусть 1y  – решение неоднородной системы    xfyxAy  , а 2y  – 

решение соответствующей однородной системы  yxAy  , то тогда 21 yy   будет 

являться решением неоднородной системы    xfyxAy  . 

4. Пусть 1y  – решение неоднородной системы    xfyxAy 1 , а 2y  – 

решение неоднородной системы    xfyxAy 2 , то 21 yy   будет являться 

решением неоднородной системы      xfxfyxAy 21  . 

Доказательство данных свойств аналогичны соответствующим 

доказательствам для линейных ОДУ n-го порядка с переменными коэффициентами 

(пункт 3.4.3). 

Как и в случае линейных ОДУ n-го порядка с переменными коэффициентами, 

общие решения линейных систем ОДУ с переменными коэффициентами имеют 
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вполне определенную структуру. Можно доказать, что структура общего решения 

однородной линейной системы ОДУ с переменными коэффициентами имеет вид 

 

n
n yCyCyCy  ...2

2
1

1 , 

 

a структура общего решения неоднородной линейной системы ОДУ с переменными 

коэффициентами имеет вид 

 

n
n yCyCyCyy  ...2

2
1

1
0 . 

 

Здесь 1y , 2y ,…, ny  - линейно независимые решения однородной системы 

ОДУ  yxAy  , а 0y  - любое решение неоднородной системы ОДУ 

   xfyxAy  . 

Определение. Векторные функции 1y , 2y ,…, ny  называются линейно 

зависимыми на промежутке I , если существуют такие постоянные 1 , 2 ,…, n  

(числа 1 , 2 ,…, n  не все равны нулю), что 

 

0...2
2

1
1  n

n yyy    Ix . 

 

В противном случае – линейно независимыми. 

 

Определение. Если векторные функции 1y , 2y ,…, ny  являются линейно 

независимыми решениями однородной линейной системы ОДУ с переменными 

коэффициентами, то их будем называть фундаментальной системой решений данной 

системы ОДУ. 

Количество функций в фундаментальной системе решений равно числу 

уравнений в системе. 
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Отсюда следует, что для получения общих решений однородных и 

неоднородных линейных систем ОДУ c переменными коэффициентами нам 

требуется критерий линейной независимости системы векторных функций (пункт 

4.4.4). 

 

4.4.4. Определитель Вронского 

 

Определение. Определителем Вронского системы векторных функций 

 














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






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1

...

ny

y

y
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
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

















2

2
2

2
1

2

...

ny

y

y

y , …, 























n
n

n

n

n

y

y

y

y
...

2

1

 

 

будем называть определитель вида 

 

 
n
nnn

n

n

n

yyy

yyy

yyy

yyyW

...

............

...

...

,...,,

21

2
2
2

1
2

1
2
1

1
1

21  . 

 

Свойства (и их доказательства) определителя Вронского для векторных 

функций аналогичны свойствам определителя Вронского для скалярных функций 

(пункт 3.4.4). 

1. Пусть векторные функции 1y , 2y ,…, ny  являются линейно зависимыми на 

промежутке I . Тогда их определитель Вронского будет на промежутке I  

тождественно равен нулю. 

2. Пусть векторные функции 1y , 2y ,…, ny  являются решениями некоторой 

однородной линейной системы ОДУ с переменными коэффициентами на 
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промежутке I . Если хотя бы в одной точке Ix 0  их определитель Вронского равен 

0, то тогда функции 1y , 2y ,…, ny  будут являться линейно зависимыми на 

промежутке I , и на этом промежутке их определитель Вронского будет 

тождественно равен нулю. 

3. Пусть векторные функции 1y , 2y ,…, ny  являются решениями некоторой 

однородной линейной системы ОДУ с переменными коэффициентами на 

промежутке I . Если хотя бы в одной точке Ix 0  их определитель Вронского не 

равен 0, то тогда функции 1y , 2y ,…, ny  будут являться линейно независимыми на 

промежутке I , и на этом промежутке их определитель Вронского будет всюду 

отличен от нуля. 

Задача. Доказать линейную независимость векторных функций 

 
















xe

xe
y

x

x

sin

cos1  и 









x

x
y

cos

sin2
 

на всей числовой оси. 

Решение. 

Составим и преобразуем определитель Вронского для данной системы 

векторных функций 

 

  



xxe

xxe
yyW

x

x

cossin

sincos
, 21   xxx exxe

xx

xx
e 

 22 sincos
cossin

sincos
. 

 

Так как при всех Rx  выполняется   0, 21  xeyyW , то тогда данные 

векторные функции являются линейно независимыми на всей числовой оси. 
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4.4.5 Фундаментальная система решений 

 

Теорема. Для любой однородной системы линейной системы ОДУ с 

переменными коэффициентами существует фундаментальная система решений. 

Доказательство данной теоремы полностью аналогично доказательству 

теоремы из пункта 3.4.5. 

 

4.4.6 Решение неоднородной линейной системы ОДУ с переменными 

коэффициентами методом вариации произвольных постоянных 

 

Пусть для неоднородной линейной системы ОДУ с переменными 

коэффициентами 

   xfyxAy        (8) 

 

известна заданная на промежутке I  фундаментальная система решений 

 























1

1
2

1
1

1

...

ny

y

y

y , 























2

2
2

2
1

2

...

ny

y

y

y ,…, 























n
n

n

n

n

y

y

y

y
...

2

1

 

 

соответствующей однородной системы 

 

 yxAy  .      (9) 

 

Определение. Матрица, составленная из векторов-столбцов фундаментальной 

системы решений 
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 























n
nnn

n

n

yyy

yyy

yyy

xY

...

............

...

...

21

2
2
2

1
2

1
2
1

1
1

, 

 

называется фундаментальной матрицей решений линейной однородной системы (9). 

Так как столбцы данной матрицы являются решениями однородной системы 

(9), то тогда из определения произведения матриц следует тождество 

 

     xYxAxY  .     (10) 

верное на промежутке I . 

Будем искать решение данной линейной неоднородной системы (8) в виде 

 

   xCxYy  .     (11) 

 

Здесь  

 

 

 





















xC

xC

xC

xС

n

...

2

1

 - неизвестная векторная функция. Для ее нахождения, 

подставим предполагаемое решение (11) в данную неоднородную систему (8): 

 

             xfxCxYxAxCxY 


. 

 

Используем формулу для производной произведения матриц [25] 

 

  VUVUUV 


 

 

и ассоциативность умножения матриц 
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   BCACAB  . 

Тогда получим: 

 

                xfxCxYxAxCxYxCxY  . 

 

Используя (10), будем иметь: 

 

             xfxCxYxCxYxCxY  , 

 

     xfxCxY       (12) 

 

Так как определитель матрицы  xY  является определителем Вронского 

фундаментальной системы решений, заданной на промежутке I , то тогда матрица 

 xY  является невырожденной на промежутке I . Отсюда следует, что всюду на этом 

промежутке существует обратная матрица  xY 1 . 

Умножив равенство (12) слева на  xY 1 , получим: 

 

         xfxYxCxYxY 11   ,      xfxYxC 1 . 

 

Тогда 

        CdxxfxYxС 1 . 

 

Здесь С  - столбец произвольных постоянных. 

Подставив найденный результат в (11), получим общее решение неоднородной 

системы (8) 

         CdxxfxYxYy 1 . 
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Решением задачи Коши 

   

 






0

0

,

yxy

xfyxAy
 

 

будет являться векторная функция 

 

       













 


0

0
11

0

yxYdfYxYy

x

x

 . 

 

Задача. Найти общее решение линейной неоднородной системы ОДУ 

 












,
214

,1

2122

21

x
y

x
y

x
y

yy

 

 

зная, что соответствующая однородная система имеет фундаментальную систему 

решений 
















x

x
y

2

2
1 , 























3

2
2

2

1

x

xy . 

Решение. 

Используем формулу для общего решения неоднородной линейной системы с 

переменными коэффициентами 

 

         CdxxfxYxYy 1 . 

 

В данном случае: 
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1)  






















3

2

2

2
2

1

x
x

x
x

xY  - фундаментальная матрица решений соответствующей 

однородной системы; 

2)  



















x

xf 2
1

 - матрица-столбец свободных членов. 

Найдем подынтегральную функцию, используя методы линейной алгебры для 

нахождения обратной матрицы и произведения матриц или компьютерные 

математические пакеты: 

 

   




























































0

1
2
1

2
2

1

2

1

3

2

2

1
x

x
x

x

x
x

xfxY . 

 

Тогда 

   














































2

121
1

0

1

C

C
x

dx

dx
xdxxfxY . 

 

Найдем общее решение данной системы: 

 





























































3
2

2

2
22

1

2

1

3

2

2

2
22

1

2
2

1

x

C
xC

x

C
xCx

C

C
x

x
x

x
x

y . 

 

Таким образом, общее решение имеет вид 
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











.
2

22

,

3
2

12

2
22

11

x

C
xCy

x

C
xCxy

 

 

Задача. Найти решение задачи Коши 

 

 

 



















,41

,21

,
214

,1

2

1

2122

21

y

y
x

y
x

y
x

y

yy

 

 

зная, что соответствующая однородная система имеет фундаментальную систему 

решений 
















x

x
y

2

2
1 , 























3

2
2

2

1

x

xy . 

Решение. 

Используем формулу для решения задачи Коши для неоднородной линейной 

системы с переменными коэффициентами 

 

       













 


0

0
11

0

yxYdfYxYy

x

x

 . 

 

В данном случае: 
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1)  






















3

2

2

2
2

1

x
x

x
x

xY  - фундаментальная матрица решений соответствующей 

однородной системы; 

2)  



















x

xf 2
1

 - матрица-столбец свободных членов, 

3) 10 x , 









4

20y  - данные из начальных условий. 

Найдем подынтегральную функцию, используя методы линейной алгебры для 

нахождения обратной матрицы и произведения матриц или компьютерные 

математические пакеты: 

 

   



































































































0

1
2
1

42

4

1

2

1

2
1

2
2

1

2
32

2

1

3

2

2

1















 fY . 

 

Тогда 

   























































0

1
1

0

1

1

1
2

1

1
x

d

d

dfY
x

x

x






 . 

Найдем 

 

  





































0

2

4

2

4

1

2

1
4

1

2

1

0
0

1 yxY . 

 

Получим решение задачи Коши: 
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





























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





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




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






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2

0

1
1

2
2

1
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x
x

y , 





































0

1
1

2
2

1

3

2

2

x

x
x

x
x

y , 



















x

xx
y

22

2

. 

 

Таким образом, решение данной задачи Коши имеет вид 

 









.22

,

2

2
1

xy

xxy
 

 

4.5 Линейные системы ОДУ с постоянными коэффициентами 

4.5.1 Основные определения 

 

Определение. Линейной системой ОДУ с постоянными коэффициентами 

будем называть систему вида 

 

 

 

 

















....

............................................................

,...

,...

2211

222221212

112121111

xfyayayay

xfyayayay

xfyayayay

nnnnnnn

nn

nn

.   (13) 

 

Здесь  xyy i   ni  ,...,2 ,1  - неизвестные функции, ija   nji  ,...,2 ,1,   - 

известные действительные числа, а  xfi   ni  ,...,2 ,1  - известные функции, 

непрерывные на некотором промежутке I . Числа ija  в дальнейшем будем называть 

коэффициентами системы (13), а функции  xfi  - ее свободными членами. 

Если на промежутке I  все свободные члены системы (13) тождественно равны 

нулю, то такую систему будем называть однородной, а в противном случае – 

неоднородной. 
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Линейную систему ОДУ с постоянными коэффициентами (13) можно записать 

в матричной форме 

 

 xfyAy  . 

Здесь: 

1) 























ny

y

y

y
...

2

1

 - матрица-столбец (вектор) неизвестных функций; 

 

2)  























nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

xA

...

............

...

...

21

22221

11211

 – матрица коэффициентов системы; 

 

3)  

 

 

 





















xf

xf

xf

xf

n

...

2

1

 - матрица-столбец (вектор) свободных членов. 

 

Замечание. Так как линейная система ОДУ c постоянными коэффициентами 

является частным случаем линейной системы ОДУ c переменными коэффициентами, 

то все свойства и методы, приведенные в пункте 4.4, без изменения переносятся на 

случай линейной системы ОДУ c постоянными коэффициентами. 

 

4.5.2 Нахождение общего решения однородной линейной ОДУ c 

постоянными коэффициентами 

 

Пусть нам дана однородная линейная система ОДУ с постоянными 

коэффициентами 
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yAy  .   (14) 

Будем искать ее решение в виде 

xeay  . 

Здесь: 

1) a  - неизвестный ненулевой n-мерный вектор с постоянными координатами; 

2)   - неизвестное комплексное число. 

Подставим предполагаемое решение в данную однородную систему: 

 

   xx eaAea  


, aAeea xx    , aAa  , aaA  . 

 

Мы получили, что   является собственным значением [24] матрицы A , а 

вектор a  -это собственный вектор матрицы A , отвечающий собственному значению 

 . Как известно из линейной алгебры [24], собственный значения матрицы A  можно 

найти, решив характеристическое уравнение 

 

0

...

............

...

...

21

22221

11211















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

    (15) 

 

Характеристическое уравнение (15) является алгебраическим уравнением n-ой 

степени, а такие уравнения имеют ровно n комплексных корней с учетом кратности 

[24]. Учитывая, что все коэффициенты характеристического уравнения (15) 

являются действительными числами, получаем [24], что данное уравнение может 

иметь корни только следующих видов: 

1) простые действительные корни; 

2) кратные действительные корни; 

3) простые комлексно-сопряженные корни; 

4) кратные комлексно-сопряженные корни. 
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Если характеристическое уравнение (15) имеет только простые 

действительные корни: 1 , 2 , …, n , то тогда каждому из этих собственных 

значений будет отвечать единственный собственный вектор 
1a , 

2a , …, 
na  [24]. В 

этом случае однородная линейная система ОДУ (14) будет иметь решения 

x
eay 111 

 , 
x

eay 222 
 , …, 

xnn neay


 . 

Покажем, что данные решения являются линейно независимыми на R . Для 

этого найдем для данной системы решений определитель Вронского: 

 

  

n
nnn

n

n

n

yyy

yyy

yyy

yyyW
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,...,,

21

2
2
2

1
2

1
2
1

1
1

21 

xn
n

x
n

x
n

xnxx

xnxx

n

n

n

eaeaea

eaeaea

eaeaea







...

............

...

...

21

21

21

21

2
2
2

1
2

1
2
1

1
1

 

 

0

...

............

...

...

...

21

2
2
2

1
2

1
2
1

1
1

21 

n
nnn

n

n

xxx

aaa

aaa

aaa

eee n
. 

 

Полученное произведение отлично от нуля, так как: 

1) при всех Cz  выполняется 0ze ; 

2) собственные вектора 
1a , 

2a , …, 
na  отвечают различным собственным 

значениям, тогда они образуют линейно независимую систему векторов [24], и тогда 

 

0
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............
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...

21

2
2
2

1
2

1
2
1

1
1



n
nnn

n

n

aaa

aaa

aaa

. 
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Так как определитель Вронского системы решений 
x

eay 111 
 , 

x
eay 222 

 , …, 

xnn neay


  отличен от нуля, данная система решений является фундаментальной 

системой решений однородной системы (14) всюду на R . 

Итак, если характеристическое уравнение (15) имеет только простые 

действительные корни: 1 , 2 , …, n , то тогда общее решение однородной системы 

(14) имеет вид 

 

xn
n

xx neaCeaСeaСy


 ...21 2
2

1
1 . 

 

Задача. Найти общее решение однородной линейной системы ОДУ 

 









.2

,2

212

211

yyy

yyy
 

Решение. 

Найдем собственные значения и отвечающие им собственные вектора матрицы 











21

12
A . 

 

Характеристическое уравнение 

 

0
21

12









,   012

2
 , 0342   . 

 

имеет два простых действительных корня 11   и 32  . 

Найдем собственный вектор, отвечающий собственному значению 11  , 

найдя любое ненулевое решение системы уравнений 
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aaA  , aaA  , 

























2

1

2

1

21

12

a

a

a

a
, 








,2

,2

221

121

aaa

aaa
021  aa . 

 

Отсюда следует, что в качестве собственного вектора можно взять вектор 

 













1

11a . 

 

Найдем собственный вектор, отвечающий собственному значению 32  , 

найдя любое ненулевое решение системы уравнений 

 

aaA  , aaA 3 , 

























2

1

2

1
3

21

12

a

a

a

a
, 








,32

,32

221

121

aaa

aaa
21 aa  . 

 

Отсюда следует, что в качестве собственного вектора можно взять вектор 

 











1

12a . 

 

Таким образом, общее решение данной однородной системы 

 

xx
eaСeaСy 21 2

2
1

1


 , 
xx eСeСy 3

21
1

1

1

1



















 , 









.

,
3

212

3
211

xx

xx

eCeCy

eCeCy
 

 

Случаи, когда характеристическое уравнение (15) имеет кратные 

действительные или комплексно-сопряженные простые корни, рассмотрим на 

конкретных примерах. 

Задача. Найти общее решение однородной линейной системы ОДУ 
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







.

,3

212

211

yyy

yyy
 

Решение. 

Найдем собственные значения и отвечающие им собственные вектора матрицы 








 


11

13
A . 

 

Характеристическое уравнение 

 

0
11

13









,      01113   , 0442   . 

 

имеет один действительный корень 2  второй кратности. 

Замечание. Как и в случае линейных ОДУ n-го порядка с постоянными 

коэффициентами, если имеется корень характеристического уравнения кратности m , 

то появляются дополнительные слагаемые с множителями x , 
2x , …, 

1mx . 

Отсюда следует, что общее решение данной однородной линейной системы 

ОДУ следует искать в виде 

xe
CxC

CxС
y 2

43

21













 . 

 

Это решение содержит четыре произвольные постоянные, а общее решение 

данной системы ОДУ должно содержать две произвольные постоянные. Отсюда 

следует, что какие-то две произвольные постоянные, должны выражаться через 

оставшиеся произвольные постоянные. 

Подставим предполагаемое решение 

 

 

 






x

x

eCxCy

eCxСy
2

432

2
211 ,
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в данную систему ОДУ: 

 

      

      
















;

,3

2
43

2
21

2
43

2
43

2
21

2
21

xxx

xxx

eCxCeCxCeCxC

eCxCeCxCeСxС
 

 

     

     







;2

,32
2

43
2

21
2

43
2

3

2
43

2
21

2
21

2
1

xxxx

xxxx

eCxCeCxCeCxCeC

eCxCeCxCeCxCeC
 

 

     

 







;2

,32

4321433

4321211

CxCCxCCxCC

CxCCxCCxCC
 

 

 

 







;22

,3322

4231433

4231211

CCxCCCCxC

CCxCCCCxC
 

 

Так как оба уравнения в полученной системе должны быть тождествами при 

Rx , то приравняем коэффициенты при x и приравняем свободные члены. 

 




















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



















;
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,
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






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
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

;
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,
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



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
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
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

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Тогда общее решение данной системы имеет вид 
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 

 

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
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.

,
2

2112

2
211

x

x
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Задача. Найти общее решение однородной линейной системы ОДУ 

 









.25

,4

212

211

yyy
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Решение. 

Найдем собственные значения и отвечающие им собственные вектора матрицы 








 


25

14
A . 

 

Характеристическое уравнение 

 

0
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








,      05124   , 01362   . 

 

имеет два простых комплексно-сопряженных i232,1  . 

Найдем собственный вектор, отвечающий собственному значению i231  , 

найдя любое ненулевое решение системы уравнений 

 

aaA  ,  aiaA 23 ,   























 

2

1

2

1
23

25

14

a

a
i

a

a
, 

 

 







,2325

,234

221

121

aiaa

aiaa
 

 

 

 







,215

,21

21

12

aia

aia
 

 













,
21

5

,21

12

12

a
i

a

aia

   12 21 aia  . 

 

Отсюда следует, что решением данной системы является векторная функция 
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 xie
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1 
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Преобразуем найденное решение: 
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Как и в случае однородных линейных ОДУ n-го порядка решением данной 

системы будет и действительная, и мнимая части полученного решения. Кроме того, 

эти решения будут линейно независимыми. 

Таким образом, общее решение данной однородной системы 
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4.5.3 Нахождение общего решения неоднородной линейной ОДУ c 

постоянными коэффициентами 

 

Так как неоднородное линейная система ОДУ c постоянными коэффициентами 

является частным случаем неоднородной линейной системы ОДУ c переменными 

коэффициентами, то тогда для ее решения можно применить метод вариации 

произвольных постоянных (пункт 4.5.2). 

Если все свободные члены неоднородной системы являются 

квазимногочленами (пункт 3.5.3), то тогда применим метод неопределенных 

коэффициентов. Данный метод для неоднородных линейных систем с постоянными 

коэффициентами применяется аналогично случаю неоднородных линейных ОДУ n-

го порядка с постоянными коэффициентами (пункт 3.5.3). 

Задача. Найти общее решение неоднородной линейной системы ОДУ 

 








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212

211

yyy

xyyy
 

Решение. 

1. Найдем общее решение соответствующей однородной системы 

 


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Данная задача уже решена в пункте 4.5.2. 

Характеристическое уравнение в данном случае имеет два простых 

действительных корня 11   и 32  . 

Общее решение однородной системы 
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2. Найдем частное решение данной неоднородной системы. В данном случае 

свободные члены системы имеют вид   xxf 1 ,   02 xf . Подберем общий вид 

частного решения, используя таблицу 2 в пункте 3.5.3. 

Свободный член   xxf 1  является многочленом первой степени. Так как 0 не 

является корнем характеристического уравнения, то в частное решение будет 

содержать слагаемые вида BAx . 

Таким образом, частное решение данной неоднородной системы будем искать 

в виде 









.

,
ч
2

ч
1

DCxy

BAxy
 

 

Подставим предполагаемое решение в данную неоднородную систему: 

 

   

   


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



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

,2
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DCxBAxDCx

xDCxBAxBAx
 

 

 







.22

,212

DBxCAC
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Приравняв соответствующие коэффициенты, получим систему уравнений 
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Тогда частное решение данной неоднородной системы 
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
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3. Общее решение данной неоднородной системы имеет вид (пункт 4.4.3) 

 

однч yyy   

Тогда искомое общее решение 

 













.
9

4

3

1

,
9

5

3

2

3
212

3
211

xx

xx

eCeCxy

eCeCxy
 



167 

 

5 Элементы теории устойчивости 

5.1 Понятие о приложениях теории устойчивости 

 

Теория устойчивости решений ОДУ и их систем чрезвычайно широкий спектр 

естественнонаучных и технических приложений [26]. С помощью данного раздела 

теории ОДУ выясняются условия устойчивости: 

1) численности биологических популяций; 

2) орбит искусственных спутников; 

3) работы генераторов на нелинейных элементах (транзисторах, туннельных 

диодах, неоновых лампах и т.д.); 

4) систем с гироскопами; 

5) самолета с автопилотом; 

6) работы двигателей с центробежными регуляторами; 

7) вихревых структур в аэродинамике и т.д. 

Для того, чтобы раскрыть практическое значение устойчивости (и 

неустойчивости) решений ОДУ рассмотрим вопрос, связанный динамикой 

изменения запасов рыбы в водоеме. 

Пусть функция  tuu   выражает зависимость запасов рыбы в водоеме от 

времени. Можно показать, что в условиях реального водоема функция  tuu   

является решением ОДУ 

 uuu   . 

 

Здесь   и   - некоторые постоянные, зависящие от вида рыбы и условий в 

водоеме. Приняв для простоты, что 1  , получим ОДУ 

 

 uuu  1 .     (1) 

 

Очевидно, что данное ОДУ имеет стационарное решение 1u . Ему 

соответствует случай, когда количество рыбы в водоеме не меняется. 
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Рассмотрим случай, когда 1u . Тогда правая часть ОДУ (1) будет 

отрицательной, что влечет 0u  и убывание функции  tuu  . Получаем, что выше 

прямой 1u  все расположенные там интегральные кривые будут являться 

графиками убывающих функций (рисунок 1). 

Рассмотрим теперь случай, когда 10 u . Тогда правая часть ОДУ (1) будет 

положительной, что влечет 0u  и возрастание функции  tuu  . Получаем, что в 

полосе 10 u  все расположенные там интегральные кривые будут являться 

графиками возрастающих функций (рисунок 1). 

 

 

Рисунок 1 

 

Рассмотрим стационарное решение 1u . Если по каким-то причинам рыбы 

станет больше (миграция рыбы из соседнего водоема), то в этом случае количество 

рыбы будет убывать со временем, стремясь к 1, а если рыбы станет меньше 1 (замор 

рыбы в результате болезни), то затем запасы рыбы начнут возрастать, опять 

стремясь к 1. Таким образом, решение 1u  проявляет устойчивость: случайные 

отклонения запасов рыбы от 1 со временем быстро исчезают. 

Теперь рассмотрим динамику запасов рыбы в условиях ее отлова. Очевидно, 

следует подобрать квоты на вылов таким образом, чтобы при максимально 

возможных квотах запасы рыбы были стабильными. 

Рассмотрим случай фиксированных квот: каждый год (месяц и т.д.) 

вылавливаются одинаковые объемы рыбы. 



169 

 

Тогда получим ОДУ 

 

  kuuu  1 .     (2) 

 

Максимальное значение квоты равняется 
4

1
k . Если квоту увеличить, то 

правая часть уравнения (2) всегда будет отрицательной и функция  tuu   будет 

убывающей, что соответствует постоянному сокращению рыбных запасов. 

При 
4

1
k  имеем ОДУ 

 
4

1
1  uuu , 

2

2

1








 uu . 

 

Очевидно, что данное ОДУ имеет стационарное решение 
2

1
u . Ему 

соответствует случай, когда количество рыбы в водоеме не меняется (рисунок 2). 

 

 

Рисунок 2 
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Рассмотрим это стационарное решение. Если по каким-то причинам рыбы 

станет меньше, то затем запасы рыбы начнут быстро убывать и вся рыба вымрет за 

конечное время (рисунок 2). Таким образом, решение 
2

1
u  не является устойчивым, 

и использование фиксированной квоты 
4

1
k  из-за случайных отклонений быстро 

приведет к уничтожению рыбных запасов. 

Если производить отлов с пропорциональной квотой uk
2

1
  (в год 

отлавливается постоянная доля рыбных запасов), то можно при тех же (в среднем) 

объемах вылова добиться стабильности рыбных запасов. 

Тогда получим ОДУ 

 

  uuuu
2

1
1  , uuu 










2

1
. 

 

Ему отвечает семейство интегральных линий, представленное на рисунке 3. 

 

 

Рисунок 3 
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Очевидно, стационарное решение 
2

1
u  является устойчивым и ему отвечает 

среднегодовая квота 
4

1
k . 

Таким образом, изменив только способ отлова рыбы, мы добились 

стабильности рыбных запасов при неуменьшении среднегодовых объемов вылова 

рыбы. 

 

5.2 Основные определения 

 

Пусть нам даны две векторные функции 
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Будем трактовать эти вектора, как радиусы векторы точек       tttM 321 ,,   

и       tttN 321 ,,  . Зафиксируем t , положив tt ˆ . Тогда мы получим 

фиксированные точки, расстояние между которыми равно 

 

              233
2

22
2

11
ˆˆˆˆˆˆ tttttt   . 

 

Эту величину будем называть расстоянием между векторными функциями 
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при tt ˆ . 
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Аналогично можно ввести понятие расстояние между векторными функциями 

произвольной размерности. 

Так как теория устойчивости применяется к исследованию поведения 

различных систем, то независимую переменную t  будем интерпретировать как 

время. 

Определение. Расстоянием между векторными функциями  tx   и  tx   

в момент времени tt ˆ  будем называть величину 

 

        



n

i
ii tttt

1

2ˆˆˆˆ  . 

 

 

Определение. Решение  tx   системы ОДУ 

 

 xtfx , ,       (3) 

 

удовлетворяющее начальному условию   0
0 xtx   и определенное на промежутке 

 ,0t , называется устойчивым по Ляпунову
1
, если для любого 0  существует 

такое   0 , что для любого решения  tx   системы (3), удовлетворяющего 

условию        00 tt , выполняется       tt  при 0tt  . 

Определение. Решение  tx   называется возмущенным решением. 

Для данного определения можно дать следующую геометрическую 

интерпретацию: решение  tx   (выделено синим) называется устойчивым, если 

какое бы малое 0  мы бы не взяли, всегда можно указать настолько малую 

окрестность (она выделена зеленым) точки 
0x , что все возмущенные решения 

 tx   (одно такое решение выделено красным), начинающиеся в этой окрестности 

всегда находятся внутри «трубки» радиуса   вокруг решения  tx  . 

                                           
1
 А.М. Ляпунов (1857-1918) – выдающийся русский математик. 
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Другими словами, решение  tx   системы ОДУ является устойчивым, если 

при достаточно малых изменениях начального условия, все возмущенные решения 

всегда при 0tt   «находятся вблизи» решения  tx  . 

Определение. Решение  tx   автономной системы (3) называется 

асимптотически устойчивым, если оно является устойчивым по Ляпунову и 

выполняется дополнительное условие 

 

    0lim 


tt
t

 .     (4) 

 

Геометрическая интерпретация асимптотической устойчивости представлена 

на рисунке 5. При стремлении t  все возмущенные решения  tx   (одно 

такое решение выделено красным) будут «сливаться» с асимптотически устойчивым 

решением  tx   (выделено синим). 

 

 

Рисунок 4 
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Рисунок 5 

 

Замечание. Из выполнимости только условия (4) не следует устойчивость 

решения по Ляпунову. Существуют примеры [26], когда условие (4) выполняется, но 

решение  tx   не является устойчивым. 

Вводится также понятие устойчивости (асимптотической устойчивости) и для 

одного ОДУ n-го порядка. 

Определение. Решение ОДУ n-го порядка 

 

    1,...,,,  nn xxxtfx  

 

называется устойчивым (асимптотически устойчивым), если устойчивым 

(асимптотически устойчивым) является соответствующее решение системы ОДУ 
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5.3 Устойчивость решений линейных систем ОДУ с постоянными 

коэффициентами 

 

Пусть нам дана линейная система ОДУ с постоянными коэффициентами 

 

 tfxAx        (5) 

 

Рассмотрим ее решение  tx  , определенное на промежутке  ,0t . 

Определим условия, при которых данное решение является устойчивым 

(асимптотически устойчивым) или неустойчивым. 

Как известно (пункт 4.4.3) любое возмущенное решение (частное решение) 

системы (5) в данном случае можно записать в виде 

 

         txCtxCtxCtt n
n ...2

2
1

1 .    (6) 

 

Здесь  tx1 ,  tx2 ,…,  txn  - фундаментальная система решений 

соответствующей однородной системы, а 1С , 2С , …, nС  - фиксированный набор 

произвольных постоянных. 

Решение  tx   будет устойчивым тогда и только тогда, когда все векторные 

функции  txx i   ni ,...,2,1  будут ограниченными на промежутке  ,0t . В этом 

случае возмущенное решение  tx   не будет «дальше уходить» от исходного 

решения  tx   ростом t . Если же дополнительно потребовать, чтобы 

  0lim 


tx i

t
  ni ,...,2,1 , то из (6) будет следовать 

 

    0lim 


tt
t

 , 

 

и решение  tx   будет асимптотически устойчивым. 
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Замечание. Так как для выяснения устойчивости решений системы (5) мы 

вообще не рассматривали  tx  , то все решения линейной системы (5) и все 

решения соответствующей однородной системы одновременно устойчивы 

(асимптотически устойчивы) или неустойчивы. Отсюда следует, что достаточно 

исследовать на устойчивость нулевое решение соответствующей однородной 

системы. 

Из пункта 4.5.2 следует, что компоненты векторных функций  txx i  

 ni ,...,2,1  состоят только из слагаемых вида 

 

      ttQttPeth mk
t  sincos  .    (7) 

 

Здесь  tPk  и  tQm  - многочлены степени k  и m  соответственно. 

Слагаемое (7) отвечает корню i   кратности  mkp ,max  

характеристического уравнения (пункт 4.5.2). 

Если 0 , то слагаемое (7) будет неограниченным на промежутке  ,0t . 

Если 0 , то тогда   0lim 


th
t

, так как в данном случае показательная 

функция будет убывать быстрее, чем будут расти многочлены  tPk  и  tQm  при 

любых k  и m . 

Тогда: 

1) если действительные части всех корней характеристического уравнения 

отрицательны, то тогда все решения системы (5) будут асимптотически 

устойчивыми; 

2) если хотя бы один корень характеристического уравнения имеет 

положительную действительную часть, то тогда все решения системы (5) будут 

неустойчивыми. 

В оставшихся случаях следует исследовать решения системы (5) на 

устойчивость по общему решению этой системы: если все слагаемые будут 
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ограниченными на промежутке вида  ,0t , то решение будет устойчивым, а если 

будет хотя бы одно неограниченное слагаемое, то неустойчивым. 

Задача. Исследовать решения системы ОДУ 

 









tyxy

tyxx

sin65

,52 2

 

 

на устойчивость. 

Решение. 

В данном случае имеем неоднородную линейную систему ОДУ с постоянными 

коэффициентами. Нам достаточно рассмотреть только нулевое решение 

соответствующей однородной системы ОДУ 

 









.65

,52

yxy

yxx
 

 

Решим ее характеристическое уравнение 

 

0
65

52









,      05562   , 01342   , i322,1  . 

 

Так как действительные части всех полученных корней отрицательны, то все 

решения данной системы являются асимптотически устойчивыми. 

Задача. Исследовать решения системы ОДУ 

 









yxy

yxx

2

,2
 

 

на устойчивость. 
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Решение. 

В данном случае имеем однородную линейную систему ОДУ с постоянными 

коэффициентами. 

Решим ее характеристическое уравнение 

 

0
12

21









,    02211   , 0322   , 









.3

,1




 

 

Так как имеется положительный корень, то все решения данной системы 

являются неустойчивыми. 

Задача. Исследовать решения системы ОДУ 

 









0

,0

y

x
 

 

на устойчивость. 

Решение. 

В данном случае имеем однородную линейную систему ОДУ с постоянными 

коэффициентами. Нам достаточно рассмотреть только нулевое решение данной 

однородной системы ОДУ. 

Решим ее характеристическое уравнение 

 

0
0

0









,    000   , 02  , 0  - корень второй кратности. 

 

Так как имеется корень равный 0, то найдем общее решение данной системы 

ОДУ. Очевидно, что общее решение данной системы имеет вид 
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







.

,

2

1

Сy

Сx
 

 

В общее решение входят только ограниченные функции, следовательно, 

нулевое решение данной системы являются устойчивым. Так как возмущенное 

решение не будет стремиться к нулевому решению при t , то нулевое решение 

данной системы не является асимптотически устойчивым. 

Таким образом, все решения данной системы являются устойчивыми. 

Задача. Исследовать решения системы ОДУ 

 















zz

zy

yx

,

,

 

 

на устойчивость. 

Решение. 

В данном случае имеем однородную линейную систему ОДУ с постоянными 

коэффициентами. 

Решим ее характеристическое уравнение 

 

0

100

10

01















,     01   ,   012  . 

 

Таким образом, 1  - простой корень, а 0  - корень второй кратности. 

 

Так как имеется корень равный 0, то найдем общее решение данной системы 

ОДУ. 

Третье ОДУ системы содержит только неизвестную z . Это уравнение является 

уравнением с разделяющимися переменными. Проинтегрировав его, получим 
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teCz  1 . 

Из второго уравнения имеем 

 

   
211 CeCdteCzdxy tt . 

 

Из первого уравнения имеем 

 

    
32121 CtCeCdtCeCydxx tt . 

 

Общее решение данной системы имеет вид 

 





















.

,

,

1

21

321

t

t

t

eCz

CeCy

CtCeСx

 

 

В общее решение входит слагаемое tС2 , которое при 02 С  и t  

является неограниченным. Отсюда следует, что нулевое решение данного ОДУ 

является неустойчивым. 

Таким образом, все решения данной системы являются неустойчивыми. 

 

5.4 Устойчивость решений линейных ОДУ n-го порядка с постоянными 

коэффициентами 

 

Пусть нам дано линейное ОДУ n-го порядка с постоянными коэффициентами 

 

     xfyayayayay n
n

n  
 012

1
1 ...    (8) 
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Решения линейных ОДУ n-го порядка с постоянными коэффициентами можно 

исследовать на устойчивость, не сводя их к равносильным системам ОДУ. 

Достаточно рассмотреть корни его характеристического уравнения и в некоторых 

случаях общее решение соответствующего однородного уравнения. Как и в случае 

линейных систем будем использовать следующие утверждения: 

1) если действительные части всех корней характеристического уравнения 

отрицательны, то тогда все решения ОДУ (8) будут асимптотически устойчивыми; 

2) если хотя бы один корень характеристического уравнения имеет 

положительную действительную часть, то тогда все решения ОДУ (8) будут 

неустойчивыми. 

В оставшихся случаях следует исследовать решения ОДУ (8) на устойчивость 

по общему решению этого ОДУ: если все слагаемые будут ограниченными на 

промежутке вида  ,0t , то решение будет устойчивым, а если есть хотя бы одно 

неограниченное слагаемое, то неустойчивым. 

Задача. Исследовать решения ОДУ 

 

313175 txxxx   

 

на устойчивость. 

Решение. 

В данном случае имеем неоднородное линейное ОДУ третьего порядка с 

постоянными коэффициентами. 

Его характеристическое уравнение 

 

013175 23    

имеет простые корни 

11  , i323,2  . 
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Так как действительные части всех корней отрицательны, то все решения 

данного ОДУ являются асимптотически устойчивыми. 

Задача. Исследовать решения ОДУ 

 

txx cos  

 

на устойчивость. 

Решение. 

В данном случае имеем неоднородное линейное ОДУ третьего порядка с 

постоянными коэффициентами. 

Его характеристическое уравнение 

 

023    

 

имеет простой корень 11   и корень второй кратности 02  . 

 

Так как имеется корень 02  , то рассмотрим общее решение 

соответствующего однородного ОДУ 

 

321 CtCeCx t   . 

 

В общее решение входит слагаемое tС2 , которое при 02 С  и t  

является неограниченным. Отсюда следует, что все решения данного ОДУ являются 

неустойчивыми. 
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5.5 Устойчивость решений автономных систем ОДУ 

 

Пусть требуется исследовать на устойчивость решение  ty   автономной 

системы ОДУ. 

С помощью замены  tyx   можно свести данную задачу к исследованию 

на устойчивость нулевого решения автономной системы 

 

 xfx  .      (9) 

Здесь   00 f . 

Пусть функции  ni xxxf ,...,, 21   ni  ..., ,2 ,1  имеют в некоторой окрестности 

начала координат все непрерывные частные производные по всем аргументам до 

второго порядка включительно, тогда для данных функций используем формулу 

Маклорена с остаточным членом в форме Лагранжа [27] 

 

         
 xrx

x

f
x

x

f
x

x

f
fxf in

n

iii
ii 
















0
...

00
0 2

2
1

1

. 

 

Здесь  xri  - остаточный член в форме Лагранжа. 

Так как   00 f , то 

 

 
     

 xrx
x

f
x

x

f
x

x

f
xf in

n

iii
i 
















0
...

00
2

2
1

1

. 

 

Пренебрегая остаточными членами, заменим в автономной системе ОДУ (9) 

функции  xfi   ni  ..., ,2 ,1  на 

     
n

n

iii x
x

f
x

x

f
x

x

f













 0
...

00
2

2
1

1

. 
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Получим однородную линейную систему 

 

xAx  .      (10) 

 

Здесь 

     

     

     
































































n

nnn

n

n

x

f

x

f

x

f

x

f

x

f

x

f

x

f

x

f

x

f

A

0
...

00
............

0
...

00

0
...

00

21

2

2

2

1

2

1

2

1

1

1

. 

 

Линейную систему (10) будем называть линейным (первым) приближением 

автономной системы (9). 

Если в правых частях автономной системы (9) находятся только многочлены, 

то для получения линейного приближения этой системы достаточно удалить все 

слагаемые, имеющие степень выше первой. 

Приведем теоремы Ляпунова об устойчивости автономных систем по 

линейному приближению. 

Теорема. Если у всех корней характеристического уравнения системы (10) 

отрицательная действительная часть, то нулевое решение системы (9) является 

асимптотически устойчивым. 

Теорема. Если характеристическое уравнение системы (10) имеет хотя бы 

один корень с положительной действительной частью, то нулевое решение системы 

(9) является неустойчивым. 

В остальных случаях метод использования линейного приближения 

неприменим. Тогда возможно использование метода функций Ляпунова [1-3, 9-11, 

26] или другие методы [26]. 

Задача. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы ОДУ 
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







.5cos

,52sin
5yexxy

xyyxx
 

 

Решение. 

Получим линейное приближение данной системы. Для этого найдем матрицу 

 

   

   
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













0

555sin

52cos2

x

yex

xyx









 65

52
. 

 

Решим характеристическое уравнение для матрицы A  

 

0
65

52









,      05562   , 01342   , i322,1  . 

 

Так как действительные части всех полученных корней отрицательны, то 

нулевое решение исходной системы является асимптотически устойчивым. 

Задача. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы ОДУ 

 









.25

,2
3 yxxy

xyyxx
 

Решение. 

Получим линейное приближение данной системы. Так как в правых частях 

уравнений системы находятся только многочлены, то для получения линейного 

приближения достаточно удалить все слагаемые со степенью выше первой. Тогда 

получим линейную систему 



186 

 









.2

,2

yxy

yxx
 

 

Решим ее характеристическое уравнение 

 

0
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Так как имеется положительный корень, то нулевое решение исходной 

системы является неустойчивым. 
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