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Введение 
 

Методические указания содержат расчетно-графические задания по 

дисциплине «Линейная алгебра и аналитическая геометрия». Они предназначены 

для организации самостоятельной работы студентов, для проведения 

промежуточного контроля знаний студентов. Их содержание ориентировано на 

обучающихся по направлению подготовки 01.03.04 Прикладная математика.  

Расчетно-графические задания является частью фонда оценочных средств 

указанной дисциплины, могут использоваться преподавателями для контроля 

знаний студентов по пройденным темам, и могут выполняться в аудиторное, так и 

внеаудиторное время.  

В методических указаниях представлены следующие темы: «Комплексные 

числа. Действия над комплексными числами»; «Матрицы. Действия с матрицами»; 

«Определитель. Способы вычисления определителей»; «Система линейных 

уравнений. Решение системы линейных уравнений»; «Многочлены. Наибольший 

общий делитель. Алгоритм Евклида. Схема Горнера»; «Векторное пространство. 

Скалярное произведение векторов. Векторное произведение векторов. Смешанное 

произведение векторов». По завершению темы курса проводится промежуточная 

аттестация, студенту предлагается выполнить расчетно-графические задания 

соответствующего содержания и формулируются критерии оценки: задача считается 

решенной и оценивается в 5 баллов, если выполнены 90%-100% условий и 

требований, сформулированных в ней; оценивается в 4 балла, если выполнены 70%-

89%  условий и требований; оценивается в 3 балла, если выполнены 50%-69%. 
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1 Тема «Комплексные числа. Действия над комплексными 

числами» 
 

Задание 1  

Выполнить действия над комплексными числами: 

 ,21 zz ±  ,21 zz ⋅   ,
2

1
z
z   ,

1

2

z
z .

)4(
32

2
21

12

zz
zz

+
−

 
Номер 
вар-та 

Задание Номер 
вар-та 

Задание 

1 61 += iz ; iz −= 62  16 iz 341 −= ;    iz 742 −=  
2 341 −= iz ; iz 252 −=  17 iz 341 −= ;    iz 742 −=  
3 11 += iz ;  iz −−= 32  18 iz −= 41 ;      iz += 42  
4 321 += iz ;  iz += 62  19 iz 311 −−= ;  iz 742 +=  
5 51 +−= iz ; iz += 22  20 iz 241 −−= ;  iz 542 +=  
6 81 +−= iz ; iz 212 +=  21 iz −= 91 ;      iz 852 −=  
7 91 +−= iz ; iz −= 72  22 iz 341 −= ;    122 −= iz  
8 31 −= iz ; iz −−= 62  23 41 −= iz ;      iz 232 +=  
9 31 += iz ; iz 262 −=  24 iz 541 += ;    22 += iz  
10 41 −= iz ; iz 562 +=  25 21 += iz ;      iz 232 −=  
11 431 += iz ; iz 212 −−=  26 iz += 21 ; 52 −= iz  
12 21 +−= iz ; iz 452 −=  27 iz 541 += ; 322 −= iz  
13 61 += iz ; iz 542 +−=  28 321 −= iz ; iz 342 +=  
14 231 −= iz ; iz −−= 92  29 iz 231 −= ; iz 742 −=  
15 71 +−= iz ; iz 292 −−=  30 31 += iz ; iz 262 −= . 

 

Задание 2  

Возвести в степень n комплексное число z. 

 
Номер  

вар-
та 

Задание Номер 
вар-та 

Задание Номер 
вар-та 

Задание 

1 120,31 =−= niz  11 180,31 =−= niz  21 420,232 =−= niz
 

2 240,22 =+−= niz
 

12 170,3 =−= niz  22 100,22 =−= niz  
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3 80,3 =+= niz  13 100,66 =+= niz  23 20,44 =−−= niz  

4 
100,

2
1

2
1

=+−= niz  
14 90,434 =+= niz  24 100,232 =−= niz

 
5 150,33 =−−= niz  15 99,322 =+−= niz

 

25 64,3 =−−= niz  

6 200,55 =−= niz  16 66,535 =+= niz  26 
50,

2
1

2
3

=+= niz

 
7 

160,
2
3

2
3

=+−= niz

 

17 320,333 =−−= niz
 

27 42,3 =−= niz  

8 280,44 =+−= niz  18 1000,22 =+= niz  28 
44,

44
1

=−= niz  
9 

300,
3
1

3
1

=−= niz  
19 240,44 =−= niz  29 36,1 =+−= niz  

10 
140,

22
3

=−= niz  
20 

340,
2
3

2
1

=+= niz

 

30 16,13 =−= niz  

 

Задание 3  

Найдите значения m z  и изобразите на комплексной плоскости числа   

(комплексное число z из задания 2). 

 
Вариант  Вариант  Вариант  Вариант  Вариант  

1 m=6 7 m=5 13 m=6 19 m=6 25 m=6 

2 m=4 8 m=6 14 m=3 20 m=3 26 m=3 

3 m=3 9 m=4 15 m=6 21 m=6 27 m=6 

4 m=5 10 m=6 16 m=4 22 m=4 28 m=5 

5 m=6 11 m=4 17 m=6 23 m=6 29 m=5 

6 . m=4 12 m=5 18 m=5 24 m=4 30 m=6 

 

Задание 4  

Изобразите на плоскости ХОУ множество точек yixz += , удовлетворяющих 

условию (по вариантам): 
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№ Задание № Задание № Задание 
1 342 ≤+− iz ; 11 izzz −=+=− 21 ; 21 zz Re≥ ; 
2 132 ≤+− iz ; 12 zz Im2 +> ;      22 







≤−<

≤−+<

;
3

2)1arg(
4

6322
ππ z

iz
 

3  6124 ≤−+≤ iz ; 13 0Re ≤+− zz ;        23 32 +=− ziz ; 
4  11 +=+ zz ; 14 ( )

4
31arg

4
ππ

≤−+≤ iz  
24 0Im <− zz ; 

5  ziz =−+ 32 ; 15 4122 ≤+≤ z ; 25 231 ≤−+≤ iz ; 
6  zz >+ 2 ; 16 221 ≤++≤ iz ; 26 ziz ≤+− 3 ; 
7 izzz 2111 −+=+=−  17 

( )
2

arg
3

ππ
<−< iz ; 

27 







≤≤

≤≤

;
2

arg
4

,21
ππ z

z
 

8 4122 ≤+≤ z ; 18 izz −≤−1 ; 28 





<≤−

<<

;2Re1
,31
z

z
 

9 132 >−− iz ; 19 4=++− iziz ; 29 










<−<

<<

;
2

)1arg(
6

,
3

2arg
3

ππ

ππ

z

z
 

10 







≤<

≥

;
3

arg
6

2
ππ z

z
 

20 ( ) 232Re1 ≤−≤ z ; 30 22 −=− zz . 

 

Продемонстрируем решение некоторых заданий 

Задание 1  

Выполните действия 21 zz + , 21 zz − , 21 zz ⋅ , 
2

1
z
z  над комплексными числами в 

алгебраической форме: а) iz 531 +−= , 42 −= iz . 

Решение. 

 iz 531 +−= , 42 −= iz ;  

iiizz 67)4()53(21 +−=−++−=+ ; iiiiizz 41453)4()53(21 +=+−+−=−−+−=− ; 

iiiiiiizz 237)1(52312205123)4()53( 2
21 −=−⋅+−=−++−=−⋅+−=⋅ ; 
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=
+−

−−+
=

−−−
−−+−

=
−
+−

=
16

205123
)4)(4(
)4)(53(

)4(
)53(

2

2

2

1

i
iii

ii
ii

i
i

z
z

iii
−=

−
=

+−−
−⋅−−

= 1
17

1717
16)1(

)1(51712 . 

Ответ: izz 6721 +−=+ , izz 4121 +=− , izz 23721 −=⋅ , .1
2

1 i
z
z

−=  

Задание 2  

Возведите в степень комплексное число ( )15
31 i−− . 

Решение. 

( )15
31 i−− . Запишем число 31 iz −−=  в тригонометрической форме: 

)sin(cos ϕϕ irz += . Из алгебраической формы iyxz += , 1−=x  и 3−=y , по 

формулам 22 yxr +=  и 
x
ytg =ϕ , находим: 231 =+== rz , ( ) 3

)1(
3
=

−
−

=ϕtg ,

3
2πϕ −=  (рисунок 1) 

 
Рисунок 1 

Тогда тригонометрическая форма комплексного числа будет иметь 

следующий вид: 













−+






−=−− ππ

3
2sin

3
2cos231 ii . По формуле Муавра: 

( ) )sin(cos)sin(cos ϕϕϕϕ ninrirz nnn +=+=  данное число возведем в степень: 

( ) =





















−+






−=−−

15
15

3
2sin

3
2cos231 ππ ii  

( ) ( ) 327682012)10sin()10cos(2 151515 ==+=−+−⋅= ii ππ .  
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3
2π

6
7π

3
5π

Ответ: 32768 . 

 

Задание 3  

Вычислить  4 z , если 
2
3

2
1

⋅+−= iz . 

Решение.  

2
3

2
1

⋅+−= iz .
  

Запишем формулу 1,...,1,0,2sin2cos −=





 +

⋅+
+

⋅== nk
n

ki
n

krzw nn πϕπϕ   

Комплексное число z  сначала запишем в тригонометрической форме, а затем 

полученные данные подставим в первоначальную формулу. 

( )

.
26

sin
26

cos1
4
2sin

4
2cos1

,
3

2sin
3

2cos1sincos
2
3

2
1

44














 +⋅+






 +⋅=






 +

⋅+
+

⋅==







 ⋅+⋅=⋅+⋅=⋅+−=

kikkikzw

iiriz

πππππϕπϕ

ππϕϕ
 

Меняя k  от 0 до 3, получим четыре значения для w  и отметим полученные 

значения точками на комплексной плоскости: 

.
2
3

2
1

2
3

6
sin

2
3

6
cos

,
2
1

2
3

6
sin

6
cos

,
2
3

2
1

26
sin

26
cos

,
2
1

2
3

6
sin

6
cos

4

3

2

1

⋅−=





 +⋅+






 +=

⋅−−=





 +⋅+






 +=

⋅+−=





 +⋅+






 +=

⋅+=⋅+=

iiw

iiw

iiw

iiw

ππππ

ππππ

ππππ

ππ

  

                                                                                                         Рисунок 2        

Все точки, соответствующие полученным значениям, располагаются на 

окружности радиуса R=1, причем аргумент первого комплексного числа равен 
6
π , а 

 

y

x1 

6
π
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аргументы остальных получаются из первого последовательным увеличением на 
2
π  

и образуют правильный четырехугольник (квадрат). 

Ответ: .
2
3

2
1,

2
1

2
3,

2
3

2
1,

2
1

2
3

4321 ⋅−=⋅−−=⋅+−=⋅+= iwiwiwiw  

 

Задание 4  

Изобразить на комплексной плоскости С  множество точек, удовлетворяющих 

следующим условиям:  






≤≤−

≤⋅≤

;0Im3

,41

z

zz
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                     

Решение. 

Так как    𝑧 ∙ 𝑧̅ = (𝑥 + 𝑖𝑦) ∙ (𝑥 − 𝑖𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 , а yz =Im , то данную систему 

неравенств можно записать в виде: 






≤≤−

≤+≤

.03

,41 22

y

yx
 

Неравенства 41 22 ≤+≤ yx  задают кольцо между окружностями, включая их 

границы радиусов 1=R  и 2=R  с центром в начале координат.  

Неравенства 03 ≤≤− y  определяют горизонтальную полосу между 

прямыми: 3−=y  и 0=y , включая прямые 3−=y  и 0=y .  

Искомое множество точек заштриховано на рисунке 3. 

 
Рисунок 3 
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2 Тема «Матрицы. Действия с матрицами» 
Задание 1  

Вычислить матрицу В, если дана матрица А: 

EAAAAB T ⋅+⋅−= 432 . Матрицы заданы в таблице по вариантам. 
№ Задание № Задание № Задание 
1 
















−−=

113
214
201

A  

11 

















−−
−=

341
213
015

A  

21 

















−

−
=

142
753
011

A  

2 

















−
−

−
=

511
422
301

A  

12 

















−
−=

611
240
321

A  

22 















 −−
=

105
143
021

A  

3 

















−−

−
=

201
512
314

A  

13 
















−=

201
415
320

A  

23 

















−

−
=

254
320
111

A  

4 
















−=

652
140
312

A  

14 
















−=

407
651
321

A  

24 

















−
−

−
=

235
411
230

A  

5 

















−

−
=

116
532
101

A  

15 

















−

−
=

642
150
167

A  

25 

















−

−
=

128
420
311

A  

6 

















−
=

521
342
101

A  

16 

















−
−

−
=

751
210
413

A  

26 

















−
−=

421
125
043

A  

7 

















−
−

−
=

213
175
012

A  

17 

















−

−
=

830
531
121

A  

27 

 

8 

















−

−
=

521
140
233

A  

18 















 −−
=

412
910
153

A  

28 

















−

−
=

524
230
111

A  

9 

















−
−=

265
321
410

A  

19 
















−

−
=

301
276
541

A  

29 

















−
−=

016
432
501

A  
















−

−
=

456
232
110

A



12 
 

10 

















−
−=

716
541
302

A  

20 
















−−
−

=
081
321
543

A  

30 

















−
−−=

105
431
321

A  

 

Продемонстрируем решение некоторых заданий 

 

Задание 1  

Найдите матрицу ТBAЕBBAC 423 2 −+⋅−⋅= , если 

2222 13
24

,
21
16

××








=








−
−

= BA . 

Решение.  

ТBAЕBBAC 423 2 −+⋅−⋅= , если 
2222 13

24
,

21
16

××








=








−
−

= BA .  

1) 







−

=







−−
−−

=







⋅







−
−

=⋅
02

1121
2264
112324

13
24

21
16

BA . 

2) 







=








++
++

=







⋅








=⋅

39
612

3009
60012

10
01

39
612

3 ЕB . 

3) 






 −
=








+−−
+−−

=







−
−

⋅







−
−

=⋅=
34
435

4126
26136

21
16

21
162 AAA . 

4) 







=








=








=

48
1216

12
34

4
13
24

44
Т

ТB . 

5) 






 −
=







 −
=

68
870

34
435

22 2A . 

=







−







 −
+








−








−

=−+⋅−⋅=
48

1216
68
870

39
612

02
1121

423 2 ÒBAABBAC  

=







−







 −
+








−−

=
48

1216
68
870

311
59

=







−








−

−
48

1216
33
379









−−
−

111
1563

. 

Ответ: 







−−
−

=
111

1563
С . 
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3 Тема «Определитель. Способы вычисления определителей» 
Задание 1  

Вычислить определитель: 

а) разложив его по элементам любого столбца(строки);  

б) привести к диагональному виду. 
№ Задание № Задание № Задание 
1 1 2 3 4

2 1 4 3
3 4 1 2
4 3 2 1

− −
− −

− −

 

11 6 2 10 4
5 7 4 1
2 4 2 6
3 0 5 4

−
− − −

− −
−

 

21 1 2 4 1
2 3 0 6
2 2 1 4
3 1 2 1

− −

−
− −

 

2 4 5 1 5
3 2 8 2
5 3 1 3
2 4 6 8

− − −
− −

− −

 

12 2 0 1 3
6 3 9 0
0 2 1 3
4 2 0 6

−
−

− −
 

22 0 4 1 1
4 2 1 3
0 1 2 2
1 3 4 3

−
−
−

 

3 3 2 0 2
1 1 2 3
4 5 1 0
1 2 3 3

−
−

− −

 

13 3 5 3 2
2 4 1 0
1 2 2 1
5 1 2 4

−
−

 

23 1 1 2 0
3 6 2 5
1 0 6 4
2 3 5 1

−
−

−

 

4 3 2 0 5
4 3 5 0
1 0 2 3
0 1 3 4

−
−
−
−

 

14 4 1 2 0
2 1 2 3
3 0 1 1
2 1 2 3

−
−

−
−

 

24 1 1 2 3
1 2 2 3
2 3 1 0
2 3 2 0

− −

−
−

 

5 3 1 2 0
5 0 6 1
2 2 1 3
1 3 2 1

−
−
−

 

15 4 3 2 1
2 1 4 3
0 4 1 2
5 0 1 1

− −
− −

−
−

 

25 5 3 7 1
3 2 0 2
2 1 4 6
3 2 3 4

− −

−
−

 

6 4 1 2 0
1 2 1 1
3 1 2 1
5 0 4 2

− −
−

 

16 4 1 1 5
0 2 2 3
3 4 1 2
4 1 1 2

−
−

−

 

26 1 2 3 4
2 0 1 1
3 3 1 0
4 2 1 2

− −
−

−
−

 

7 3 1 2 3
4 1 2 4
1 1 1 1
4 1 2 5

−
−
−

 

17 5 0 4 2
1 1 2 1
4 1 2 0
1 1 1 1

−
 

27 1 1 0 3
3 2 1 1
1 2 1 3
4 0 1 2

−
−

−
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8 2 1 2 0
3 4 1 2
2 1 0 1
1 2 3 2

−

−
−

 

18 6 0 1 1
2 2 0 1
1 1 3 3
4 1 1 2

−
−

−
−

 

28 3 5 1 2
0 1 1 2
3 1 3 0
1 2 1 2

−
− −
−
−

 

9 2 7 2 1
1 1 1 0
3 4 0 2
0 5 1 3

−

− −

 

19 2 2 0 3
3 2 1 1
1 1 2 1
3 4 4 0

−
−

−
−

 

29 1 2 0 4
2 3 1 1
3 1 2 4
2 0 1 3

−
−
−

 

10 2 3 4 1
4 2 3 2
3 0 2 1
3 1 4 3

−
−

−

 

20 0 2 1 7
4 8 2 3

10 1 5 4
8 3 2 1

−
− −

−
− −

 

30 1 8 2 3
3 2 0 4
5 3 7 1
3 2 0 2

−
−
− −

 

 
Продемонстрируем решение некоторых заданий 

Задание 1  

Вычислить определитель

 
1325
2403

5212
4131

−
−
−

 

а) разложив его по элементам любого столбца(строки);  

б) привести к диагональному виду. 

Решение.  

а) разложив его по элементам второго столбца  

.48
971
243

1155

9701
2403

5212
11505

1325
2403

5212
4131

=
−
−
−−

=

−
−

−
−−

=
−

−
−

. 

б) привести к диагональному виду. 

.48

35
48000
5
43700
3050

4131

5
56800
5
43700
3050

4131

198130
14790
3050

4131

1325
2403

5212
4131

=

−

−

−−
−

=

−

−

−−
−

=

−−
−−
−−

−

=
−

−
−
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4 Тема «Система линейных уравнений. Решение системы 

линейных уравнений» 
 

Задание 1  

Решить систему линейных уравнений тремя способами: 

а) по формулам Крамера; 

б) с помощью обратной матрицы; 

в) методом Гаусса. 

(задания по вариантам) 









=++
=++
=++

,
,

,

3332313

2322212

1312111

dxcxbxa
dxcxbxa

dxcxbxa
 ⇔  BXA =⋅ . 
















=

333

222

111

cba
cba
cba

A ; 















=

3

2

1

x
x
x

X ;  















=

3

2

1

d
d
d

B . 

 

Номер 
вар-та 

Задание Номер 
вар-та 

Задание 

1 

















−
−

−
=

411
322
101

A ; 
















−
−=
11
7
5

B  
16 

















−−

−
=

214
253
011

A ;
















−
=

8
17

1
B ; 

2 

















−−
−−
−

=
216
422
112

A ; 














 −
=

7
4
5

B ; 
17 















−
=

105
143
541

A ; 














−
=

3
9
3

B ;  

3 

















−
−

−
=

314
251
431

A ; 















−=

13
28
2

B ; 
18 

















−
−=

712
143
501

A ;
















−
=

5
6

10
B ; 

4 

















−−
−=

361
142
053

A ; 
















−
−
−

=
25
24
22

B ; 
19 

















−
−=

215
132
046

A ;   
















−
−
−

=
10
2
2

B ; 
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5 

















−−
−

−
=

725
132
641

A ; 
















−

−
=

24
10

5
B ;

 

20 

















−
−=

315
531
412

A ; 
















−
=

6
0
4

B ; 

6 

















−
−

−
=

073
262
311

A ;














−
=

22
30

5
B ;

 

21 

















−
−

−
=

223
140
612

A ; 














−
=

12
0

19
B ; 

7 

















−
−

−
=

602
421
153

A ; 
















−
−
−

=
4

14
5

B ;

 

22 

















−
−=

620
131
425

A ;















−
−

=
2

15
2

B ; 

8 

















−−

−
=

541
623
511

A ;
















−
−=

9
1
3

B ;

 

23 
















−
−

=
320
241
123

A ; 
















−
=

5
15
10

B ;  

9 















−
=

163
612
432

A ; 














−
=

17
3
9

B ;

 

24 

















−
−=

243
521
131

A ;















−=
13

2
6

B ; 

10 

















−−

−
=

321
104
235

A ;
















−

−
=

18
9
8

B ;

 

25 

















−
−=

328
114
532

A ;
















−
−=

6
6

20
B ; 

11 

















−
−
−

=
215
430
142

A ; 
















−
−
−

=
16
21
4

B ; 

 

26 

















−
−=

143
313
012

A ;
















−
=

8
14
0

B ; 

12 

















−
−
−

=
241
302
143

A ; 















=

16
7

19
B ;

 

27 















 −
=

621
203
154

A ; 














−
=

13
1
1

B ; 

13 

















−−
−=

243
125
401

A ; 















=

8
17
6

B ;

 

28 
















−

−
=

572
114
123

A ;
















−
−
−

=
12
12
1

B ; 

14 

















−−
−
−

=
141
520
142

A ;
















−
=

9
12
12

B ;

 

29 

















−
−=

111
120
143

A ; 
















−
=

6
9
3

B ; 

15 

















−
−

−
=

614
053
421

A ;















−=

8
13
1

B ;

 

30 

    
















−
−=

287
325
421

A ;















=

5
9

11
B . 

 



17 
 

Задание 2  

Исследовать систему линейных уравнений. Указать фундаментальное 

решение однородной системы линейных уравнений и частное решение 

неоднородной системы линейных уравнений: 

 

Вариант Задание 
1 

а) 








=−++
=+−−−
=++−+

.053411
,027322

,0243

5421

54321

54321

xxxx
xxxxx

xxxxx

      б) 








=−++
=−−+
=−−+

.53
,9452
,4322

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

2 
а) 









=++++
=−−+−
=+−−+

.0232
,03

,02227

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx

        б) 








=−++−
=++−
=++−

.4323
,9472
,5324

54321

4321

5321

xxxxx
xxxx
xxxx

 

3 
а) 









=+−−−
=+−+−
=−+++

.0441233
,02285

,010

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx

      б) 








=+++
=−−+
=−−+

.3352
,4273
,1432

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

4 
а) 









=−−+−
=++−+−
=−−+−

.04732
,0821464
,01232196

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

   б) 








=+−−−
=++−
=++−

.344
,7292
,4435

54321

5321

4321

xxxxx
xxxx
xxxx

 

5 
а) 









=−−−+
=−−−+
=+−+−

.054194
,02310

,022

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx

        б) 








=−−+
=−−+
=−−+

.234
,33472

,123

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
 

6 
а) 









=−−++
=−+++
=−−+−

.0621126
,05224
,04925

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

    б) 








=−+−+
=+++
=+++

.123332
,1343
,024

54321

4321

5321

xxxxx
xxxx

xxxx
 

7 
а) 









=+−++
=−++−

=−++−

.02
,022214224

,011712

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx

  б) 








=++−
=++−
=++−

.17353
,1432
,0322

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

8 
а) 









=−+−+
=−+++
=++++

.063
,0532
,042

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

            б) 








=+−−−
=++−
=++−

.12332
,1223
,034

54321

5321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
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9 
а) 









=++−+
=++−+
=−−++

.076616
,026
,03332

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

         б) 








=+−−
=++−
=++−

.132
,1453
,0322

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

10 
а) 









=++
=+−++
=−+−+

.032
,02
,02

321

54321

54321

xxx
xxxxx
xxxxx

             б) 








=−+−−
=++−
=++−

.332352
,5283
,2343

54321

4321

5321

xxxxx
xxxx
xxxx

 

11 
а) 









=+−++
=−+−−
=+−++

.052345
,03233

,028

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx

         б) 








=++−
=++−
=++−

.332
,73452

,423

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
 

12 
а) 









=++
=+−+−
=−+−+

.023
,01022

,0123

421

54321

54321

xxx
xxxxx

xxxxx

           б) 








=+−−−
=++−
=++−

.124223
,1234
,043

54321

5321

4321

xxxxx
xxxx

xxxx
 

13 
а) 









=−++−
=+−+−
=+−+−

.0135105
,0732
,03147

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

        б) 








=−++
=−−+
=−−+

.35
,5492
,2324

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

14 
а) 









=−++−
=+−−−
=−+++

.03323
,04622

,032

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx

            б) 








=−+−−
=++−
=++−

.2453
,3274
,1432

54321

4321

5321

xxxxx
xxxx
xxxx

 

15 
а) 









=−−++
=−−−+

=−−++

.0252
,0222

,0

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx

              б) 








=++−
=++−
=++−

.19834
,122
,043

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

16 
а) 









=+−+−
=+−+−
=−+−+

.05243
,0223
,03222

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

            б) 








=−+++
=−−+
=−−+

.2443
,3254

,143

54321

5321

4321

xxxxx
xxxx
xxxx

 

17 
а) 









=−+−+
=+++−−
=−+−+

.033096
,01032

,01032

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx

          б) 








=−+−
=++−
=++−

.4223
,9472
,5324

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

18 
а) 









=−++−
=−−+−
=++−+

.02223
,07532
,0572

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

             б) 








=+−++
=−−+
=−−+

.5343
,9452
,4322

54321

4321

5321

xxxxx
xxxx
xxxx
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19 
а) 









=+−−−
=−++
=+−−−

.031625
,053411

,027322

54321

5421

54321

xxxxx
xxxx

xxxxx

           б) 








=−−−
=++−
=++−

.334
,7292
,4435

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

20 
а) 









=+++−
=−−+
=++−+

.0325
,051211

,0283

54321

5321

54321

xxxxx
xxxx

xxxxx

               б) 








=++++
=+−+
=−−+

.3452
,4273
,1432

54321

5321

5321

xxxxx
xxxx
xxxx

 

21 
а) 









=+−++
=+−−+

=−+−+

.031624
,027372

,0953

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx

           б) 








=+−+
=++=
=+++

.1332
,1343
,024

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
 

22 
а) 









=++−+
=++−+
=++−+

.054236
,05333
,04325

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

            б) 








=+−−+
=−−+
=−−+

.22334
,33472

,123

54321

4321

5321

xxxxx
xxxx

xxxx
 

23 
а) 









=−++
=+−−+
=+−−+

.07
,02357
,04223

5321

54321

54321

xxxx
xxxxx
xxxxx

             б) 








=−−−
=++−
=++−

.132
,1223
,034

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
 

24 
а) 









=−−−+
=++−+
=++−+

.032
,042347
,074236

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

           б) 








=+++−
=++−
=++−

.143353
,1432
,0322

54321

5321

4321

xxxxx
xxxx
xxxx

 

25 
а) 









=−−+
=++−
=++−

.09475
,0347
,05253

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

                     б) 








=−−−
=++−
=++−

.3352
,5283
,2343

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

26 
а) 









=+−++
=+−++
=+−++

.0654
,03522

,0323

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx

              б) 








=−+−−
=++−
=++−

.13432
,1453
,0322

54321

4321

5321

xxxxx
xxxx
xxxx

 

27 
а) 









=+−++
=+−++
=+−++

.06112
,0472
,0232

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

               б) 








=−−−
=++−
=++−

.12223
,1234
,043

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
 

28 
а) 









=++++
=++++
=++++

.02
,03224
,043236

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

             б) 








=+−+−
=++−
=++−

.33232
,73452

,423

54321

5321

4321

xxxxx
xxxx

xxxx
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29 
а) 









=++++
=+−+

=++++

.061623
,0223

,02423

54321

4321

54321

xxxxx
xxxx

xxxxx

             б) 








=−−−
=++−
=++−

.2353
,3274
,1432

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

30 
а) 









=+−−
=−+−−
=++++

.0322
,032
,02

4321

54321

54321

xxxx
xxxxx
xxxxx

                  б) 








=+−++
=−−+
=−−+

.3345
,5492
,2324

54321

4321

5321

xxxxx
xxxx
xxxx

 

 

Продемонстрируем решение некоторых заданий 

 

Задание 1  

Решить систему линейных уравнений тремя способами: 

1) по формулам Крамера;  

2) с помощью обратной матрицы;  

3) методом Гаусса.  

а)








=++−
−=−+

=++

434
,532
,112

321

321

321

xxx
xxx
xxx

. 

Решение. 

BXA
xxx
xxx
xxx

=⋅⇔








=++−
−=−+

=++

434
,532
,112

321

321

321

. 

















−
−=
341
132
211

A , 















−=

4
5

11
B , 
















=

3

2

1

x
x
x

X . 

1) Решим систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

∆
∆

= 1
1

xx ; 
∆
∆

= 2
2

xx ; 
∆
∆

= 3
3

xx . 

30
341
132
211
=

−
−=∆ ; 90

344
135
2111

1 =−−=∆ x ; 
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60
341
152
2111

2 −=
−

−−=∆x ; 150
441
532

1111

3 =
−

−=∆ x . 

3
30
90

1 ==x ;  2
30
60

2 −=
−

=x ; 5
30

150
3 ==x . 

2) Решим систему линейных уравнений с помощью обратной матрицы: 

BAX ⋅= −1 . 

Найдем обратную матрицу для матрицы А: 
















−
−=

341
132
211

A . 

1 30
341
132
211

det =
−

−=A ; 

2 13)4(9
34
13

11 =−−=
−

=A ; 5)16(1
31
12

112 −=−⋅−=
−

−
⋅−=A ; 

11)3(8
41
32

13 =−−=
−

=A ; 5)83(1
34
21

121 =−⋅−=⋅−=A ; 

5)2(3
31
21

22 =−−=
−

=A ; 5))1(4(1
41
11

123 −=−−⋅−=
−

⋅−=A ; 

761
13
21

31 −=−−=
−

=A ; 5)41(1
12
21

132 =−−⋅−=
−

⋅−=A ; 

123
32
11

33 =−==A . 

















−
−

−
=

157
555

11513
~A . 

3 Транспонируем матрицу A~ : 
















−
−

−
=

1511
555
7513

*A . 
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4 Обратная матрица имеет вид:
















−
−

−
⋅=−

1511
555
7513

30
11A . 

Полученную матрицу подставим в равенство BAX ⋅= −1 . 

=
















⋅+−⋅−+⋅
⋅+−⋅+⋅−
⋅−+−⋅+⋅

⋅=















−⋅

















−
−

−
⋅=⋅= −

41)5()5(1111
45)5(5115
4)7()5(51113

30
1

4
5

11

1511
555
7513

30
11 BAX  

.5
;2

;3

5
2
3

30
150

30
60
30
90

150
60
90

30
1

425121
202555
2825143

30
1

3

2

1

=
−=

=
⇒
















−=























−=















−⋅=

















++
+−−
−−

⋅=
x
x
x

 

3) Решим систему линейных уравнений методом Гаусса. 

Запишем расширенную матрицу и приведем ее к ступенчатому виду. 
















−−−×
















−−

×−×

















−
−−

1503000
27510
11211

~)5(
15550
27510
11211

~
)1()2(

4341
5132

11211

 
От расширенной матрицы перейдем к системе линейных уравнений: 









=
−=−
=++

⇒
,15030
,275
,112

3

32

321

x
xx
xxx

 








=
−=−
=++

,5
,275
,112

3

32

321

x
xx
xxx

 








=
−=⋅−
=⋅++

,5
;2755
,1152

3

2

21

x
x
xx

  









=
−=−

=++

,5
,2725
,1110

3

2

21

x
x
xx

 








=
−=
=+

,5
,2
,1

3

2

21

x
x
xx

 








=
−=

=−

,5
,2
,12

3

2

1

x
x

x
 








=
−=

=

.5
,2
,3

3

2

1

x
x
x

 

Ответ: )5;2;3( − . 
 

Задание 2  

Исследовать систему линейных уравнений. Указать фундаментальное 

решение однородной системы линейных уравнений и частное решение 

неоднородной системы линейных уравнений: 



23 
 

а) 








=+−−
=−+−−
=++++

.0322
,032
,02

4321

54321

54321

xxxx
xxxxx
xxxxx

                  б) 











=+++−
=+++−
=+++−

=+++−

.4224
,9138436

,354236
,2322

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

 

Решение. а) 








=+−−
=−+−−
=++++

.0322
,032
,02

4321

54321

54321

xxxx
xxxxx
xxxxx

                   

















−−
−−−=
03212
11321

12111
A  – основная матрица. 

















−−
−−−=′

003212
011321
012111

A  – расширенная матрица. 

Решим систему линейных однородных уравнений, используя теорему 

Кронекера-Капелли. Так как система линейных уравнений является однородной, 

следовательно )()( ArAr =′ , однородная система линейных уравнений всегда 

совместна. 

Найдем ранг основной матрицы: 








 −−−
⇒








−−−−

⇒
















−−−−
−−−−⇒

















−−
−−−=

21430
30751

21430
12111

21430
21430

12111

03212
11321

12111
A

2)()( =′= ArAr , т.к. количество строк равно 2. 41, xx  – основные неизвестные. Так как 

всего неизвестных–5, количество основных неизвестных – 2, то 5–2=3, т.е. будет 3 

параметра, обозначаем их через δβα === 532 ,, xxx . Теперь от матрицы перейдем к 

системе линейных уравнений: 

�𝑥1 − 5𝛼 − 7𝛽 − 3𝛿 = 0
3𝛼 + 4𝛽 + 𝑥4 + 2𝛿 = 0; � 𝑥1 = 5𝛼 + 7𝛽 + 3𝛿

𝑥4 = −3𝛼 − 4𝛽 − 2𝛿;  

Общее решение однородной системы линейных уравнений:  

(5𝛼 + 7𝛽 + 3𝛿; 𝛼; 𝛽; −3𝛼 − 4𝛽 − 2𝛿; 𝛿).  

Найдем фундаментальное решение однородной системы линейных уравнений: 

1) 𝛼 = 1, 𝛽 = 0, 𝛿 = 0,  𝑋1 = (5; 1; 0;−3; 0), 

2) 𝛼 = 0 𝛽 = 1, 𝛿 = 0,  𝑋2 = (7; 0; 1;−4; 0), 
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3) 𝛼 = 0, 𝛽 = 0, 𝛿 = 1,  𝑋3 = (3; 0; 0;−2; 1), 

  𝑋 = 𝑐1𝑋1 + 𝑐2𝑋2 + 𝑐3𝑋3,  𝑋 = 𝑐1

⎝

⎜
⎛

5
1
0
−3
0 ⎠

⎟
⎞

+ 𝑐2

⎝

⎜
⎛

7
0
1
−4
0 ⎠

⎟
⎞

+ 𝑐3

⎝

⎜
⎛

3
0
0
−2
1 ⎠

⎟
⎞

.  

где 𝑐1,𝑐2, 𝑐3 – действительные числа. 

б)  











=+++−
=+++−
=+++−

=+++−

.4224
,9138436

,354236
,2322

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

. 



















−
−
−
−

=

21124
138436
54236
32112

A  – основная матрица. 



















−
−
−
−

=′

421124
9138436
354236
232112

A  – расширенная матрица. 

Найдем ранг расширенной и основной матриц: 

~
)1(1

043100
342100
342100
232112

~

)2()3(

421124
9138436
354236
232112

−××



















−−−

−−−−
−−×−×



















−
−
−
−

 

~

301000
000000
342100
232112

~



















−

−−−−
−

















−
−−−−

−

301000
342100
232112

 . 

06
300
310
212

)(3 ≠−=−−=′AM  ⇒  ранг расширенной матрицы равен 3, т.е. 

3)( =′Ar . 
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02
100
210
212

)(3 ≠=
−
−−=AM  ⇒  ранг основной матрицы равен 3, т.е. 3)( =Ar . 

Так как 3)()( ==′ ArAr , то по теореме Кронекера-Капелли система совместна, 

т.е. имеет решение. 

100
210
212

)(3

−
−−=AM  – базисный минор третьего порядка ⇒  431 ,, xxx  – 

основные неизвестные, т.к. всего количество неизвестных – 5, основных 

переменных – 3, следовательно 5 – 3 =2 (параметра), 2 параметра – это 2x  и 5x . 

Обозначим параметры β=2x , γ=5x .  

Составим систему линейных уравнений:









−=
+−=+−
−+=−+









−=
+−=−−

−+=++









=−
−=−−−
=+++−

,3
,436

,3262

,3
,432

,3222

,3
,342

,2322

4

3

31

4

43

431

4

543

54321

x
x
xx

x
xx
xxx

x
xxx

xxxxx
γ
γβ

γ
γβ

 









−=
−=

++−=









−=
−=

−+=−+









−=
+−=−

−+=+

,3
,49

,12

,3
,49

,38492

,3
,49

,382

4

3

1

4

3

1

4

3

31

x
x
x

x
x

x

x
x
xx

γ
γβ

γ
γβγ

γ
γβ

 













−=
−=

++−=

.3
,49

,
2
1

2
1

2
1

4

3

1

x
x

x

γ

γβ

 

Общее решение неоднородной системы линейных уравнений: 







 −−++− γγβγβ ;3;49;;

2
1

2
1

2
1 .  

Найдем фундаментальное решение однородной системы линейных уравнений: 

1) 0,1 == γβ  





= 0;0;0;1;

2
11X ;  

2) 1,0 == γβ  





 −= 1;0;4;0;

2
12X .   

Решение неоднородной системы линейных уравнений: 
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3) 0,0 == γβ  





 −−= 0;3;9;0;

2
10X ;    

Таким образом:  2
2

1
1

0 XcXcXX ++= , 

























−

−+

























+

























−

−

=

1
0
4
0
2
1

0
0
0
1
2
1

0
3
9
0
2
1

21 ccX , где 1c  и 2c  – действительные числа. 

Ответ: а)  𝑋 = 𝑐1𝑋1 + 𝑐2𝑋2 + 𝑐3𝑋3,  𝑋 = 𝑐1

⎝

⎜
⎛

5
1
0
−3
0 ⎠

⎟
⎞

+ 𝑐2

⎝

⎜
⎛

7
0
1
−4
0 ⎠

⎟
⎞

+ 𝑐3

⎝

⎜
⎛

3
0
0
−2
1 ⎠

⎟
⎞

.  

где 𝑐1,𝑐2, 𝑐3 – действительные числа;  

б) 

























−

−+

























+

























−

−

=

1
0
4
0
2
1

0
0
0
1
2
1

0
3
9
0
2
1

21 ccX , где 1c  и 2c  – действительные числа. 

 

5 Тема «Векторное пространство. Скалярное произведение 

векторов. Векторное произведение векторов. Смешанное 

произведение векторов» 
 

Задание 1 

1) Убедитесь, что cba  ,,  – базис.  

2) Найдите разложение вектора d


 по базису cba  ,, . Сделайте проверку. 

3) Найдите cba 
+− 32 . 

4) Найдите ba
 . 

5) Найдите угол =α ∠ ),( ba
 . 
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6) Найдите anpb


 . 

7) Найдите ba


× . 

8) Найдите площадь треугольника, построенного на векторах a  и b


. 

9) Найдите объем параллелепипеда, построенного на векторах cba  ,, . 

10)  Определите ориентацию тройки cba  ,, . 

11) Найдите вектор e  такой, что beaee


⊥⊥= ,,1 , cba  ,, – левая тройка. 

12) Найдите вектор g : bgag


=↑↓ , . 

Вариант Задание 
1  a= (–3, 4 , 7), b


= (0, –8, 11), c= (13, 1, 5), d


= (–19, –1, 20). 

2 a= (4, 0 , 9), b


= (10, –7, 2), c= (–1, 1, 14), d


= (–25, 20, –11). 

3 a= (–8, 13 , –7), b


= (–3, 1, –7), c= (4, –3, 3), d


= (11, 0, 19). 

4 a= (–4, 17 , 3), b


= (–2, 0, 2), c= (12, 6, 5), d


= (–20, 11, 2). 

5 a= (2, –3 , 14), b


= (7, 0, –8), c= (11, 13, 0), d


= (–6, 7, 52). 

6 a= (15, –1 , 0), b


= (4, 7, –11), c= (–1, –2, 3), d


= (–9, 12, –17). 

7 a= (–4, 11 , 9), b


= (1, –2, 0), c= (–3, 2, –1), d


= (–12, 19, 7). 

8 a= (–1, 16 , 7), b


= (0, 3, –7), c= (3, 4, –5), d


= (–2, –23, 5). 

9 a= (0, –13 , 2), b


= (8, 5, –7), c= (–1, –1, 4), d


= (7, 30, –7). 

10 a= (–3, –7 ,4), b


= (12, –1, 0), c= (–2, 2, 11), d


= (3, –2, 37). 

11 a= (–11, 7 ,0), b


= (2, 2, 5), c= (–3, –6, 1), d


= (4, –17, –9). 

12 a= (2, 14 ,–1), b


= (7, 0, 3), c= (9, 1, 1), d


= (–12, 27, –6). 

13 a= (3, –9 ,3), b


= (0, 4, 11), c= (17, 1, –1), d


= (20, 0, 24). 

14 a= (–7, 11 ,0), b


= (1, –5, 7), c= (3, 3, –5), d


= (–25, 35, –2). 

15 a= (0, 18 ,3), b


= (–7, 1, –2), c= (1, 9, 5), d


= (–4, –8, 7). 

16 a= (11, –5 ,3), b


= (4, –6, 0), c= (–7, 7, 2), d


= (17, –7, –1). 

17 a= (5, –13 ,2), b


= (7, 0, 4), c= (–3, –1, 6), d


= (–16, 14, –16). 

18 a= (–3, 4 , 0), b


= (17, 2, –11), c= (7, 5, –7), d


= (4, 5, –4). 

19 a= (0, 4 , –18), b


= (5, –3, 6), c= (1, –11, –5), d


= (–3, –11, –32). 
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20 a= (–7, 9 , 2), b


= (10, 0, –6), c= (3, –1, 8), d


= (30, –10, –6). 

21 a= (12, –1 , 0), b


= (3, 7, –2), c= (–1, 5, 15), d


= (14, 11, 13). 

22 a= (2, 17 , –5), b


= (4, 8, 0), c= (1, 10, –1), d


= (–3, 5, 2). 

23 a= (3, –8 , 0), b


= (12, –7, –4), c= (2, 1, –2), d


= (–5, –18, 8). 

24 a= (7, –8 , 3), b


= (10, 0, –15), c= (4, –5, 8), d


= (–27, –3, 40). 

25 a= (–3, –1 , 6), b


= (7, 0, 4), c= (5, –13, 2), d


= (0, 27, –6). 

26 a= (–7, 7 , 2), b


= (4, –6, 0), c= (11, –5, 3), d


= (14, –22, –9). 

27 a= (1, 9 , 5), b


= (–7, 1, –2), c= (0, 18, 3), d


= (–9, –35, –15). 

28 a= (3, 3 , –5), b


= (1, –5, 7), c= (–7, 11, 0), d


= (18, –24, 2). 

29 a= (17, 1 , –1), b


= (0, 4, 11), c= (3, –9, 3), d


= (–23, 21, 6). 

30 a= (9, 1 , 1), b


= (7, 0, 3), c= (2, 14, –1), d


= (30, –25, 8). 

 

Задание 2  

Даны координаты вершин пирамиды ABCD  (сделать рисунок). Найдите:  

1) длину ребра AB ; 

2) угол между ребрами AB  и AC ; 

3) площадь грани ABC ; 

4) объем пирамиды; 

5) длину высоты, опущенную на грань ABC . 

 

Номер 
варианта Задание 

1 
 






 −

3
1;

3
2;

3
2A

 
( )2;2;1−B  








3
4;

3
10;

3
1C  








3
11;

3
5;

3
5D  

2 





 −

3
2;

3
4;

3
4A

 
( )4;4;2−B  








3
8;

3
20;

3
2C

 








3
22;

3
10;

3
10D

 
3 )1;2;2( −A  )6;6;3(−B  )4;10;1(C  )11;5;5(D  

4 





 −

3
4;

3
8;

3
8A

 
( )8;8;4−B  








3
16;

3
40;

3
4C

 








3
44;

3
20;

3
20D

 

5 





 −

3
5;

3
10;

3
10A

 
( )10;10;5−B  








3
20;

3
50;

3
5C  








3
55;

3
25;

3
25D
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6 )2;4;4( −A  )12;12;6(−B  )8;20;2(C  )22;10;10(D  

7 





 −

3
7;

3
14;

3
14A  ( )14;14;7−B  








3
28;

3
70;

3
7C

 








3
77;

3
35;

3
35D

 

8 





 −

3
8;

3
16;

3
16A

 
( )16;16;8−B  








3
32;

3
80;

3
8C

 








3
88;

3
40;

3
40D

 
9 ( )3;6;6 −A  ( )18;18;9−B  ( )12;30;3C  ( )33;15;15D  

10 





 −

3
10;

3
20;

3
20A

 
( )20;20;10−B  








3
40;

3
100;

3
10C

 








3
110;

3
50;

3
50D

 

11 ( )1;2;2 −A  







3
4;

3
10;

3
1B  








3
2;

3
14;

3
5C  ( )3;3;3D  

12 ( )2;4;4 −A  







3
8;

3
20;

3
2B  








3
4;

3
28;

3
10C  ( )6;6;6D  

13 ( )3;6;6 −A  ( )4;10;1B  ( )2;14;5C  ( )9;9;9D  

14 ( )4;8;8 −A  







3
16;

3
40;

3
4B  








3
8;

3
56;

3
20C  ( )12;12;12D  

15 ( )5;10;10 −A  







3
20;

3
50;

3
5B  








3
10;

3
70;

3
25C  ( )15;15;15D  

16 ( )6;12;12 −A  ( )8;20;2B  ( )4;28;10C  ( )18;18;18D  

17 ( )7;14;14 −A  







3
28;

3
70;

3
7B  








3
14;

3
98;

3
35C  ( )21;21;21D  

18 ( )8;16;16 −A  







3
32;

3
80;

3
8B  








3
16;

3
112;

3
40C  ( )24;24;24D  

19 ( )9;18;18 −A  ( )12;30;3B  ( )6;42;15C  ( )27;27;27D  

20 ( )10;20;20 −A  







3
40;

3
100;

3
10B  








3
20;

3
140;

3
50C  ( )30;30;30D  

21 





 −

3
2;

3
1;

3
2A

 
( )1;2;2 −B  








3
1;

3
4;

3
10C

 








3
5;

3
11;

3
5D

 

22 





 −

3
4;

3
2;

3
4A

 
( )2;4;4 −B  








3
2;

3
8;

3
20C

 








3
10;

3
22;

3
10D

 
23 ( )2;1;2 −A  ( )3;6;6 −B  ( )1;4;10C  ( )5;11;5D  

24 





 −

3
8;

3
4;

3
8A

 
( )4;8;8 −B  








3
4;

3
16;

3
40C

 








3
20;

3
44;

3
20D

 

25 





 −

3
10;

3
5;

3
10A

 
( )5;10;10 −B  








3
5;

3
20;

3
50C  








3
25;

3
55;

3
25D

 
26 ( )6;3;6 −A  ( )9;18;18 −B  ( )3;12;30C  ( )15;33;15D  
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27 





 −

3
14;

3
7;

3
14A

 
( )7;14;14 −B  








3
7;

3
28;

3
70C  








3
35;

3
77;

3
35D

 
28 ( )8;4;8 −A  ( )12;24;24B  ( )4;16;40C  ( )20;44;20D  
29 ( )12;6;12 −A  ( )18;36;36 −B  ( )6;24;60C  ( )30;66;30D  

30 





 −

3
20;

3
10;

3
20A

 
( )10;20;20 −B  








3
10;

3
40;

3
100C

 








3
50;

3
110;

3
50D

 
 

Задание 3  

Вектор a  ортогонален векторам b  и c  ( )caba ⊥⊥ , . Кроме того, известна 

длина a . Найти координаты вектора a , если: 

Вариант Задание 
1 ( )3;1;1 −−b , ( )1;1;1 −c , 6=a , 0<aпрOХ . 
2 







 −

2
3;1;1b , 






 −−

2
1;1;1c , 3=a , 0<aпрOY . 

3 ( )1;1;1 −−b , 





 −

3
1;1;1c , 14=a , 0<aпрOY . 

4 






 −

4
3;1;1b , 






 −−

4
1;1;1c , 19=a , 0<aпрOZ . 

5 






 −−

5
3;1;1b , ( )2,0;1;1 −c , 30=a , 0<aпрOX .

 
6 







 −

2
1;1;1b , 






 −−

6
1;1;1c , 41=a , 0>aпрOY .

 
7 







 −−

7
3;1;1b , 






 −

7
1;1;1c , 4,5=a , 0<aпрOX .

 
8 







 −

8
3;1;1b , 






 −−

8
1;1;1c , 69=a , 0<aпрOZ .

 
9 







 −−

3
1;1;1b , 






 −

9
1;1;1c , 86=a , 0<aпрOX .

 
10 ( )3,0;1;1 −b , ( )1,0;1;1 −−c , 105=a , 0<aпрOY .

 11 






 −−

11
3;1;1b , 






 −

11
1;1;1c , 126=a , 0<aпрOX .

 
12 







 −

4
1;1;1b , 






 −−

12
1;1;1c , 149=a , 0>aпрOZ .
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13 






 −−

13
3;1;1b , 






 −

13
1;1;1c , 174=a , 0<aпрOX .

 
14 







 −

14
3;1;1b , 






 −−

14
1;1;1c , 201=a , 0<aпрOY .

 
15 ( )2,0;1;1 −−b , 






 −

15
1;1;1c , 230=a , 0<aпрOX .

 
16 







 −

16
3;1;1b , 






 −−

16
1;1;1c , 261=a , 0>aпрOZ .

 
17 







 −−

17
3;1;1b , 






 −

17
1;1;1c , 294=a , 0<aпрOX .

 
18 







 −

6
1;1;1b , 






 −−

18
1;1;1c , 329=a , 0<aпрOY .

 
19 







 −−

19
3;1;1b , 






 −

19
1;1;1c , 366=a , 0<aпрOX .

 
20 







 −

20
3;1;1b , ( )05,0;1;1 −−c , 405=a , 0<aпрOY .

 
21 







 −−

7
3;1;1b , 






 −

21
1;1;1c , 446=a , 0<aпрOX .

 
22 







 −

22
3;1;1b , 






 −−

22
1;1;1c , 489=a , 0>aпрOZ .

 
23 







 −−

23
3;1;1b , 






 −

23
1;1;1c , 534=a , 0<aпрOX .

 
24 







 −

8
3;1;1b , 






 −−

24
1;1;1c , 581=a , 0>aпрOY .

 
25 







 −−

25
3;1;1b , ( )04,0;1;1 −c , 630=a , 0<aпрOX .

 
26 







 −−−

2
3;1;1b , 






 −−

2
1;1;1c , 3=a , 0<aпрOZ .

 
27 ( )1;1;1 −b , 






 −−

3
1;1;1c , 4,1=a , 0<aпрOZ .

 
28 







 −−

4
3;1;1b , 






 −

4
1;1;1c , 19=a , 0>aпрOY .

 
29 







 −

5
3;1;1b , ( )2,0;1;1 −−c , 30=a , 0<aпрOX .

 
30 ( )5,0;1;1 −−b , 






 −

6
1;1;1c , 41=a , 0<aпрOY .
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Задание 4  

Найти координаты вектора a , если известно, что ABa || , даны длина a  и 

дополнительные условия:  

Вариант Задание 
1 )6;1;9( −A , )7;3;11( −B , 6=a , 0>aпрOY . 

2 )4;1;8(A , )6;4;2(−B , 14=a , 0<aпрOX . 

3 )6;1;7( −A , )7;3;9( −B , 6=a , 0<aпрOZ . 

4 )4;1;6(A , )6;4;0(B , 14=a , 0>aпрOX . 

5 )6;1;5( −A , )7;3;7( −B , 6=a , 0<aпрOZ . 

6 )4;1;4(A , )6;4;2(−B , 14=a , 0<aпрOY . 

7 )6;1;3( −A , )7;3;5( −B , 6=a , 0>aпрOY . 

8 )4;1;2(A , )6;4;4(−B , 14=a , 0>aпрOZ . 

9 )6;1;1( −A , )7;3;3( −B , 6=a , 0<aпрOY . 

10 )4;1;0(A , )6;4;6(−B , 14=a , 0>aпрOZ . 

11 )6;1;1( −−A , )4;5;2(B , 27=a , 0<aпрOX . 

12 )4;1;2(−A , )8;3;6(−B , 3=a , 0<aпрOZ . 

13 )6;1;3( −−A , )4;5;0(B , 27=a , 0<aпрOY . 

14 )4;1;4(−A , )8;3;8(−B , 3=a , 0<aпрOY . 

15 )6;1;5( −−A , )4;5;2(−B , 27=a , 0>aпрOX . 

16 )4;1;6(−A , )8;3;10(−B , 3=a , 0>aпрOY . 

17 )6;1;7( −−A , )4;5;4(−B , 27=a , 0>aпрOZ . 

18 )4;1;8(−A , )8;3;12(−B , 3=a , 0>aпрOZ . 
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19 )6;1;9( −−A , )4;5;6(−B , 27=a , 0>aпрOZ . 

20 )4;1;10(−A , )8;3;14(−B , 3=a , 0<aпрOZ . 

21 )6;1;11( −−A , )4;5;8(−B , 27=a , 0>aпрOX . 

22 )4;1;12(−A , )8;3;16(−B , 3=a , 0<aпрOX . 

23 )6;1;13( −−A , )4;5;17(−B , 10=a , 0>aпрOY . 

24 )4;1;14(−A , )8;3;18(−B , 3=a , 0<aпрOY . 

25 )6;1;15( −−A , )9;1;19( −−B , 10=a , 0>aпрOZ . 

26 )6;1;9( −−A , )7;3;11( −−B , 6=a , 0<aпрOZ . 

27 )4;1;8( −−−A , )6;4;2( −−B , 14=a , 0<aпрOY . 

28 )6;1;7(−A , )7;3;9( −−B , 6=a , 0<aпрOX . 

29 )6;1;5( −−A , )7;3;7( −−B , 6=a , 0<aпрOZ . 

30 )6;1;3( −−A , )7;3;5( −−B , 6=a , 0<aпрOY . 

 

Задание 5  

Компланарны ли вектора ADACAB ,, ,  если известны координаты точек? 

Вариант Задание 
1  )6;4;7(A , )5;3;5(B , )11;7;12( −−−C , )16;10;17( −−−D . 

2  )2;1;1( −A , )2;1;2(B , )4;1;1(C , )0;2;1(D . 

3  )6;3;1(A , )1;2;2(B , )1;0;1(−C , )12;6;2(D . 

4  )6;2;4(−A , )0;3;2( −B , )8;5;10(−C , )6;1;2( −−D . 

5  )4;2;7(A , )2;1;7( −−B , )1;3;3(C , )6;3;0( −D . 

6  )4;1;2(A , )2;5;1( −−B , )2;3;7( −−C , )2;6;1(D . 

7  )1;1;0( −−A , )5;3;2(−B , )9;5;1( −−C , )3;6;1( −−D . 

8  )0;2;5(A , )0;5;2(B , )4;2;1(C , )1;1;1(−D . 
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9  )4;0;2( −−A , )1;7;1(−B , )4;8;4( −−C , )4;0;2(D . 

10  )5;4;14(A , )2;3;5( −B , )3;6;2(C , )1;2;2( −D . 

11  )2;1;1(A , )3;1;1(−B , )3;2;2( −C , )1;0;1( −D . 

12  )4;3;1(A , )3;2;0(B , )3;2;1( −−C , )5;4;3( −D . 

13  )3;0;1(A , )1;2;4(B , )2;3;0( −C , )2;1;5( −−D . 

14  )5;1;2( −−A , )0;3;2(−B , )4;2;1(C , )1;0;3(D . 

15  )3;0;1( −−A , )1;2;4( −−−B , )2;3;0( −C , )2;1;5( −−D . 

16  )5;1;2(−A , )0;3;2( −B , )4;2;1(C , )1;0;3(D . 

17  )3;0;1( −−A , )1;2;4(B , )2;3;0( −C , )2;1;5( −−D . 

18  )5;1;2( −−A , )0;3;2( −B , )4;2;1(C , )1;0;3( −−D . 

19  )3;0;1( −−A , )1;2;4(B , )2;3;0( −C , )2;1;5( −D . 

20  )5;1;2(−A , )0;3;2(−B , )4;2;1(C , )1;0;3( −−D . 

21  )3;0;1(A , )4;1;2( −B , )5;3;1( −−C , )1;1;15( −−D . 

22  )4;1;2( −A , )5;3;1( −−B , )1;1;15( −−C , )3;0;1(D . 

23  )15;1;1( −A , )1;3;5(−B , )2;1;4( −−C , )1;0;3( −−D . 

24  )1;0;3(A , )2;1;4( −B , )1;3;5( −−C , )15;1;1( −−D . 

25  )3;1;1( −A , )2;4;5( −B , )1;1;2( −C , )4;0;15(D . 

26 )5;4;2( −−A , )1;1;0( −B , )2;1;1( −−C , )15;0;4( −−D . 

27 )15;0;4(A , )2;1;1(−B , )5;4;2(−C , )1;1;0( −D . 

28 )4;0;15(A , )1;1;2( −B , )2;4;5( −C , )0;1;1( −D . 

29 )0;1;1( −A , )2;4;5( −−B , )1;1;2( −−C , )4;0;15( −D . 

30  )1;1;2( −A , )4;0;15(B , )2;4;5( −C , )0;1;1( −D . 
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Задание 6  

Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах a  и b , если 

известны длины векторов, разложение векторов a  и b  по векторам ., qp  и qp,∠  – 

угол между векторами ., qp  

Вариант Задание 
1 .6,1,2,2,3 π=∠==−=+= qpqpqpbqpa

 
2 4,2,2,3,2 π=∠==−=+= qpqpqpbqpa

 
3 .2,2,1,3,2 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa

 
4 .65,1,2,2,53 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa

 
5 .43,6,1,22, π=∠==+=−= qpqpqpbqpa

 
6 .3,2,3,23,2 π=∠==−=+= qpqpqpbqpa

 
7 .2,3,2,,22 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa

 
8 .4,1,7,4, π=∠==−=+= qpqpqpbqpa

 
9 ,6,1,2,3,44 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa

 
10 .3,3,2,2, π=∠==−=+= qpqpqpbqpa

 
11 .6,2,1,3,2 π=∠==−=+= qpqpqpbqpa

 
12 4,,1,4,2,3 π=∠==−=+= ppqpqpbqpa

 
13 .2,1,5/1,2,3 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa

 
14 .65,2/1,4,5,23 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa

 
15 .43,3,2,2,2 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa

 
16 .3,3,2,2,3 π=∠==−=+= qpqpqpbqpa

 
17 .2,2,3,3,2 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa

 
18 .4,2,7,,4 π=∠==−=+= qpqрqpbqpa

 
19 .6,2,1,3,4 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa

 
20 .3,2,7,2,4 π=∠==−=+= qpqpqpbqpa
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21 .2,1,10,,23 π=∠==−=+= qpqpqpbqpa
 

22 4,4,5,2,4 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa
 

23 .3,7,6,2,32 π=∠==−=+= qpqpqpbqpa
 

24 
 

25 .4,3,2,2,32 π=∠==−=+=− qpqpqpbqpa
 

26 .6,1,4,3,32 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa
 

27 .3,2,1,3,5 π=∠==−=+= qpqpqpbqpa
 

28 .2,2,2/1,3,27 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa
 

29 .4,4,3,,6 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa
 

30 .6,1,4,23,10 π=∠==−=+= qpqpqpbqpa  
 

Задание 7  

Доказать, что вектора rqp ,,  образуют базис и найти координаты вектора x  в 

новом базисе. 

Вариант Задание 
1 { } { } { } { }4,2,1,1,0,1,2,1,0,9,0,2 −=−=−=−= rqpx . 

2 { } { } { } { }2,1,0,1,1,1,0,3,1,1,12,5 −=−=−=−= rqpx . 

3 { } { } { } { }1,1,1,1,3,0,1,1,3,4,2,0 =−=−== rqpx . 

4 { } { } { } { }1,2,1,3,0,2,1,1,2,5,5,1 −=−−==−= rqpx . 

5 { } { } { } { }1,4,0,1,2,1,1,0,2,3,2,1 −=−==−−= rqpx . 

6 { } { } { } { }1,0,1,3,1,2,0,1,1,1,2,5 =−=−=−−= rqpx . 

7 { } { } { } { }0,1,3,1,0,2,1,1,0,7,5,1 −==−=−= rqpx . 

8 { } { } { } { }4,1,3,1,1,0,2,0,2,4,1,5 −=−=== rqpx . 

9 { } { } { } { }2,0,1,1,0,1,0,1,1,1,1,1 −=−==−= rqpx . 

10 { } { } { } { }1,1,1,1,0,2,1,2,2,4,7,3 ==−=−= rqpx . 

11 { } { } { } { }1,2,1,3,0,2,1,1,4,5,5,9 −=−==−= rqpx . 

.3,4,3,2,3 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa
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12 { } { } { } { }1,4,0,1,3,1,1,0,2,5,5,5 =−=−=−−= rqpx . 

13 { } { } { } { }4,1,2,0,1,0,2,0,1,4,3,3 −===−= rqpx . 

14 { } { } { } { }2,0,1,1,2,1,0,1,3,1,3,3 −=−==−= rqpx . 

15 { } { } { } { }1,1,1,3,0,2,1,2,1,4,7,1 −==−=−−= rqpx . 

16 { } { } { } { }1,1,2,2,3,0,4,1,1,14,5,6 −=−==−= rqpx . 

17 { } { } { } { }4,0,1,3,1,1,0,2,1,7,1,6 =−=−=−= rqpx . 

18 { } { } { } { }1,1,0,2,3,1,5,0,1,0,15,5 −=−=== rqpx . 

19 { } { } { } { }3,0,1,2,1,0,0,1,1,11,1,2 =−==−= rqpx . 

20 { } { } { } { }3,5,2,1,0,1,2,0,1,3,5,11 −=−==−= rqpx . 

21 { } { } { } { }2,1,4,0,1,1,1,0,2,5,0,8 ==== rqpx . 

22 { } { } { } { }1,0,2,1,2,1,3,1,0,8,1,3 −=−=== rqpx . 

23 { } { } { } { }1,1,1,2,0,3,1,2,1,12,1,8 −==−== rqpx . 

24 { } { } { } { }2,1,1,0,2,3,1,4,1,3,8,9 −=−==−−−= rqpx . 

25 { } { } { } { }0,1,4,1,1,3,2,1,0,13,9,5 =−=−=−−= rqpx . 

26 { } { } { } { }0,1,1,1,2,3,1,5,0,6,5,15 −=−==−= rqpx . 

27 { } { } { } { }0,3,1,1,2,0,1,0,1,4,9,8 =−=== rqpx . 

28 { } { } { } { }1,2,4,1,0,1,0,1,2,3,1,3 ==== rqpx . 

29 { } { } { } { }0,1,2,2,1,1,1,3,0,0,7,1 −=−==−= rqpx . 

30 { } { } { } { }1,0,4,1,1,3,1,2,0,9,8,0 =−=−=−= rqpx . 

 

Продемонстрируем решение некоторых заданий 

Задание 1  

Убедитесь, что вектора  1a , 32 , aa  образуют базис.  

Найдите разложение вектора 4a  по базису 1a , 32 , aa , если 

 )0;1;2(1 −=a , )1;1;3(2 −=a , )1;0;2(3 −=a , )1;1;1(4 =a  

Решение.  

)0;1;2(1 −=a , )1;1;3(2 −=a , )1;0;2(3 −=a , )1;1;1(4 =a  
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Составим линейную комбинацию векторов 1a , 32 , aa и найдем числа 

321 ,, ααα . 

0332211 =++ aaa λλλ , 















=

















−
+
















−+















−

0
0
0

1
0
2

1
1

3

0
1
2

321 ααα , 









=−
=−

=++−

.0
,0

,0232

32

21

321

αα
αα

ααα
 По формулам Крамера решим данную систему. 

3322
110

011
232

=++−=
−

−
−

=∆

, 0
1
=∆α , 0

2
=∆α , 0

3
=∆α . 

.0
3
0,0

3
0,0

3
0

321 ====== ααα  Все числа 321 ,, ααα  равны 0, 

следовательно, вектора 1a , 32 , aa  линейно независимые и образуют базис. Найдем 

координаты вектора 4a в базисе  1a , 32 , aa . Разложим вектор 4a  по векторам 1a , 

32 , aa : 3322114 aaaa λλλ ++= , тогда 
















−
+
















−+















−
=

















1
0
2

1
1

3

0
1
2

1
1
1

321 ααα , 









=−
=−
=++−

.1
,1

,1232

32

21

321

αα
αα

ααα
 

3
110
011
232
=

−
−

−
=∆

,

8
111
011
231

1
=

−
−=∆α

,

5
110
011
212

2
=

−

−
=∆α 2

110
111
132

3
=−

−
=∆α

 

,
3
2,

3
5,

3
8

321 === ααα  

Таким образом, ( )3213214 258
3
1

3
2

3
5

3
8 aaaaaaa ++=++= .  

Ответ.  Да. 





=

3
2;

3
5;

3
8

4a . 
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Задание 2  

Найдите скалярное произведение векторов ba ⋅ , а также угол 






 ∧

ba,  

образованный векторами: )4;4;2( −=a  и )6;2;3(−=b . 

Решение.  

)4;4;2( −=a  и )6;2;3(−=b  

По формуле скалярного произведения двух векторов выразим косинус угла 

между двумя векторами a  и b : 
ba
bababababa
⋅
⋅

=









⇒










⋅=⋅

∧∧

,cos,cos . 

Найдем скалярное произведение векторов a  и bи их модули. 

10248646)4(223 =+−−=⋅+−⋅+⋅−=⋅ba ,

6161644)4(2 222 =++=+−+=a , 73649364)3( 2 =++=++−=b , 

 т.е. 
21
5

42
10,cos ==









 ∧

ba , �𝑎�, 𝑏�� � = arccos � 5
21
�. 

Ответ. �𝑎�, 𝑏�� � = arccos � 5
21
�. 

Задание 3  

Найти векторное произведение векторов , . 

Решение.  

, 

Ответ: 𝑎 × 𝑏 = (11,−1,−7). 

Задание 4  

Найдите площадь треугольника, построенного на векторах  и : 

 и . 

Решение. 

  и  

)3;1;2(=a )2;3;1( −=b

kjijikkji
kji

ba 711)49(632
231
312 −−=+−−−+=

−
=×

a b

kjia ++= 23 kjib 2+−=

kjia ++= 23 kjib 2+−=
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Найдем площадь треугольника, используя геометрический смысл векторного 

произведения двух векторов  и : , . 

 Найдем векторное произведение двух векторов   и : 

, . 

. 

. 

Ответ. . 

Задание 5  

Найдите объем параллелепипеда, построенного на векторах ,  и ,  если: 

, . 

Решение. 

 ,  

Объем параллелепипеда, построенного на векторах ,  и , как на ребрах, 

равен модулю смешанного произведения трех векторов ,  и : .  

Найдем смешанное произведение трех векторов : 

. 

Ответ.   

Задание 6 

Даны координаты вершин пирамиды ABCD  , , 

, . Найдите:  

а) длину ребра AB ; б) угол между ребрами AB  и AC ; в) площадь грани ABC ;  

a b )1;2;3(=a ( )2;1;1 −=b

.
2
1 baS ×= a b









−−

=×
11
23

;
12
31

;
21
12

ba ( )5;5;5 −−=× ba

3
2
575

2
1252525

2
1555

2
1

2
1 222 ==++=++=×= baS

( )2

2
35 едS =∆

)(3
2
5 2едSтреуг =

a b c

)3;6;3(),0;2;4( −=−= ba )5;4;1( −=c

)3;6;3(),0;2;4( −=−= ba )5;4;1( −=c

a b c

a b c cbaV =

cba ,,

( ) 144)24(6)58120(6
541
121
012

6
541
363
024

−=−=+−−−=
−

−
−

−=
−

−
−

=cba

( )3144 едcbaV ==

)(144 3едV =

)1;1;2( −A )4;5;5(B

)1;2;3( −C )3;1;4(D
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г) объем пирамиды; д) длину высоты, опущенную на грань ABC . 

Решение.  

, , , ;  

а) Длина ребра |АВ| = 8; 

б) Угол между ребрами AB  и AC : cos(АВ, АС) = 15
8√14

 ; 

 (𝐴𝐵,𝐴𝐶) = arccos ( 15
8√14

). 

в) Найдем площадь грани : . 

Найдем векторное произведение двух векторов  и : 

,

. Найдем длину векторного произведения: 

, т.к. , то  

г) Найдем объем пирамиды. Объем параллелепипеда, построенного на 

векторах ,  и , как на ребрах, равен модулю смешанного произведения трех 

векторов ,  и :   Тогда объем треугольной пирамиды(тетраэдра) равен:  

 , . Найдем координаты векторов: 

, , . 

Найдем смешанное произведение трех векторов , , . 

. 

. 

)1;1;2( −A )4;5;5(B )1;2;3( −C )3;1;4(D

ABC ACABS ×=
2
1

AB AC

kjijikjki
kji

ACAB 39216963912
231
363 ++−=+−−++−=

−
=×

)3;9;21(−=× ACAB

( ) 5313921 222 =++−=× ACAB ACABS ×=
2
1 ( ).531

2
1 2едS =

a b c

a b c cbaV =

cbaVТетраэдра 6
1

= ADACABV ,,
6
1

=

)3;6;3(=AB )2;3;1( −=AC )2;2;2(=AD

AB AC AD

( ) ( ) 182234136
111
231
121

6
222
231
363

,, −=−+−−+=−=−=ADACAB

( )3318
6
118

6
1,,

6
1 едADACABV =⋅=−==
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д) Найдем длину высоты, опущенную на грань ABC . Из школьного курса 

известно, что объем тетраэдра равен: . В основании лежит 

. . 

Ответ. а)8, б)(𝐴𝐵,𝐴𝐶) = arccos ( 15
8√14

),в)
 

,  

г) , д) .  

Задание 7  

Найдите координаты вектора , зная, что вектор  перпендикулярен 

векторам  и  и удовлетворяет условию . 

Решение. 

 , , . 

,  и . 

 

Решим систему линейных уравнений. 

, ,   

, , , , . 

Ответ. . 

Задание 8  

Найти координаты вектора c , коллинеарный вектору a ,  образующий острый 

угол с заданной осью, 50=c , если  )5,7;8;6( −−=a , с осью OZ.  

S
VHHSV 3

3
1

=⇒⋅=

ABC∆ ( )едH
531
18

531
2
1

33
=

⋅
=

( ).531
2
1 2едS =

)(3 3едV = ( )едH
531
18

=

c c

)1;3;2( −=a )3;2;1( −=b ( ) 62 −=+−⋅ kjic

);;( zyxc = )1;3;2( −=a )3;2;1( −=b

032 =−+⇒⊥ zyxac 032 =+−⇒⊥ zyxbc 62 −=+− zyx









−=+−
=−+
=+−

.62
,032
,032

zyx
zyx
zyx

14
112
132
321

−=
−

−
−

=∆ 42
116
130
320
=

−−
−

−
=∆ x

42
162
102
301

−=
−

−=∆ y 42
612
032
021

−=
−−

−
=∆ z 3−=x 3=y 3=z

( )3;3;3−=c
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Решение. 

 );;( zyxc = , )5,7;8;6( −−=a . 

⇒=
−

=
−

=⇒
−

=
−

=⇒ tzyxzyxac
5,7865,786

||








−=
−=

=

.5,7
,8

,6

tz
ty

tx
 

5050 222 =++⇒= zyxc , , 

, 

. 

 , 

, 

. 

Ответ: . 

Задание 9  

Компланарны ли вектора ADACAB ,, , если известны координаты точек 

, , , ? 

Решение. 

, , ,  

Найдем координаты векторов: , , . 

Точки  лежат в одной плоскости, если три вектора  - 

компланарны, а по признаку компланарности трех векторов смешанное 

произведение трех векторов должно быть равно 0, т.е. . 

( ) ( ) ( ) 505,786 222 =−+−+ ttt

50
4

22525614450
4

2256436
222

222 =
++

⇒=++
tttttt

450
2
2550

4
625 2

=⇒=⇒= ttt
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,4

2

1

t
t

)30;32;24(),30;32;24( 21 −=−−=⇒ cc

°>









⇒<−=−=









 ∧∧

90,0
5
3

50
30,cos 11 kckc

)30;32;24(90,0
5
3

50
30,cos 22 −=⇒°<










⇒>==









 ∧∧
ckckc

( )30;32;24−=c

)1;2;1( −A )5;1;0(B )1;2;1(−C )3;1;2(D

)1;2;1( −A )5;1;0(B )1;2;1(−C )3;1;2(D

)6;1;1( −−=AB )2;0;2(−=AC )4;1;1( −=AD

DCBA ,,, ADACAB ,,

( ) 0,, =ADACAB
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. 

Вектора ADACAB ,,  компланарны и точки  лежат в одной 

плоскости. 

Ответ. Вектора ADACAB ,,  компланарны. 

Задание 10  

Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах a  и b , если 

известны длины векторов, разложение векторов a  и b  по векторам ., qp  и qp,∠  – 

угол между векторами ., qp : 

 , , , , .  

Решение.  

 , , , , ;  

Используя геометрический смысл векторного произведения двух векторов 

найдем площадь параллелограмма:  . 

 
. 

 
. 

 
Ответ. . 

 

6 Тема «Многочлены. Набольший общий делитель. Алгоритм 

Евклида. Схема Горнера» 
Задание 1   

( ) 0121282212
411
202
611

,, =−=−−−=
−

−
−−

=ADACAB

DCBA ,,,

qpa 23 += qpb +=2 4=q 3=p
4

3),( π
=

∧
qp

qpa 23 += qpb +=2 4=q 3=p
4

3),( π
=

∧
qp

baS ×=

( ) ( ) =×+×+×+×=+×+=× qqpqqpppqpqpba 2436223

pqpqpqpqqp ×=×+×−=×+×= 4343

[ ]0и0 =×=× qqpp

[ ]pqqp ×−=×

26
2
234),sin( ^ =⋅⋅=⋅⋅=×=×= pqpqpqbaS

)(26 2eдS =
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Найти наибольший общий делитель многочленов ( )xf  и ( )xg . 

Задание 2  

Для многочленов ( )xf  и ( )xg  подобрать многочлены ( )xu  и ( )xv  такие, чтобы 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xdxvxgxuxf =+ , где ( ) ( ) ( )( )xg,xfxd = . 

 

№ ( )xf  ( )xg  

1  67 234 ++−− xxxx  9923 +−− xxx  
2  64272 234 ++++ xxxx  23 23 −−+ xxx  
3  2438132 234 −+−− xxxx  436 23 ++− xxx  
4  153 234 +−−+ xxxx  143 23 +−− xxx  
5  64272 234 ++++ xxxx  436 23 ++− xxx  
6  xxxx 652 234 ++−  81023 +−+ xxx  
7  14564 234 +−+− xxxx  122 23 −+− xxx  
8  30101714 234 +−−− xxxx  31094 23 +−− xxx  
9  281265 234 +−+− xxxx  1223 −+− xxx  
10  14564 234 +−+− xxxx  31094 23 +−− xxx  
11  31111 234 −+++ xxxx  22 23 −+− xxx  
12  19101324 234 +−−+ xxxx  742 23 −−+ xxx  
13  6452 234 ++−− xxxx  424 234 +−−+ xxxx  
14  1181572 234 −−+− xxxx  352 23 −+− xxx  
15  19101324 234 +−−+ xxxx  352 23 −+− xxx  
16  65442 2345 +−+−− xxxxx  635 234 +−−+ xxxx  
17  24743 234 +−−− xxxx  432 23 +++ xxx  
18  6233 2345 −−+++ xxxxx  1282 234 −+++ xxxx  
19  41192 234 −+−− xxxx  372 23 −−+ xxx  
20  1282 234 −+++ xxxx  432 23 +++ xxx  
21  81099 2345 −−−−− xxxxx  6532 23 −−+ xxx  
22  153 234 +−−+ xxxx  143 23 +−+ xxx  
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23  121673 2345 −−−−+ xxxxx  12435 2345 +−−−− xxxxx  
24  4323 234 ++++ xxxx  52 23 +−+ xxx  
25  153 234 +−−+ xxxx  12435 2345 +−−−− xxxxx  
26  324 234 ++−− xxxx  223 +−− xxx  

27  44352 234 −+++ xxxx  252 23 −−+ xxx  

28  48323 234 −+−− xxxx  152 23 ++− xxx  

29  1243 234 +−−+ xxxx  132 23 +−− xxx  

30  64272 234 ++++ xxxx  332 23 ++− xxx  
 

Задание 3  

Дан многочлен ( )xf  и число а. При помощи схемы Горнера: 

1) Разложить многочлен по степеням ax − ; 

2) Найти значение многочлена и всех его производных при ax = ; 

3) ( )
( )5ax

xf

−
 разложить на простейшие дроби; 

4) Из разложения ( )xf  по степеням ax =  получить разложение по степеням x . 

 № ( )xf  а 
1  7367 2345 −++− xxxx  3 
2  132 245 −+−+ xxxx  2 
3  1362 245 +−+− xxxx  -2 
4  xxxxx 325 2345 +−+−  -1 
5  36 2345 −+−+ xxxx  -2 
6  xxxxx −−−+ 2345 43  1 
7  5364 345 +−+− xxxx  -3 
8  332 235 −−+− xxxx  2 
9  223 345 +−+− xxxx  -2 
10  135 235 −+−+ xxxx  3 
11  7367 2345 −++− xxxx  2 
12  132 245 −+−+ xxxx  3 
13  67 234 ++−− xxxx  3 
14  64272 234 ++++ xxxx  2 
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15  2438132 234 −+−− xxxx  -2 
16  153 234 +−−+ xxxx  -1 
17  64272 234 ++++ xxxx  -2 
18  xxxx 652 234 ++−  1 
19  14564 234 +−+− xxxx  -3 
20  30101714 234 +−−− xxxx  2 
21  281265 234 +−+− xxxx  -2 
22  14564 234 +−+− xxxx  3 
23  31111 234 −+++ xxxx  2 
24  19101324 234 +−−+ xxxx  3 
25  6452 234 ++−− xxxx  3 
26  1181572 234 −−+− xxxx  2 
27  19101324 234 +−−+ xxxx  -2 
28  65442 2345 +−+−− xxxxx  -1 
29  24743 234 +−−− xxxx  -2 
30  67 234 ++−− xxxx  1 

 

Продемонстрируем решение некоторых заданий 

Задание 1  

Найти наибольший общий делитель многочленов и представить его в 

линейной форме 𝑓(𝑥) = 2𝑥4 + 3𝑥3 − 3𝑥2 − 5𝑥 + 2, 

𝑔(𝑥) = 2𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥 − 1.  

Решение.  
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 Представим разложение в общем виде:   𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)𝑞1(𝑥) + 𝑟1(𝑥),            (1) 

Где  𝑓(𝑥) = 2𝑥4 + 3𝑥3 − 3𝑥2 − 5𝑥 + 2, 𝑔(𝑥) = 2𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥 − 1, 𝑞1(𝑥) = 𝑥 + 1,  

𝑟1(𝑥) = −3𝑥2 − 3𝑥 + 3.  

Далее  𝑔(𝑥) = 𝑟1(𝑥)𝑞2(𝑥) + 𝑟2(𝑥),                                                                       (2) 

где 𝑞2(𝑥) = −2
3
𝑥 + 1

3
, 𝑟2(𝑥) = 2𝑥 − 2. 

Далее 𝑟1(𝑥) = 𝑟2(𝑥)𝑞3(𝑥) + 𝑟3(𝑥),                                                                        (3) 

где 𝑞3(𝑥) = −3
2
𝑥 − 3, 𝑟3(𝑥) = −3.  

Далее 𝑟2(𝑥) = 𝑟3(𝑥)𝑞4(𝑥) + 𝑟4(𝑥),                                                                         (4) 

где 𝑞4(𝑥) = −2
3
𝑥 + 2

3
, 𝑟4(𝑥) = 0. 
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Так как 𝑟4(𝑥) = 0, то НОД(𝑓(𝑥),𝑔(𝑥))= 𝑟3(𝑥) = −3. 

Из (3) формулы выразим 𝑟3(𝑥), 𝑟3(𝑥) = 𝑟1(𝑥)− 𝑟2(𝑥)𝑞3(𝑥),                              (5)   

Из (2) формулы выразим 𝑟2(𝑥),  𝑟2(𝑥) = 𝑔(𝑥)− 𝑟1(𝑥)𝑞2(𝑥),                             (6)    

Из (1) формулы выразим 𝑟1(𝑥)  𝑟1(𝑥) = 𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥)𝑞1(𝑥)                                (7) 

В (5) формулу подставим (6) и (7) формулы раскроем скобки, представим в 

следующем виде: 

𝑟3(𝑥) = 𝑓(𝑥)�1 + 𝑞2(𝑥)𝑞3(𝑥)� + 𝑔(𝑥)(−𝑞1(𝑥) − 𝑞3(𝑥) − 𝑞1(𝑥)𝑞2(𝑥)𝑞3(𝑥)), где 

𝑢(𝑥)=1 + 𝑞2(𝑥)𝑞3(𝑥),𝑣(𝑥) = −𝑞1(𝑥)− 𝑞3(𝑥)− 𝑞1(𝑥)𝑞2(𝑥)𝑞3(𝑥).                     (8) 

Подставляя в полученную формулу (8) найденные ранее многочлены получим: 

𝑢(𝑥) = 𝑥2 +
3𝑥
2 , 𝑣(𝑥) = −𝑥3 −

5𝑥2

2 + 3. 

Ответ: −3 = �𝑥2 + 3𝑥
2
� 𝑓(𝑥) + �−𝑥3 − 5𝑥2

2
+ 3�𝑔(𝑥). 

 

Задание 2  

Найти значение многочлен f(𝑥) = 𝑥4 + 3𝑥3 − 4𝑥2 + 6𝑥 − 5 и всех его 

производных при  𝑥 = −2 . Разложите  f(𝑥) по степеням (𝑥 + 2). 

Решение.  

Схема Горнера: 

 1 3 -4 6 -5 

-2 1 1 -6 18 -41 

-2 1 -1 -4 26  

-2 1 -3 2   

-2 1 -5    

-2 1     

 

Мы получили значение многочлен f(𝑥) = 𝑥4 + 3𝑥3 − 4𝑥2 + 6𝑥 − 5 и всех его 

производных при  𝑥 = −2 . Тогда разложение  f(𝑥) по степеням (𝑥 + 2) имеет 

вид  −41
(𝑥+2)5

+ 26
(𝑥+2)4

+ 2
(𝑥+2)3

− 5
(𝑥+2)2

+ 1
(𝑥+2)

. 

Ответ. −41
(𝑥+2)5

+ 26
(𝑥+2)4

+ 2
(𝑥+2)3

− 5
(𝑥+2)2

+ 1
(𝑥+2)

. 
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