
Министерство образования и науки 

Российской Федерации 

 

 

Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение  

высшего образования 

«Оренбургский государственный университет» 

 

 

 

 

Кафедра прикладной математики 

 

 

 

 

А. Н. Павленко, О.А. Пихтилькова 
 

 

 

ТИПЫ ИНТЕГРАЛОВ 
 

 

 

 

 

 

 

Рекомендовано к изданию Редакционно-издательским советом 

федерального государственного бюджетного образовательного учреждения 

высшего образования «Оренбургский государственный университет» 

в качестве методических указаний для преподавателей, работающих со студентами 

по программам высшего образования  

 

 

 

 

 

 

Оренбург 

2016 



 2 

УДК 517.3 

ББК 22.161.1 

П 12 

 

 

 

 

 

 

Рецензент – доцент, кандидат физико-математических наук С. А. Герасименко 

 

 

 

 

 

 

Павленко, А. Н. 

П 12       Типы интегралов: методические указания для подготовки опорных 

конспектов / А.Н. Павленко, О.А. Пихтилькова; Оренбургский гос. ун-т. – 

Оренбург: ОГУ, 2016. – 28 с. 

 

Методические указания преподавателям для подготовки опорных 

конспектов «Типы интегралов» и «Простейшие свойства интегралов» по 

дисциплине «Математический анализ» для студентов направлений подготовки 

03.03.02 Физика и 03.03.03 Радиофизика. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

УДК 517.3 

ББК 22.161.1 

 

 

 © Павленко А. Н., Пихтилькова О.А., 2016 

 © ОГУ, 2016 



 3 

Содержание 

Введение ............................................................................................................................... 4 

1 Типы интегралов............................................................................................................... 7 

1.1 Определенный интеграл ............................................................................................... 7 

1.2 Двойной интеграл .......................................................................................................... 9 

1.3 Тройной интеграл ........................................................................................................ 12 

1.4 Криволинейный интеграл первого рода ................................................................... 15 

1.5 Криволинейный интеграл второго рода .................................................................... 17 

1.6 Поверхностный интеграл первого рода .................................................................... 20 

1.7 Поверхностный интеграл второго рода .................................................................... 23 

2 Простейшие свойства интегралов ................................................................................ 26 

Список использованных источников .............................................................................. 27 



 4 

Введение 

Методические указания содержат необходимые материалы, предназначенные 

для изготовления опорных конспектов [1, 2] «Типы интегралов» и «Основные 

свойства интегралов» по дисциплине «Математический анализ» для студентов 

направлений подготовки 03.03.02 Физика и 03.03.03 Радиофизика. Опорные 

конспекты предполагается выполнить в виде плакатов (см. таблицу 1 и рисунок 1). 

Первая строка таблицы (см. таблицу 1) опорного конспекта «Типы 

интегралов» содержит названия указанных подпунктов второго уровня данных 

методических указаний, а вместо обозначений подпунктов третьего уровня 

предполагается поместить их содержимое, приведенное в первом пункте 

методических указаний. 

 

Таблица 1 – Схема для изготовления опорного конспекта «Типы интегралов» 

 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 

Задача, нетребующая для своего решения 

применения интегралов 

1.1.1 1.2.1 1.3.1 1.4.1 1.5.1 1.6.1 1.7.1 

Более сложная задача, для решения которой 

применяется данный интеграл 

1.1.2 1.2.2 1.3.2 1.4.2 1.5.2 1.6.2 1.7.2 

Разбиение геометрической фигуры на части, 

для каждой из которых можно приближенно 

применить решение простой задачи 

1.1.3 1.2.3 1.3.3 1.4.3 1.5.3 1.6.3 1.7.3 

Примерное значение искомой величины 1.1.4 1.2.4 1.3.4 1.4.4 1.5.4 1.6.4 1.7.4 

Величина, характеризующая максимальный 

размер частей, на которые разбита 

геометрическая фигура 

1.1.5 1.2.5 1.3.5 1.4.5 1.5.5 1.6.5 1.7.5 

Точное значение искомой величины 1.1.6 1.2.6 1.3.6 1.4.6 1.5.6 1.6.6 1.7.6 

Определение интеграла 1.1.7 1.2.7 1.3.7 1.4.7 1.5.7 1.6.7 1.7.7 

Вычисление интеграла через ранее введенный 

интеграл 

1.1.8 1.2.8 1.3.8 1.4.8 1.5.8 1.6.8 1.7.8 

Виды величин, вычисляемые с помощью 

данного интеграла 

1.1.9 1.2.9 1.3.9 1.4.9 1.5.9 1.6.9 1.7.9 

 

Опорный конспект «Простейшие свойства интегралов» (см. пункт 2 

методических указаний) приведен на рисунке 1. 
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Рисунок 1 

В данной работе приведено сжатое структурированное изложение основных 

сведений об определенных, двойных и тройных интегралах, криволинейных и 

поверхностных интегралах первого и второго рода, а также их простейшие свойства. 

Несмотря на то, что для физико-математических направлений по данным 

темам математического анализа имеется ряд отлично зарекомендовавших себя 

учебников (например [3-11]), электронных гиперссылочных учебных пособий и 

презентаций, написание данных методических указаний представляется актуальным 

для выполнения следующих требований: 

1) возможность использования опорных конспектов в аудиториях, 

необорудованных мультимедийным оборудованием; 

2) однотипность изложения материала для всех типов интегралов упрощает 

использование студентами данных наглядных пособий; 

3) наличие преимуществ [1, 2] использования в учебном процессе опорных 

конспектов. 
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Следует отметить, что данные методические указания могут быть 

использованы преподавателями математического анализа (высшей математики) и 

других физико-математических и инженерных направлений всех форм обучения. 
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1 Типы интегралов 

1.1 Определенный интеграл 

1.1.1 Задача, нетребующая для своего решения применения интегралов 

 

Найти площадь прямоугольника, изображенного на рис. 1. 

 

 

Рисунок 2 

Ответ: abhS . 

 

1.1.2 Более сложная задача, для решения которой применяется данный 

интеграл 

Найти площадь криволинейной трапеции, изображенной на рис. 2. 

 

 
Рисунок 3 
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1.1.3 Разбиение геометрической фигуры на части, для каждой из которых 

можно приближенно применить решение простой задачи 

 

 

Рисунок 4 

 

1.1.4 Примерное значение искомой величины 

 

1

0

n

i
ii xcfS . 

Здесь iii xxx 1  - длина i-го отрезка разбиения. 

 

1.1.5 Величина, характеризующая максимальный размер частей, на 

которые разбита геометрическая фигура 

i
i

xmax  

 

1.1.6 Точное значение искомой величины 

 

1

0
0

lim
n

i
ii xcfS  

 

1.1.7 Определение интеграла 
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1

0
0

lim
n

i
ii

b

a

xcfdxxf  

 

1.1.8 Вычисление интеграла через ранее введенный интеграл 

- 

 

1.1.9 Виды величин, вычисляемые с помощью данного интеграла 

Некоторые величины, определяемые функцией одной переменной, заданной 

на ориентированном отрезке: 

1) геометрические приложения: площадь плоской фигуры; длина кривой, 

объем тела по площади параллельных сечений, объем тела вращения и т.д.; 

2) приложения в физике: масса, статические моменты, центр тяжести и 

момент инерции криволинейной трапеции; работа переменной силы при 

перемещении материальной точки по прямолинейной траектории, работа при 

газовых процессах с переменным давлением, действующее значение 

периодического тока и т.д. 

 

1.2 Двойной интеграл 

1.2.1 Задача, нетребующая для своего решения применения интегралов 

Найти объем цилиндра, изображенного на рис. 4. 

 

 

Рисунок 5 

Ответ: DShV . 
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1.2.2 Более сложная задача, для решения которой применяется данный 

интеграл 

Найти объем криволинейного цилиндра, изображенного на рис. 5. 

 

 
Рисунок 6 

 

1.2.3 Разбиение геометрической фигуры на части, для каждой из которых 

можно приближенно применить решение простой задачи 

 

 

Рисунок 7 

 

1.2.4 Примерное значение искомой величины 

 

n

i
iii SyxfV

1

,  
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1.2.5 Величина, характеризующая максимальный размер частей, на 

которые разбита геометрическая фигура 

i
i

ddiam max  

 

1.2.6 Точное значение искомой величины 

 

n

i
iii SyxfV

1
0

,lim  

 

1.2.7 Определение интеграла 

 

n

i
iii

D

Syxfdxdyyxf
1

0
,lim),(  

 

1.2.8 Вычисление интеграла через ранее введенный интеграл 

 

 
Рисунок 8 

 
2

1

2

1

,),(

x

x

xy

xyD

dyyxfdxdxdyyxf  

___________________________________________________________________ 
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Рисунок 9 

 
2

1

2

1

,),(

y

y

yx

yxD

dxyxfdydxdyyxf  

 

1.2.9 Виды величин, вычисляемые с помощью данного интеграла 

Некоторые величины, определяемые функцией двух переменных, заданной на 

плоской области: 

1) геометрические приложения: объем криволинейного цилиндра; площадь 

пространственной поверхности т.д.; 

2) приложения в физике: масса, статические моменты, центр тяжести и момент 

инерции пластин и т.д. 

1.3 Тройной интеграл 

1.3.1 Задача, нетребующая для своего решения применения интегралов 

Найти массу тела, имеющего постоянную плотность. 

 

 
Рисунок 10 

Ответ: Vm . 
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1.3.2 Более сложная задача, для решения которой применяется данный 

интеграл 

Найти массу тела переменной плотности. 

 

 

Рисунок 11 

 

1.3.3 Разбиение геометрической фигуры на части, для каждой из которых 

можно приближенно применить решение простой задачи 

 

 

Рисунок 12 

 

1.3.4 Примерное значение искомой величины 
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n

i
iiii Vzyxm

1

,,  

 

1.3.5 Величина, характеризующая максимальный размер частей, на 

которые разбита геометрическая фигура 

i
i

tdiam max  

 

1.3.6 Точное значение искомой величины 

 

n

i
iiii Vzyxm

1
0

,,lim  

 

1.3.7 Определение интеграла 

 

n

i
iiii

T

Vzyxfdxdydzzyxf
1

0
,,lim,,  

 

1.3.8 Вычисление интеграла через ранее введенный интеграл 

 

 
Рисунок 13      Рисунок 14 
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2

1

2

1

2

1

),(

),(

),,(),,(

x

x

yxz

yxz

xy

xyT

dzzyxfdydxdxdydzzyxf  

 

1.3.9 Виды величин, вычисляемые с помощью данного интеграла 

Некоторые величины, определяемые функцией трех переменных, заданной на 

пространственной области. 

Приложения в физике: масса тела, его статические моменты, центр тяжести и 

момент инерции, объемный электростатический потенциал. 

1.4 Криволинейный интеграл первого рода 

1.4.1 Задача, нетребующая для своего решения применения интегралов 

Найти массу кривой, имеющей постоянную линейную плотность. 

 

 
Рисунок 15 

Ответ: Ldm   

 

1.4.2 Более сложная задача, для решения которой применяется данный 

интеграл 

Найти массу кривой с переменной линейной плотностью. 
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Рисунок 16 

 

1.4.3 Разбиение геометрической фигуры на части, для каждой из которых 

можно приближенно применить решение простой задачи 

 

 

Рисунок 17 

 

1.4.4 Примерное значение искомой величины 

 

1

0

,
n

i
iii yxdm   

 

1.4.5 Величина, характеризующая максимальный размер частей, на 

которые разбита геометрическая фигура 

i
i

 max  
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1.4.6 Точное значение искомой величины 

 

1

0
0

,lim
n

i
iii yxdm   

 

1.4.7 Определение интеграла 

 

1

0
0

,lim,
n

i
iii

L

yxfdyxf   

 

1.4.8 Вычисление интеграла через ранее введенный интеграл 

 

).(

),(
:

tyy

txx
L  ( ,t , ) 

dttytxtytxfdyxf

L

22
,),(   

 

1.4.9 Примеры величин, вычисляемые с помощью данного интеграла 

Некоторые величины, определяемые функцией двух (или трех) переменных, 

заданной на плоской (или пространственной) неориентированной кривой. 

Приложения в физике: масса, статические моменты, центр тяжести и момент 

инерции кривых с переменной линейной плотностью. 

 

1.5 Криволинейный интеграл второго рода 

1.5.1 Задача, нетребующая для своего решения применения интегралов 

Найти работу постоянной силы при перемещении материальной точки из 

точки А в точку В (см. рисунок 17). 
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Рисунок 18 

Ответ: SFFSA cos . 

 

1.5.2 Более сложная задача, для решения которой применяется данный 

интеграл 

Найти работу переменной силы при перемещении материальной точки вдоль 

кривой. 

 

 
Рисунок 19 

 

1.5.3 Разбиение геометрической фигуры на части, для каждой из которых 

можно приближенно применить решение простой задачи 
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Рисунок 20 

 

1.5.4 Примерное значение искомой величины 

 

1

0

___

,
n

i
iii ryxFA  

 

1.5.5 Величина, характеризующая максимальный размер частей, на 

которые разбита геометрическая фигура 

i
i

r max  

 

1.5.6 Точное значение искомой величины 

 

1

0

___

0
,lim

n

i
iii ryxFA  

 

1.5.7 Определение интеграла 

 

1

0

___

0
,lim,

n

i
iii

L

ryxFdryxF  

Другое обозначение: 
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L

dyyxQdxyxP ,, , где jyxQiyxPyxF ,,,  

 

1.5.8 Вычисление интеграла через ранее введенный интеграл 

 

).(

),(
:

tyy

txx
L  ( ,t ,  - значение параметра t , отвечающее началу 

кривой.) 

dttytytxQtxtytxPdyyxQdxyxP

L

,,,,  

 

1.5.9 Примеры величин, вычисляемые с помощью данного интеграла 

Некоторые величины, определяемые векторной функцией двух (или трех) 

переменных, заданной на плоской (или пространственной) ориентированной 

кривой: 

1) геометрическое приложение: площадь плоской фигуры; 

2) приложения в физике: работа переменной силы при перемещении 

материальной точки вдоль данной кривой, количество тепла, поглощаемое газом в 

газовом процессе, характеризуемым кривой в координатах P, V; циркуляция вектора 

магнитной индукции. 

 

1.6 Поверхностный интеграл первого рода 

1.6.1 Задача, нетребующая для своего решения применения интегралов 

Найти массу поверхности, имеющей постоянную поверхностную плотность. 

 

 
Рисунок 21 

Ответ: Spm  
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1.6.2 Более сложная задача, для решения которой применяется данный 

интеграл 

Найти массу поверхности с переменной поверхностной плотностью. 

 

 
Рисунок 22 

1.6.3 Разбиение геометрической фигуры на части, для каждой из которых 

можно приближенно применить решение простой задачи 

 

 

Рисунок 23 

1.6.4 Примерное значение искомой величины 

 

n

i
iiii Szyxpm

1

,,  
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1.6.5 Величина, характеризующая максимальный размер частей, на 

которые разбита геометрическая фигура 

i
i

diam max  

 

1.6.6 Точное значение искомой величины 

 

n

i
iiii Szyxpm

1
0

,,lim  

 

1.6.7 Определение интеграла 

 

n

i
iiii SzyxfdSzyxf

1
0

,,lim,,  

 

1.6.8 Вычисление интеграла через ранее введенный интеграл 

 

 
Рисунок 24 

 

dSzyxf ,,
D

yx dxdyyxzyxzyxzyxf
22

,,1,,,  

 

1.6.9 Виды величин, вычисляемые с помощью данного интеграла 

Некоторые величины, определяемые функцией трех переменных, заданной на 

неориентированной поверхности. 
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Физические приложения: масса, статические моменты, центр тяжести и 

момент инерции пространственной поверхности с переменной поверхностной 

плотностью; электростатический потенциал простого слоя. 

 

1.7 Поверхностный интеграл второго рода 

1.7.1 Задача, нетребующая для своего решения применения интегралов 

Найти магнитный поток через плоскую поверхность . 

 

 
Рисунок 25 

Ответ: SBBS cos . 

 

1.7.2 Более сложная задача, для решения которой применяется данный 

интеграл 

Найти магнитный поток для случая переменного вектора магнитной индукции 

через поверхность . 

 

 
Рисунок 26 
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1.7.3 Разбиение геометрической фигуры на части, для каждой из которых 

можно приближенно применить решение простой задачи 

 

 

Рисунок 27 

 

1.7.4 Примерное значение искомой величины 

 

n

i
iiiiiii SzyxnzyxF

1

,,,,  

 

1.7.5 Величина, характеризующая максимальный размер частей, на 

которые разбита геометрическая фигура 

i
i

diam max  

 

1.7.6 Точное значение искомой величины 

 

n

i
iiiiiii SzyxnzyxF

1
0

,,,,lim  

 

1.7.7 Определение интеграла 

 

dSzyxf ,,
n

i
iiiiiii SzyxnzyxF

1
0

,,,,lim  
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Другие обозначения: 

dSnf , ; 

dxdyzyxRdxdzzyxQdydzzyxP ,,,,,, , где 

kzyxRjzyxQizyxPzyxF ,,,,,,,,  

 

1.7.8 Вычисление интеграла через ранее введенный интеграл 

 

 
Рисунок 28 

 

dxdyzyxRdxdzzyxQdydzzyxP ,,,,,,

xy

dxdyyxzyxRyxzyxQyxzyxzyxPyxz yx ,,,,,,,,,,, . 

Знак «+» берется, если угол между вектором n  и положительным 

направлением оси z острый, а если угол тупой, то берется знак «-». 

 

dxdyzyxRdxdzzyxQdydzzyxP ,,,,,,  

yz

dydzzyzyxP ,,,

zx

dxdyzxzyxQ ,,,

xy

dxdyyxzyxR ,,,  

 

1.7.9 Виды величин, вычисляемые с помощью данного интеграла 

Некоторые величины, определяемые векторной функцией трех переменных, 

заданной на ориентированной поверхности. 

Физические приложения: расход жидкости, поток вектора напряженности 

электрического поля, магнитный поток, электростатический потенциал двойного 

слоя. 
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2 Простейшие свойства интегралов 

1. Интеграл суммы (разности) равен сумме (разности) интегралов. 

2. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла. 

3. Пусть область (отрезок, кривая) интегрирования разбита на части. Интеграл 

по всей области (отрезку, кривой) интегрирования равен сумме интегралов по всем 

частям разбиения. 

4. Интеграл по ориентированному множеству меняет знак при изменении 

ориентации множества: 

a

b

b

a

...... ;   
-  

......

LL

   
-  

......  

   

Рисунки 29   Рисунок 30   Рисунок 31 
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