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Ââåäåíèå

Äèñöèïëèíà "Ôóíäàìåíòàëüíàÿ è êîìïüþòåðíàÿ àëãåáðà" ÷èòàåòñÿ äëÿ ñòóäåí-
òîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ïîäãîòîâêè 02.03.01
Ìàòåìàòèêà è êîìïüþòåðíûå íàóêè ñ 2011 ãîäà.

Ïîÿâëåíèå äàííîãî êóðñà ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ïîñëåäíåå âðåìÿ êîìïüþòåð-
íàÿ àëãåáðà - àêòèâíî ðàçâèâàþùàÿñÿ îáëàñòü, ëåæàùàÿ íà ñòûêå ìàòåìàòèêè
è èíôîðìàòèêè. Â îòëè÷èå îò ÷èñëåííîãî àíàëèçà îíà ñîîáùàåò ðåçóëüòàò â âè-
äå àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ. Ñàìî ïîíÿòèå "êîìïüþòåðíàÿ àëãåáðà" ïîÿâè-
ëîñü â ñâÿçè ñ ðàçðàáîòêîé è ïðèìåíåíèåì ñèñòåì àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé,
â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ñëîæíûå àëãîðèòìû. Îíà òðåáóåò íàëè÷èÿ çíàíèé â
ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, è, â ïåðâóþ î÷åðåäü, â îáëàñòè àáñòðàêòíîé
àëãåáðû.

Ïðè ðàçðàáîòêå ïîñîáèÿ ïðåñëåäîâàëèñü öåëè: ïîçíàêîìèòü ñòóäåíòîâ ñ àë-
ãîðèòìàìè, ëåæàùèìè â îñíîâå ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé, êîäàìè, èñïðàâëÿþ-
ùèìè îøèáêè, è ýëåìåíòàìè êðèïòîãðàôèè.

Ðåàëèçàöèÿ ýòèõ öåëåé ïîçâîëèò ñòóäåíòó-áàêàëàâðó:
- ñôîðìèðîâàòü íåîáõîäèìûé òåðìèíîëîãè÷åñêèé çàïàñ, íåîáõîäèìûé äëÿ

ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ ñïåöèàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû ïî ïðî-
ãðàììèðîâàíèþ;

- îâëàäåòü ìåòîäàìè ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ è ïîíÿòü ïðèíöèï ïîñòðî-
åíèÿ ñèñòåì êîìïüþòåðíîé àëãåáðû;

- óìåíüøèòü òðóäîçàòðàòû íà ýëåìåíòàðíûå âû÷èñëåíèÿ;
- ïðèîáðåñòè íàâûêè êîíñòðóèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ;
- ïîíÿòü âàæíîñòü îñíîâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïðè ïîñòðîåíèè ñî-

âðåìåííîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ çíàíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé ëèíåéíîé àëãåáðû.
Ïðè ñîñòàâëåíèè ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ èñïîëüçîâàëèñü èñòî÷íèêè [1], [4], [7] è

äðóãèå.
Ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé, îáó÷àþ-

ùèõñÿ ïî ïðîãðàììå âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ïî íàïðàâëåíèþ
ïîäãîòîâêè 02.03.01 Ìàòåìàòèêà è êîìïüþòåðíûå íàóêè.

5



1 Ãðóïïû

1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî G íà êîòîðîì çàäàíà
àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ “ ∗ “ (ò. å. äëÿ ëþáûõ äâóì ýëåìåíòîâ a, b ∈ G îïðå-
äåëåí ýëåìåíò a ∗ b ∈ G), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

(1) îïåðàöèÿ ∗ - àññîöèàòèâíà, ò. å. äëÿ âñåõ a, b, c ∈ G âûïîëíåíî a ∗ (b ∗
c) = (a ∗ b) ∗ c;

(2) ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò e, òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ
a ∈ G âûïîëíåíî a ∗ e = e ∗ a = a;

(3) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ G ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íûé ýëåìåíò
a′ ∈ G òàêîé, ÷òî a ∗ a′ = a′ ∗ a = e.

Ãðóïïó G c îïåðàöèåé “ ∗ “ îáîçíà÷àþò (G, ∗).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.1.1 Ïóñòü G ñ îïåðàöèåé ∗ � ãðóïïà. Òîãäà
1. Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò â ãðóïïå G òîëüêî îäèí.
2. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ G ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñèììåòðè÷íûé

ýëåìåíò a′ ∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü e1, e2 � íåéòðàëüíûå ýëåìåíòû ãðóïïû G. Òîãäà
e1 ∗ e2 = e1 = e2.

2. Ïóñòü b1, b2 -ñèììåòðè÷íûå äëÿ a ýëåìåíòû. Òîãäà

(b1 ∗ a) ∗ b2 = e ∗ e2 = e2 = b1 ∗ (a ∗ b2) = e1 ∗ e = e1.

Ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ñèììåòðè÷íîãî ýëåìåíòà. �

Îïðåäåëåíèå. Åñëè àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ �·�, òî ãðóï-
ïà íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé, íåéòðàëüíûé ïî óìíîæåíèþ ýëåìåíò
íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé, ñèììåòðè÷íûé ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì è îáî-
çíà÷àåòñÿ a−1.

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïà (G, ∗) íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé èëè àáåëåâîé,
åñëè îïåðàöèÿ ∗ � êîììóòàòèâíà, ò. å. a ∗ b = b ∗ a äëÿ âñåõ a, b ∈ G.

Äëÿ àáåëåâîé ãðóïïû îáû÷íî èñïîëüçóþò àääèòèâíóþ çàïèñü: îïåðàöèÿ îáî-
çíà÷àþò “ + “, íåéòðàëüíûé ýëåìåíò íàçûâàþò íóëåì è îáîçíà÷àþò 0, à îáðàò-
íûé � ïðîòèâîïîëîæíûì è îáîçíà÷àåòñÿ −a.

Ïðèìåð. Àáåëåâûìè ãðóïïàìè ÿâëÿþòñÿ (Z,+), (Q,+), (R,+).
Çäåñü Z, Q, R îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ

è äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ìíîæåñòâî (R, ·) ãðóïïîé íå ÿâëÿåòñÿ, òàê êàê äëÿ ýëåìåíòà 0 íå ñóùåñòâóåò
îáðàòíîãî.
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Îïðåäåëåíèå. ×èñëî ýëåìåíòîâ ãðóïïû (G, ∗) íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ãðóï-
ïû è îáîçíà÷àåòñÿ | G |. Åñëè ÷èñëî ýëåìåíòîâ ãðóïïû êîíå÷íî è ðàâíî n, òî
ïèøóò | G |= n èëè | G |<∞.

Îïðåäåëåíèå. Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâîH ãðóïïû (G, ∗) íàçûâàåòñÿ ïîä-
ãðóïïîé, åñëè îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè “ ∗ “ è (H, ∗) ñàìî ÿâëÿ-
åòñÿ ãðóïïîé.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.1.2 Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî H ãðóïïû (G, ∗) ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. åñëè a, b ∈ H, òî a ∗ b ∈ H;
2. åñëè a ∈ H, òî a−1 ∈ H.

ßñíî, ÷òî ó êàæäîé ãðóïïû (G, ∗) åñòü ïî êðàéíåé ìåðå äâå ïîäãðóïïû � G
è {e}. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû (G, ∗) íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé, åñëè îíà îòëè÷íà
îò G è {e}.

Ïðèìåð. Äëÿ êàæäîãî m ∈ Z ìíîæåñòâî mZ = {mk|k ∈ Z} ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé â (Z,+).

Êîíå÷íóþ ãðóïïó (G, ∗) ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ òàáëèöû, íàçûâàåìîé
òàáëèöåé Êýëè1

g1 g2 . . . gn
g1 g1 ∗ g1 g1 ∗ g2 . . . g1 ∗ gn
g2 g2 ∗ g1 g2 ∗ g2 . . . g2 ∗ gn
. . . . . . . . . . . . . . .
gn gn ∗ g1 gn ∗ g2 . . . gn ∗ gn

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ôóíêöèÿì.

Îïðåäåëåíèå. 1. Ôóíêöèÿ f : A → B îòîáðàæàþùàÿ ìíîæåñòâî A â
ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíîé, åñëè

f(a1) = f(a2) ⇒ a1 = a2, ãäå a1, a2 ∈ A.

2. Ôóíêöèÿ f : A → B îòîáðàæàþùàÿ ìíîæåñòâî A â ìíîæåñòâî B
íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíîé, åñëè Im f = B, ãäå

Im f = {y | y ∈ B & (∃x ∈ A )y = f(x)}−

ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè (îáðàç ìíîæåñòâà A).
3. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíîé, åñëè îíà èíúåêòèâíà è ñþðúåêòèâíà

îäíîâðåìåííî.

1Àðòóð Êýëè � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê (1821-1895).
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Ïðèâåäåì ïðèìåð íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïû, êîòîðàÿ èãðàåò îñîáóþ ðîëü â
òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäñòàíîâêîé íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ
ëþáîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà X íà ñåáÿ.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà X îáîçíà÷èì ÷åðåç S(X).
Åñëè g1, g2 ∈ S(X), òî ìîæíî îïðåäåëèòü èõ ïðîèçâåäåíèå, êîòîðîå îáî-

çíà÷àåòñÿ g1 · g2 èëè g1g2 è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: (g1g2)(x) =
g2(g1(x)). Ëåãêî ïðîâåðèòü, (S(X), ·) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, íàçûâàåìîé ñèììåò-
ðè÷åñêîé ãðóïïîé ìíîæåñòâà X.

Åñëè ìíîæåñòâî X = {1, . . . , n} êîíå÷íî, òî ãðóïïó S(X) íàçûâàþò ñèì-
ìåòðè÷åñêîé ãðóïïîé ïîäñòàíîâîê ñòåïåíè n è îáîçíà÷àþò Sn. Ïîäñòàíîâêè
èç Sn çàïèñûâàþòñÿ îáû÷íî â âèäå òàáëèöû èç äâóõ ñòðîê:

g =

(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
,

ãäå ik � îáðàç ýëåìåíòà k ïðè äåéñòâèè ïîäñòàíîâêè g.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (G1, ∗) è (G2, ◦) � ãðóïïû. Îòîáðàæåíèå
f : G1 → G2 íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï, åñëè f(a ∗ b) = f(a) ◦ f(b)
äëÿ ëþáûõ a, b ∈ G1.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè f � ãîìîìîðôèçì, òî f(eG1
) = eG2

è
f(a−1) = (f(a))−1.

Îïðåäåëåíèå. ßäðîì ãîìîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Kerf = {a ∈ G1 | f(a) = eG2
}.

Îïðåäåëåíèå. Ãîìîìîðôèçì f : G1 → G2 íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì,
åñëè ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíîé.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðîÿñíÿåò îñîáîå ïîëîæåíèå ãðóïïû ïîäñòàíîâîê â òåî-
ðèè ãðóïï.

Òåîðåìà 1.1.3 (Êýëè) Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà G ïîðÿäêà n èçîìîðôíà
íåêîòîðîé ïîäãðóïïå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn.
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Óïðàæíåíèÿ

1. Ïîêàçàòü, ÷òî íåïóñòîå ìíîæåñòâî G ñ àññîöèàòèâíîé àëãåáðàè÷åñêîé îïå-
ðàöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì:

a) (∃e ∈ G)(∀a ∈ G)ae = e;

b) (∀a ∈ G)(∃b ∈ G)ab = e � ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

2. Ïóñòü H � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîäãðóïïà, âñå ýëåìåíòû a êîòîðîé óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèþ a2 = e. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ êîììóòà-
òèâíîé.

3. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî íå÷åòíûõ ÷èñåë N = {mk+1|k ∈ Z} ïîäãðóïïîé
â (Z,+) íå ÿâëÿåòñÿ.

4. Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà â (Z,+) èìååò âèä mZ,m ∈ Z.

5. Ïóñòü K è H � äâå ïîäãðóïïû ãðóïïû (Z,+). Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî
K +H = {k + h | k ∈ K,h ∈ H} ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

6. Ïóñòü a è b � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà, d � èõ íàèáîëüøèé îáùèé äå-
ëèòåëü (òî÷íîå îïðåäåëåíèå ñì. â ðàçäåëå 4.2). Èñïîëüçóÿ ôîðìóëèðîâêè
óïðàæíåíèé 4 è 5, äîêàçàòü óòâåðæäåíèå î ëèíåéíîì ïðåäñòàâëåíèè ÍÎÄ,
ò. å. î ñóùåñòâîâàíèè öåëûõ x è y òàêèõ, ÷òî xa+ yb = d.

7. Äîêàçàòü, ÷òî Imf è Kerf ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè.

8. Äîêàçàòü, ÷òî ãîìîìîðôèçì ãðóïï f : G1 → G2 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì,
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Imf = G2 è
Kerf = {eG1

}.

1.2 Ðàçëîæåíèå ãðóïïû íà ñìåæíûå êëàññû.

Òåîðåìà Ëàãðàíæà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà â G. Ìíîæåñòâà âèäà
gH = {gh | h ∈ H} (ïðè ôèêñèðîâàííîì g ∈ G) íàçûâàþòñÿ ëåâûìè ñìåæíû-
ìè êëàññàìè ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H. Àíàëîãè÷íî, ìíîæåñòâà âèäà Hg =
{hg | h ∈ H} íàçûâàþòñÿ ïðàâûìè ñìåæíûìè êëàññàìè ïî ïîäãðóïïå H.

Çàìåòèì, ÷òî îäíèì èç ñìåæíûõ êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ ñàìà ïîäãðóïïà
H = eH = He.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.1 Ëåâûå ñìåæíûå êëàññû îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

1. Êàæäûé ñìåæíûé êëàññ îïðåäåëÿåòñÿ ëþáûì ñâîèì ýëåìåíòîì, ò. å.
åñëè g′ ∈ gH, òî g′H = gH;
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2. Äâà ñìåæíûõ êëàññà ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò;
3. Îáúåäèíåíèå âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ ðàâíî G;
4. Îòîáðàæåíèå H → gH, ïðè êîòîðîì h→ gh, áèåêòèâíî. Ñëåäîâàòåëü-

íî, âñå ñìåæíûå êëàññû ïî ïîäãðóïïå � ðàâíîìîùíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü g′ ∈ gH ò. å. g′ = gh, h ∈ H. Òîãäà g′H =
ghH ⊆ gH. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê g = g′h−1, òî g ∈ g′H, è, ñëåäîâàòåëüíî,
gH ⊆ g′H. Òàêèì îáðàçîì, g′H = gH.

2. Åñëè ñìåæíûå êëàññû g1H è g2H ïåðåñåêàþòñÿ, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
g ∈ g1H

∩
g2H. Èç 1 ïîëó÷èì, ÷òî g1H = gH = g2H.

3. Òàê êàê g ∈ gH, òî G =
∪

g∈G gH.
4. Îòîáðàæåíèå H → gH ñþðúåêòèâíî ïî îïðåäåëåíèþ ëåâîãî ñìåæíîãî

êëàññà, íî îíî è èíúåêòèâíî, òàê êàê èç òîãî, ÷òî gh1 = gh2, ñëåäóåò, ÷òî
h1 = h2. �

Àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.2 Îòîáðàæåíèå g → g−1 ãðóïïû G íà ñåáÿ çàäàåò áè-
åêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ è ïðà-
âûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ

(gH)−1 = {(gh)−1 | h ∈ H} = {h−1g−1 | h ∈ H} =

= {hg−1 | h ∈ H} = Hg−1.

�

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî (ëåâûõ èëè ïðàâûõ) ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû G ïî
ïîäãðóïïå H íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ïîäãðóïïû H â G è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
(G : H).

Èç ðàçëîæåíèÿ ãðóïïû íà ëåâûå (èëè ïðàâûå) ñìåæíûå êëàññû ïî ïîäãðóïïå
â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.2.1. ïîëó÷àåì:

Òåîðåìà 1.2.1 (òåîðåìà Ëàãðàíæà) 1 Ïîðÿäîê ïîäãðóïïû H êîíå÷íîé
ãðóïïû G äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû è | G |= (G : H) | H |.

Ñëåäñòâèå 1.2.1 Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n. Òîãäà an = e äëÿ
ëþáîãî a ∈ G.

1Æîçåô Ëóè Ëàãðàíæ � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê (1736-1813).
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Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàçàòü ñëåäñòâèå 1.2.1.

2. Íàéòè ÷èñëî ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû (Z,+) ïî ïîäãðóïïå
mZ,m ∈ Z è óêàçàòü èõ ïðåäñòàâèòåëè.

3. Íàéòè ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû ãðóïïû S3 ïî ïîäãðóïïå {e, (1, 2)}, ãäå
÷åðåç e îáîçíà÷åíà òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà (íå ìåíÿåò ýëåìåíòû), à
÷åðåç (1, 2) òðàíñïîçèöèÿ ýëåìåíòîâ 1 è 2 (ïåðåñòàâëÿåò ýëåìåíòû 1 è 2,
à ýëåìåíò 3 íå ìåíÿåò).

1.3 Ôàêòîð-ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé, åñëè ðàç-
áèåíèå G íà ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû ïî ïîäãðóïïå H ñîâïàäàþò, ò.
å. gH = Hg äëÿ ëþáîãî g ∈ G. Îáîçíà÷àåòñÿ: H ▹G.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.1 Äëÿ ïîäãðóïïû H ãðóïïû G ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýê-
âèâàëåíòíû:

1. H ▹G;
2. gHg−1 = H äëÿ ëþáîãî g ∈ G;
3. gHg−1 ⊆ H äëÿ ëþáîãî g ∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1 =⇒ 2 Òàê êàê gH = Hg, òî

gHg−1 = Hgg−1 = H

äëÿ ëþáîãî g ∈ G.
2 =⇒ 3 î÷åâèäíî.
3 =⇒ 1 Òàê êàê gHg−1 ⊆ H, òî gHg−1g ⊆ Hg, ñëåäîâàòåëüíî, gH ⊆ Hg.

Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíÿÿ 3 äëÿ ýëåìåíòà g−1, ïîëó÷èì g−1Hg ⊆ H, îòêóäà Hg ⊆
gH. Òàêèì îáðàçîì, gH = Hg äëÿ âñåõ g ∈ G. �

Åñëè H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ïîñòðîèòü íîâóþ ãðóïïó G/H, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûå êëàññû
(ëåâûå èëè ïðàâûå) ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïåH. Ïðè ýòîì îïåðàöèÿ íà ýëåìåíòàõ
ãðóïïû G/H çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g1H · g2H = g1g2H.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî è íå çàâèñèò îò âûáîðà
ïðåäñòàâèòåëåé ñìåæíûõ êëàññîâ. Åäèíèöåé ãðóïïû G/H ñëóæèò ïîäãðóïïà
H, îáðàòíûì ê ýëåìåíòó gH ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò g−1H.

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïà G/H íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ãðóïïîé ãðóïïû G ïî
íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå H.
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Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå φ : G → G/H, äëÿ êîòîðîãî
φ(g) = gH, ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì ãðóïïûG íà ãðóïïóG/H,
êîòîðûé íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì.

Ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìó î ãîìîìîðôèçìå äëÿ ãðóïï.

Òåîðåìà 1.3.1 Ïóñòü f : G → H � ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ãðóïï,
φ : G → G/Ker f � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì, çàäàííûé ôîðìóëîé φ(a) =
aKer f . Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èçîìîðôèçì ψ : G/Ker f → H òà-
êîé, ÷òî f = ψ ◦ φ.

Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàçàòü, ÷òî â àáåëåâîé ãðóïïå âñÿêàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé.

2. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ïîäãðóïïà èíäåêñà 2 íîðìàëüíà.

3. Äîêàçàòü, ÷òî ÿäðî ãîìîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé.

4. Íàéòè òàáëèöó óìíîæåíèÿ ãðóïïû Z/2Z. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î ãîìîìîð-
ôèçìå ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà Z/2Z èçîìîðôíà ãðóïïå {−1; 1} ïî óìíîæå-
íèþ.

5. Êàêîé ãðóïïå èçîìîðôíà ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà R∗/R+, ãäå R∗ ìíî-
æåñòâî íåíóëåâûõ, R+ � ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë?

6. Êàêîé ãðóïïå èçîìîðôíà ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà R∗/{−1; 1} (ìíîæå-
ñòâî {−1; 1} ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ïî óìíîæåíèþ)?

1.4 Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà, a ∈ G. Îáîçíà÷èì
÷åðåç an, ãäå n ∈ Z � ïðîèçâîëüíîå, ñëåäóþùèé ýëåìåíò ãðóïïû

an =


a · · · a︸ ︷︷ ︸

n

, åñëè n > 0

e, åñëè n = 0

(a−n)−1 , åñëè n < 0

(1)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàöèÿ âîçâåäåíèÿ ýëåìåíòà ãðóïïû â öåëî÷èñëåí-
íóþ ñòåïåíü äëÿ âñåõ a ∈ G, x, y ∈ Z óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

ax+y = axay; (ax)y = axy. (2)

Îïðåäåëåíèå. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé
ñ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì a, åñëè G = {an | n ∈ Z}.
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Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ äåëèìîñòè öåëûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a è b � öåëûå ÷èñëà. Ãîâîðÿò, ÷òî a äåëèòñÿ íà

b, åñëè ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî c òàêîå, ÷òî a = bc. Îáîçíà÷àåòñÿ a
... b. Â

ýòîì ñëó÷àå òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî b äåëèò a. Îáîçíà÷àåòñÿ b | a.

Èçâåñòíî, ÷òî âñå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû ðàâíîé ìîùíîñòè èçîìîðôíû. Äëÿ
êîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.4.1 Ïóñòü G = {e, a, a2, ..., an−1}, an = e � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà
ñ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì a. Ïóñòü m, k ∈ Z � ïðîèçâîëüíûå. Òîãäà

1. am = e⇔ m
... n.

2. Ýëåìåíò ak ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì ãðóïïû G òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà (k, n) = 1.

3. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî d | n ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîäãðóïïà H
ãðóïïû G ïîðÿäêà d. Ïîäãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.

Áîëüøóþ ðîëü â òåîðèè ÷èñåë èãðàåò ôóíêöèÿ Ýéëåðà1.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèåé Ýéëåðà φ(n) íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ
êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íå ïðåâîñõîäÿùèõ n è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ íèì.

Ïóíêò 2 òåîðåìû 1.4.1 ïðîÿñíÿåò êîìáèíàòîðíûé ñìûñë ôóíêöèè Ýéëåðà.

Ñëåäñòâèå 1.4.1 ×èñëî îáðàçóþùèõ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà n ðàâíî
φ(n).

Îäíèì èç ñâîéñòâ ôóíêöèè Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ åå ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü.

Îïðåäåëåíèå. Òåîðåòèêî-÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ φ íàçûâàåòñÿ
ìóëüòèïëèêàòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõm è n òàêèõ, ÷òî (m,n) =
1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî φ(mn) = φ(m)φ(n).

Èç ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ôóíêöèè Ýéëåðà ñëåäóåò ôîðìóëà äëÿ åå âû÷èñ-
ëåíèÿ:

φ(n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·

(
1− 1

pk

)
äëÿ n = pα1

1 p
α2
2 · ··αk

k , (3)

ãäå p1, ..., pk � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, α1, ..., αk � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà ýëåìåíòà ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå. Ïîðÿäêîì ord(a) ýëåìåíòà a ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû
G íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå k òàêîå, ÷òî ak = e. Åñëè òàêîãî k
íåò, òî ïîðÿäîê � áåñêîíå÷íûé.

1Ëåîíàðä Ýéëåð � ùâåéöàðñêèé ìàòåìàòèê (1707-1783).
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Êàæäûé ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà k ïîðîæäàåò öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó ïî-
ðÿäêà k. Åñëè ãðóïïà G � êîíå÷íàÿ, òî ïîðÿäîê ëþáîãî åå ýëåìåíòà � êîíå÷åí è
ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ïîðÿäêà ãðóïïû (ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç òåîðåìû Ëàãðàíæà).

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ ôóíêöèè Ýéëåðà.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.1 Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n èìååò ìåñòî ñî-
îòíîøåíèå ∑

d|n

φ(d) = n, (4)

ãäå d � íàòóðàëüíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó G ïîðÿäêà n.
Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî k, îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ âñåõ öèêëè÷åñêèõ

ïîäãðóïï ãðóïïû G, äâóìÿ ñïîñîáàìè.
Òàê êàê êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì íåêî-

òîðîé öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïû ãðóïïû G èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî k = n.
Èç 3 ïóíêòà òåîðåìû 1.4.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî äåëèòåëÿ

d ÷èñëà n ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîäãðóïïà H ïîðÿäêà d ãðóïïû G. Ïîä-
ãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.4.1, ÷èñëî îáðàçóþùèõ
ïîäãðóïïû H ðàâíî φ(d). Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

k =
∑
d|n

φ(d),

êîòîðîå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ. �

Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàçàòü òåîðåìó 1.4.1.

2. Âû÷èñëèòü φ(120).

3. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

a) φ(p) = p− 1, ãäå p � ïðîñòîå;

b) φ(pα) = pα − pα−1, ãäå p � ïðîñòîå, α � íàòóðàëüíîå;

c) ôîðìóëó (3).

4. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò a êîíå÷íîé ãðóïïû G èìååò êîíå÷íûé
ïîðÿäîê è ïîðîæäàåò öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà ord(a).

5. Ïóñòü G = {e, a, a2, ..., a11}, a12 = e � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 12.
Íàéòè ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ a6, a8, a9 ãðóïïû G è âûïèñàòü ýëåìåíòû ïî-
ðîæäåííûõ èìè öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï.
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6. Äîêàçàòü ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ôóíêöèè Ýéëåðà.

Óêàçàíèå. Ïóñòü G è H ãðóïïû. Ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì G×H ãðóïï G
è H íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ G×H ïî îòíîøåíèþ
ê îïåðàöèè (g1, h1)(g2, h2) = (g1g2, h1h2).

a) Ïîêàçàòü, ÷òî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

b) Ïóñòü G è H � öèêëè÷åñêèå ãðóïïû ïîðÿäêîâ m è n ñîîòâåòñòâåííî,
ãäå (m,n) = 1. Òîãäà:

i. ãðóïïà G×H � öèêëè÷åñêàÿ ïîðÿäêà mn;

ii. O(G×H) = O(G)×O(H), ãäå ôóíêöèÿ O îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî
îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû. Ïîñëåäíåå ðàâåí-
ñòâî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ôóíêöèè
Ýéëåðà.
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2 Êîëüöà è ïîëÿ

2.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ

Îïðåäåëåíèå. Êîëüöîì íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî R, íà êîòî-
ðîì çàäàíû äâå áèíàðíûå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè:
“ + “ � ñëîæåíèå è “ · “ � óìíîæåíèå, òàêèå, ÷òî:

1. (R,+) � àáåëåâà ãðóïïà;
2. îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ àññîöèàòèâíà, òî åñòü äëÿ âñåõ a, b, c ∈ R âûïîë-

íåíî (a · b) · c = a · (b · c);
3. îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ äèñòðèáóòèâíà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, òî åñòü

äëÿ âñåõ a, b, c ∈ R âûïîëíåíî

(a+ b) · c = a · c+ b · c, c · (a+ b) = c · a+ c · b.

Ãîâîðÿò, ÷òî êîëüöî R êîììóòàòèâíî, åñëè äëÿ âñåõ a, b ∈ R âûïîëíåíî
a · b = b · a è ñ åäèíèöåé, åñëè â R ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ïî óìíîæåíèþ
ýëåìåíò 1 ̸= 0.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.1 (ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà êîëüöà) Ïóñòü
R � êîëüöî, ýëåìåíòû a, b ∈ R � ïðîèçâîëüíûå, 0R � íóëü êîëüöà. Òîãäà ñïðà-
âåäëèâû ðàâåíñòâà:

1. 0Ra = a0R = 0R;
2. a(−b) = (−a)b = −ab.

Íåíóëåâîé ýëåìåíò a ∈ R íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, åñëè ñóùåñòâóåò b ̸= 0
òàêîé, ÷òî a · b = 0.

Ïðèìåð. Â êîëüöå êâàäðàòíûõ ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà ýëåìåíò

A =

(
0 1
0 0

)
ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ.

Êîììóòàòèâíîå êîëüöî c åäèíèöåé è áåç äåëèòåëåé íóëÿ íàçûâàåòñÿ îáëà-
ñòüþ öåëîñòíîñòè.

Ýëåìåíò a êîëüöà R ñ åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè äëÿ íåãî ñó-
ùåñòâóåò ýëåìåíò b ∈ R òàêîé, ÷òî a · b = b · a = 1.

Ìíîæåñòâî âñåõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà R ñ åäèíèöåé îáðàçóåò ãðóïïó,
êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ U(R).

Êîëüöî R ñ åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ òåëîì, åñëè âñÿêèé åãî íåíóëåâîé ýëåìåíò
îáðàòèì.

Êîììóòàòèâíîå òåëî íàçûâàåòñÿ ïîëåì.
Ïðèìåð. (Q,+, ·), (R,+, ·) ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü R � êîëüöî, a ∈ A, n � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç na ýëåìåíò êîëüöà ðàâíûé

na =


a+ ...+ a︸ ︷︷ ︸

n

, åñëè n > 0

0, åñëè n = 0
−((−n)a), åñëè n < 0.

(5)

Îïåðàöèÿ (5) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì äèñêðåòíîé ýêñïîíåíòû (1) äëÿ àääèòèâíûõ
ãðóïï.

Òàê æå êàê è îïåðàöèÿ (1), îïåðàöèÿ (5) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì àääèòèâ-
íîé ýêñïîíåíòû:

(x+ y)a = xa+ ya;x(ya) = (xy)a, x(ab) = (xa)b = a(xb), (6)

ãäå a, b ∈ R, x, y ∈ Z � ïðîèçâîëüíûå.

Îïðåäåëåíèå. Õàðàêòåðèñòèêîé char F ïîëÿ F íàçûâàåòñÿ ïîðÿäîê ýëå-
ìåíòà 1 â àääèòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ F , òî åñòü íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå k
òàêîå, ÷òî k · 1 = 0.

Åñëè òàêîãî íàòóðàëüíîãî k íå ñóùåñòâóåò, òî ãîâîðÿò, ÷òî õàðàêòåðè-
ñòèêà ïîëÿ ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè èëè 0.

Íåñëîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.1.1 Åñëè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F êîíå÷íàÿ è ðàâíà p, òî ÷èñëî
p � ïðîñòîå.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ ýëåìåíòîâ
F = {0, 1} è çàäàäèì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ
òàáëèö Êýëè:

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ñ íóëåì 0 è åäèíèöåé 1, char F = 2.
Îíî íàçûâàåòñÿ ïîëåì Ãàëóà è îáîçíà÷àåòñÿ F2.

Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå 2.1.1.

2. Äîêàçàòü ëåììó 2.1.1.

3. Ïóñòü char F = p,a ∈ F � ïðîèçâîëüíûé. Òîãäà pa = 0.
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4. Äîêàçàòü, ÷òî â ïîëå íåò äåëèòåëåé íóëÿ.

5. Ïóñòü char F = p,a ∈ F, a ̸= 0 � ïðîèçâîëüíûé. Òîãäà íàèìåíüøåå íàòó-
ðàëüíîå k òàêîå, ÷òî ka = 0 ðàâíî p.

2.2 Ïîäêîëüöà, èäåàëû è ôàêòîð-êîëüöà

Àíàëîãîì ïîíÿòèÿ ïîäãðóïïû â ãðóïïå ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ïîäêîëüöà â êîëüöå,
à àíàëîãîì íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû � ïîíÿòèå èäåàëà.

Îïðåäåëåíèå. Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî S êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïîäêîëü-
öîì, åñëè îíî ñàìî ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ, çàäàííûõ íà R.

Òàêæå êàê è äëÿ ãðóïï, äëÿ êîëåö ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.1 Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî S êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ïîä-
êîëüöîì, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è âçÿòèÿ ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà, îïðåäåëåííûõ
íà R.

ßñíî, ÷òî Z è Q ÿâëÿþòñÿ ïîäêîëüöàìè â R.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî I êîëüöà R íàçûâàåòñÿ èäåàëîì (îáîçíà-
÷åíèå: I ▹R), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. åñëè a, b ∈ I, òî a± b ∈ I;
2. åñëè a ∈ I, òî ar, ra ∈ I äëÿ ëþáîãî r ∈ R.

Åñëè I � èäåàë êîëüöà R òî íà ôàêòîð-ãðóïïå (R/I,+) ìîæíî çàäàòü óìíî-
æåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a+ I) · (b+ I) = ab+ I.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî (R/I,+, ·) ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-
êîëüöîì êîëüöà R ïî èäåàëó I.

Çàìåòèì äàëåå, ÷òî ñóììà è ïåðåñå÷åíèå èäåàëîâ ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì.

Îïðåäåëåíèå. Èäåàëîì, ïîðîæäåííûì ïîäìíîæåñòâîì S êîëüöà R, íà-
çûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ èäåàëîâ êîëüöà, ñîäåðæàùèõ S (îáîçíà÷åíèå: (S)R).

Îïðåäåëåíèå. Èäåàë I▹R êîëüöà ñ åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì, åñëè
ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ I òàêîé, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò b ∈ I ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå b = ar èëè d = ra äëÿ íåêîòîðîãî r ∈ R, ò. å. I = (a)R.
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Êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ,
åñëè âñå åãî èäåàëû ãëàâíûå.

Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî êîëüöàìè ãëàâíûõ èäåàëîâ ÿâëÿþòñÿ êîëüöî Z è
êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé R[x]. Â òî æå âðåìÿ êîëüöî ìíîãî-
÷ëåíîâ îò äâóõ ïåðåìåííûõ R[x, y] òàêîâûì íå ÿâëÿåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Zm ôàêòîð-êîëüöî Zm = Z/mZ êîëüöà
öåëûõ ÷èñåë Z ïî èäåàëómZ è íàçîâåì åãî êîëüöîì êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
m, ãäå m > 1 � íàòóðàëüíîå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

â = a+mZ, a ∈ Z

ýëåìåíòû êîëüöà Zm.

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f : R → S êîëüöà R â êîëüöî S íàçûâàåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì êîëåö åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1. äëÿ âñåõ a, b ∈ R âûïîëíåíî f(a+ b) = f(a) + f(b);
2. äëÿ âñåõ a, b ∈ R âûïîëíåíî f(ab) = f(a)f(b).
Ãîìîìîðôèçì êîëåö çàäàííûé áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì íàçûâàåòñÿ èçî-

ìîðôèçìîì, à ñàìè êîëüöà � èçîìîðôíûìè.

Îòìåòèì, ÷òî ãîìîìîðôèçì êîëåö f ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àáåëåâûõ
ãðóïï (R,+) è (S,+). Â ÷àñòíîñòè, ïðè ãîìîìîðôèçìå êîëåö íóëü êîëüöà R
ïåðåõîäèò â íóëü êîëüöà S.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f : R → S � ãîìîìîðôèçì êîëåö. Íàçîâåì ÿäðîì
ãîìîìîðôèçìà Ker f ìíîæåñòâî

Ker f = {x | x ∈ R, f(x) = 0}.

Ëåììà 2.2.1 ßäðî ãîìîìîðôèçìà êîëåö ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì.

Ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìó î ãîìîìîðôèçìå äëÿ êîëåö.

Òåîðåìà 2.2.1 Ïóñòü f : R → S � ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì êîëåö,
φ : R → R/Ker f � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì çàäàííûé ôîðìóëîé φ(a) =
a + Ker f . Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èçîìîðôèçì ψ : R/Ker f → S
òàêîé, ÷òî f = ψ ◦ φ.

Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàçàòü ëåììó 2.2.1.

2. Ïîêàçàòü, ÷òî êîëüöî Z6 ñîäåðæèò äåëèòåëè íóëÿ.
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3. Ïîêàçàòü, ÷òî êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ Zm ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà m � ïðîñòîå.

4. Íàéòè îáðàòíûå ýëåìåíòû äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ Z7.

5. Íàéòè ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ 3̂, 5̂ â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ Z7.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ÿäðî ãîìîìîðôèçìà êîëåö ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì.
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3 Àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû

3.1 Àëãåáðû è àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû èçó÷àëè àëãåáðàè÷åñêèå îáúåêòû ñ îäíîé èëè äâó-
ìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì. Âñå
îíè ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè èëè ïðîñòî àëãåáðàìè.

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðîé (óíèâåðñàëüíîé àëãåáðîé èëè àëãåáðàè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, íàäåëåííîå ñèñòåìîé îïåðàöèé. ×òîáû
ïîä÷åðêíóòü, êàêèå îïåðàöèè çàäàíû íà äàííîì ìíîæåñòâå A ïèøóò
A = (A,φ1, . . . , φm). Ìíîæåñòâî îïåðàöèé Σ = {φ1, . . . , φm} íàçûâàåòñÿ ñèã-
íàòóðîé, à âåêòîð àðíîñòè (n1, . . . , nm) � òèïîì àëãåáðû.

Ïðèìåð. Êîëüöî ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé (R,+, ·) ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöè-
ÿìè, ò. å. ñèãíàòóðà Σ = {+, ·}, òèï - (2, 2).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A = (A,φ1, . . . , φm) è B = (B,ψ1, . . . , ψm) � äâå
àëãåáðû îäèíàêîâîãî òèïà. Îòîáðàæåíèå f : A→ B íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèç-
ìîì àëãåáð A è B, åñëè

f(φi(a1, . . . , ani
) = ψi(f(a1), . . . , f(ani

))

äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m.

Ãîìîìîðôèçìû, îáëàäàþùèå äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, èìåþò ñïåöè-
àëüíûå íàçâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, áèåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ èçîìîð-
ôèçìîì. Èçîìîðôíûå àëãåáðû îáëàäàþò îäèíàêîâûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîé-
ñòâàìè è ïîýòîìó àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü ñ òî÷íî-
ñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Èíîãäà êðîìå àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé íà ìíîæåñòâå çàäàíû îòíîøåíèÿ. Â
êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè òàêèå îáúåêòû íàçûâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòå-
ìàìè.

Ïðèìåð. (N,+, ·,≥) � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

Óïðàæíåíèÿ

1. Íàéòè ñèãíàòóðó è òèï ìóëüòèïëèêàòèâíûõ è àääèòèâíûõ ãðóïï. Êàê èç-
ìåíèòñÿ ñèãíàòóðà è òèï, åñëè äîáàâèòü îïåðàöèè âçÿòèÿ ñèììåòðè÷íîãî
è íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòîâ?

2. Ðàññìîòðèì îïåðàöèþ s(x̄, ȳ, z̄) = (x̄× ȳ)× z̄ âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V3.
Êàêîâà àðíîñòü ýòîé îïåðàöèè? Íàéòè òèï àëãåáðû
(V3,+, ·, s).

3. Àëãåáðû ñ îäíîé óíàðíîé îïåðàöèåé íàçûâàþòñÿ óíàðàìè. Ïðèâåñòè ïðè-
ìåðû óíàðîâ.
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3.2 Áóëåâû àëãåáðû

Áóëåâû àëãåáðû âîçíèêëè â òðóäàõ Äæ. Áóëÿ1 êàê àïïàðàò ñèìâîëè÷åñêîé ëî-
ãèêè. Â ïîñëåäóþùåì îíè íàøëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ
ìàòåìàòèêè � â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, òîïîëîãèè, ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå è
äð.

Îïðåäåëåíèå. Áóëåâîé àëãåáðîé B = (B,∨,∧, C) íàçûâàåòñÿ
íåïóñòîå ìíîæåñòâî B ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè ∨,∧, (äèçúþíêöèÿ è
êîíúþíêöèÿ) è îäíîé óíàðíîé îïåðàöèåé C(íå), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëå-
äóþùèì àêñèîìàì äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ B:

1) a ∨ b = b ∨ a, a ∧ b = b ∧ a;
2) a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c, a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c;
3) a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c), a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c);
4) a ∨ (a ∧ b) = a, a ∧ (a ∨ b) = a;
5) a ∨ (b ∧ Cb) = a, a ∧ (b ∨ Cb) = a.

Àêñèîìû 1 íàçûâàþòñÿ çàêîíàìè êîììóòàòèâíîñòè (äèçúþíêöèè è êîíú-
þíêöèè ñîîòâåòñòâåííî); 2 � àññîöèàòèâíîñòè; 3 � äèñòðèáóòèâíîñòè; 4 � çà-
êîíàìè ïîãëîùåíèÿ; 5 � çàêîíàìè êîìáèíàöèè ñ äîïîëíåíèÿìè. Çàìåòèì, ÷òî
ìíîæåñòâî àêñèîì 1�5 íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ∨ íà ∧, ∧ íà ∨. Îòêóäà ñëåäóåò,
òî â òåîðèè áóëåâûõ àëãåáð ñïðàâåäëèâ, òàê íàçûâàåìûé, ïðèíöèï äâîéñòâåí-
íîñòè:

ëþáàÿ òåîðåìà î áóëåâûõ àëãåáðàõ, â ôîðìóëèðîâêå êîòîðîé ó÷àñòâóþò
òîëüêî îïåðàöèè ∨, ∧ è C, îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè â åå ôîðìóëèðîâêå
çàìåíèòü ∨ íà ∧, è íàîáîðîò.

Ïðèìåð. Äâóõýëåìåíòíàÿ áóëåâà àëãåáðà B = ({0, 1},∨,∧, C), â êîòîðîé
0 ∧ 1 = 0, 0 ∨ 1 = 1, C1 = 0, C0 = 1.

Ïðèìåð. Ïóñòü M � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, îáîçíà÷èì ÷åðåç
2M � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
(2M ,∪,∩, C) ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé àëãåáðîé (çäåñü ∪, ∩ è C îáîçíà÷àþò ñîîò-
âåòñòâåííî îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå è âçÿòèå äîïîëíåíèÿ).

Íà áóëåâûõ àëãåáðàõ ââîäèòñÿ îòíîøåíèå ïîðÿäêà

x ≤ y ⇔ x = x ∧ y.

Â àêñèîìàõ áóëåâîé àëãåáðû îòðàæåíà àíàëîãèÿ ìåæäó ïîíÿòèÿìè �ìíîæå-
ñòâà�, �ñîáûòèÿ�, �âûñêàçûâàíèÿ�. Îòíîøåíèå ïîðÿäêà â áóëåâîé àëãåáðå ìîæåò
áûòü (â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà èíòåðïðåòàöèè) èñòîëêîâàíî êàê òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííîå âêëþ÷åíèå, êàê ïðè÷èííîå ñëåäîâàíèå äëÿ ñîáûòèé, êàê ëîãè-
÷åñêîå ñëåäîâàíèå äëÿ âûñêàçûâàíèé è ò.ä.

Îïðåäåëèì íà áóëåâîé àëãåáðå îïåðàöèþ

x∆y = (x ∧ Cy) ∨ (y ∧ Cx),
1Äæîðäæ Áóëü � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê (1815-1864).
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êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþ. Ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèÿì
∆ è ∧ áóëåâà àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.

Ëþáàÿ áóëåâà àëãåáðà ñâîäèòñÿ ê àëãåáðå ïîäìíîæåñòâ (íå îáÿçàòåëüíî âñåõ)
íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 3.2.1 (Ñòîóíà1) Âñÿêàÿ áóëåâà àëãåáðà èçîìîðôíà íåêîòîðîé àë-
ãåáðå ìíîæåñòâ.

Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàçàòü, ÷òî ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèÿì ∆ è ∧ áóëåâà àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ
êîëüöîì.

2. Ðàññìîòðåòü áóëåâó àëãåáðó âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà èç
äâóõ ýëåìåíòîâ. Íàïèñàòü òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.

3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íåèçîìîðôíûõ ÷åòûðåõýëåìåíòíûõ áóëåâûõ àëãåáð ?
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4 Êîëüöî öåëûõ ÷èñåë

4.1 Äåëèìîñòü â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë

Îïðåäåëåíèå. Êîììóòàòèâíîå êîëüöî Z ñ åäèíèöåé, ñîäåðàæàùåå ïîä-
ìíîæåñòâî N ⊆ Z íàçûâàåòñÿ êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1. (N,+, ·, 1) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;
2. äëÿ âñåõ z ∈ Z ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå a, b ∈ N òàêèå, ÷òî z = a− b.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ è,
ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ðàçäåëèòü ñ îñòàòêîì öåëîå ÷èñëî a íà öåëîå ÷èñëî b �
ýòî çíà÷èò íàéòè òàêèå öåëûå ÷èñëà q è r, ÷òî

a = bq + r, 0 ≤ r <| b | . (7)

×èñëà q è r íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íåïîëíûì ÷àñòíûì è îñòàòêîì îò
äåëåíèÿ a íà b.

Òåîðåìà 4.1.1 (î äåëåíèè ñ îñòàòêîì) Åñëè a, b ∈ Z è b ̸= 0, òî a
ìîæíî ðàçäåëèòü íà b ñ îñòàòêîì, ïðè÷åì íåïîëíîå ÷àñòíîå è îñòàòîê îïðå-
äåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

Z = {−n | n ∈ N} ∪ {0} ∪ N}.

Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî ïðîâîäèòü äîêàçàòåëüñòâî
ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ñíà÷àëà äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ÷èñåë q è r, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (1).
Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:
1. a ≥ 0, b > 0. Çàôèêñèðóåì b è ðàññìîòðèì èíäóêöèþ ïî a. Ïðè a = 0

èìååì 0 = b · 0+ 0, ò. å. óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëî-
æåíèþ, óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè a = k, ò. å. ñóùåñòâóåò ïàðà ÷èñåë q1 è
r1 òàêàÿ, ÷òî

k = bq1 + r1, 0 ≤ r1 < b (8)

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè a = k+1 òàêæå ñóùåñòâóåò ïàðà ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ (7). Èç (8) ïîëó÷èì, k+1 = bq1 + (r1 +1). Åñëè r1 +1 < b, òî èñêîìàÿ
ïàðà íàéäåíà, à èìåííî: q = q1, r = r1 + 1. Åñëè æå r1 + 1 = b, òî k + 1 =
bq1 + b = b(q1 + 1) è â ýòîì ñëó÷àå èñêîìîé áóäåò ïàðà ÷èñåë q = q1 + 1, r = 0.

2. b > 0, a < 0. Òîãäà −a > 0 è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïàðà öåëûõ ÷èñåë q′ è r′

òàêàÿ, ÷òî −a = bq′ + r′, ãäå 0 ≤ r′ < b. Ñëåäîâàòåëüíî
a = b(−q′)−r′ = b(−q′−1)+(b−r′), è èñêîìàÿ ïàðà ÷èñåë íàéäåíà: q = −q′−1,
r = b− r′, åñëè r′ > 0 è q = −q′, r = 0, åñëè r′ = 0.
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3. b < 0. Òîãäà b = − | b |. Íàéäåì q1 ≥ 0 è 0 ≤ r′ < b òàêèå, ÷òî
a =| b | q1 + r1 = b(−q1) + r1. Ïðè q = −q1 è r = r1 ïîëó÷àåì: a = bq + r.

Ñóùåñòâîâàíèå ïàðû ÷èñåë, óêàçàííûõ â òåîðåìå, äîêàçàíî.
Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ýòîé ïàðû. Äîïóñòèì, ÷òî a = bq1+r1 è a = bq2+r2.

Òîãäà bq1 + r1 = bq2 + r2, îòêóäà b(q1 − q2) = r2 − r1. Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå
ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëî r2 − r1 íàöåëî äåëèòñÿ íà b, à ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè
r2−r1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, r1 = r2 è b(q1−q2) = 0, ïîýòîìó q1−q2 = 0 è q1 = q2.
�

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïóñòü a, b, c � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà. Äîêàçàòü, ñëåäóþùèå ñâîéñòâà
äåëèìîñòè:.

a) a
... c, b

... c⇒ a± b
... c;

b) a
... c⇒ ab

... c;

c) Åñëè c ̸= 0, òî ac
... bc⇔ a

... b.

2. Äîêàçàòü, ÷òî 350 + 450
... 25.

3. Íàéòè íåïîëíûå ÷àñòíûå è îñòàòêè îò äåëåíèÿ ÷èñåë: 123 íà 37; −123 íà
37; 123 íà −37; −123 íà −37.
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4.2 Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Àëãîðèòì Åâêëèäà

Îïðåäåëåíèå. Öåëîå ÷èñëî d ̸= 0 íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì îáùèì äåëè-
òåëåì ÷èñåë a1, a2,..., an, åñëè âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:

1. d ÿâëÿåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì ÷èñåë a1, a2, ..., an, ò. å.

d | a1, d | a2, ..., d | an;

2. d äåëèòñÿ íà ëþáîé äðóãîé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a1, a2, ..., an.

Ëåììà 4.2.1 Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü íå ðàâíûõ íóëþ îäíîâðåìåííî
÷èñåë a1, a2, ..., an îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d è d1 äâà íàèáîëüøèõ îáùèõ äåëèòåëÿ ÷èñåë
a1, a2, ..., an.

Òîãäà d1 | d è d | d1, îòêóäà ïîëó÷èì, ÷òî

d = d1k1, d1 = dk ⇒ d = dkk1 ⇒ d(1− kk1) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî ïî óñëîâèþ îäíî èç ÷èñåë ai íå ðàâíî íóëþ. Òîãäà d ̸= 0.
Òàê êàê êîëüöî öåëûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè, ïîëó÷èì kk1 =

1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî d = d1, ëèáî d = −d1. �

Çàìå÷àíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ÍÎÄ (a1, a2, ..., an) èëè (a1, a2, ..., an) íåîò-
ðèöàòåëüíûé íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî:
1. åñëè b | a, òî (a, b) = b;
2. åñëè a = bq + r, òî (a, b) = (a, r) = (b, r).
Äëÿ íàõîæäåíèÿ (a, b), ïðè óñëîâèè, ÷òî b ̸= 0, ìîæíî ïðèìåíèòü èçâåñòíûé

àëãîðèòì Åâêëèäà1 , ñóùíîñòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:
Ñíà÷àëà äåëèì ñ îñòàòêîì a íà b : a = bq1+r1, 0 ≤ r1 <| b | . Åñëè r1 = 0, òî

àëãîðèòì îêîí÷åí. Â ýòîì ñëó÷àå b | a, è, î÷åâèäíî, (a, b) =| b |. Åñëè æå r1 ̸= 0,
òî äåëèì ñ îñòàòêîì b íà r1, ïîëó÷èì: b = r1q2+ r2, 0 ≤ r2 < r1. Åñëè r2 = 0, òî
àëãîðèòì îêîí÷åí, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äåëèì ñ îñòàòêîì r1 íà r2 è ò.ä. äî òåõ
ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èì îñòàòîê, ðàâíûé íóëþ. Òàêîé ìîìåíò îáÿçàòåëüíî íàñòó-
ïèò, ïîñêîëüêó ïîëó÷àþùèåñÿ îñòàòêè ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè è
r1 > r2 > . . ..

Â ñëó÷àå, êîãäà r1, r2, . . . , rn îòëè÷íû îò íóëÿ, à rn+1 = 0, ïîëó÷èì ñëåäóþ-
ùóþ ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé:

1Åâêëèä � äðåâíåãðå÷åñêèé ìàòåìàòèê (365 - 300 ëåò äî í.ý.).
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a = bq1 + r1, 0 < r1 <| b |,
b = r1q2 + r2, 0 < r2 < r1,
r1 = r2q3 + r3, 0 < r3 < r2,
..............................................

rn−2 = rn−1qn + rn, 0 < rn < rn − 1,
rn−1 = rnqn+1

(9)

Äâèãàÿñü ïî ñèñòåìå ðàâåíñòâ (9) ñíèçó ââåðõ, ïîëó÷èì

rn = (rn−1, rn) = (rn−2, rn−1) = ... = (b, r1) = (a, b).

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.2.1 Äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë a è b ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
íåîòðèöàòåëüíûé íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (a, b). Ïðè ýòîì, åñëè b | a
èëè a | b, òî ñîîòâåòñòâåííî (a, b) = a èëè (a, b) = b, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
(a, b) ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíèì íåíóëåâûì îñòàòêîì â àëãîðèòìå Åâêëèäà äëÿ
÷èñåë a è b.

Ïîäíèìàÿñü ïî ñèñòåìå ðàâåíñòâ (9) ñíèçó ââåðõ íåòðóäíî ïðåäñòàâèòü íàè-
áîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b â âèäå öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèè ýòèõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 4.2.2 (Ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄ) Åñëè
a, b ∈ Z è d=(a, b), òî ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñëà u, v, ÷òî èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî:

au+ bv = d.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ íåñêîëüêèõ ÷èñåë èñïîëüçóþò ñëåäó-
þùåå ñâîéñòâî (a1, a2, . . . , an) = (a1, (a2, . . . , an)), êîòîðîå ïîðîæäàåò ðåêóðñèâ-
íûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ, ñóùíîñòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. âûáèðàþò äâà ÷èñëà a1, a2 â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (a1, a2, . . . , an) è âû÷èñ-
ëÿþò (a1, a2);

2. çàìåíÿþò ýòè äâà ÷èñëà íà èõ ÍÎÄ è ïîâòîðÿþò àëãîðèòì.

Îïðåäåëåíèå. Öåëûå ÷èñëà a è b íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, åñëè
(a, b) = 1.
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Óïðàæíåíèÿ

1. Ïîêàçàòü, ÷òî öåëûå a è b âçàèìíî ïðîñòû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóþò öåëûå u è v òàêèå, ÷òî au+ bv = 1.

2. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ öåëûõ a, b, c ñïðàâåäëèâî ëîãè÷åñêîå ñëåäñòâèå

ab
... c, (b, c) = 1 ⇒ a

... c.

3. Èñïîëüçóÿ óïðàæíåíèå 1, äîêàçàòü òåîðåìó Åâêëèäà: åñëè äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ öåëûõ a, b, c âûïîëíåíî (a, c) = 1, (b, c) = 1, òî (ab, c) = 1.

4. Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë 273 è 195 è åãî ëèíåéíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå.

4.3 Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå

Îïðåäåëåíèå. Íàèìåíüøèì îáùèì êðàòíûì ÍÎÊ öåëûõ ÷èñåë
a1, a2, . . . , an ïðè n ≥ 2 íàçûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî k, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

1. k ÿâëÿåòñÿ îáùèì êðàòíûì ÷èñåë a1, a2, ..., an, ò. å.

a1 | k, a2 | k, ..., an | k;

2. k äåëèò ëþáîå îáùèå êðàòíîå ÷èñåë a1, a2, ..., an.

Êàê è â ñëó÷àå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ÍÎÊ íåíóëåâûõ ÷èñåë
a1, a2, ..., an îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç ÍÎÊ (a1, a2, ..., an) èëè [a1, a2, ..., an] ïîëîæèòåëüíîå íàèìåíüøåå îáùåå
êðàòíîå.

Ïðåäëîæåíèå 4.3.1 Äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ ÷èñåë a è b ñïðàâåäëèâî ñëåäó-
þùåå ñîîòíîøåíèå:

[a, b] =
| ab |
(a, b)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê [a, b] = [|a|, |b|], òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåð-
æäåíèå äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ a è b. Ïóñòü d = (a, b), òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå
÷èñëà k1, k2, ÷òî a = k1d, b = k2d. Ñëåäîâàòåëüíî,

m =
ab

d
= k1k2d = k2a = k1b

ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì ÷èñåë a è b. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî k1 è
k2 � âçàèìíî ïðîñòû.

Ïóñòü òåïåðü x ∈ Z è a | x è b | x. Òîãäà, ïîëó÷èì

x = ay = dk1y ⇒ dk1y
... b⇒ dk1y

... dk2,
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ãäå y ∈ Z
ÍÎÄ d íåíóëåâûõ öåëûõ ÷èñåë îòëè÷åí îò 0. Èç 3-ãî ñâîéñòâà äåëèìîñòè

ñëåäóåò, ÷òî k1y
... k2.

Òàê êàê k1 è k2 � âçàèìíî ïðîñòû, èç 2-ãî óïðàæíåíèÿ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà

ïîëó÷èì y
... k2 ⇒ y = k2t, t ∈ Z.

Ñëåäîâàòåëüíî, x = dk1k2t⇒ x
... m.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî

m =
| ab |
(a, b)

ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì îáùèì êðàòíûì öåëûõ ÷èñåë a è b. �

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÍÎÊ íåñêîëüêèõ ÷èñåë èñïîëüçóþò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî
[a1, a2, . . . , an] = [a1, [a2, . . . , an]], êîòîðîå ïîðîæäàåò ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì íà-
õîæäåíèÿ ÍÎÊ.

Óïðàæíåíèÿ

1. Íàéòè íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë 273 è 195.

2. Íàéòè íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë 140, 168 è 210.

3. Íàéòè íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë 105, 147 è 315.

4.4 Ïðîñòûå ÷èñëà

Îïðåäåëåíèå. Íàòóðàëüíîå ÷èñëà n > 1 íàçûâàåòñÿ íàçûâàåòñÿ ñî-
ñòàâíûì, åñëè ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå a, b < n òàêèå, ÷òî n = ab. Íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî p > 1 íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòîå ÷èñëî p íå èìååò äðóãèõ íàòóðàëüíûõ äåëè-
òåëåé êðîìå 1 è p.

Ëåììà 4.4.1 Ïóñòü a � öåëîå ÷èñëî, p � ïðîñòîå. Åñëè a ̸ ... p, òî a è p �
âçàèìíî ïðîñòû.

Ëåììà 4.4.2 Ïóñòü a1, ..., ar � öåëûå ÷èñëà, p � ïðîñòîå. Åñëè a1 · · ·ar
... p,

òî îäíî èç ÷èñåë ai(1 ≤ i ≤ r) äåëèòñÿ íà p.

Ëåììà 4.4.1 ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïðîñòîãî ÷èñëà. Ëåììà
4.4.2 äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðàæíåíèÿ 2 èç ðàçäåëà 4.2.

Òåîðåìà 4.4.1 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè) Ëþáîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî n > 1 ëèáî ïðîñòîå, ëèáî èìååò åäèíñòâåííîå, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðå-
ñòàíîâêè ñîìíîæèòåëåé, ïðåäñòàâëåíèå â âèäå n = p1p2...pk, ãäå pi � ïðîñòîå
÷èñëî.

29



Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó n. Òàê êàê
2 - ïðîñòîå ÷èñëî, òî ïðè n = 2 óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî.

Äîïóñòèì, ÷òî îíî âåðíî è äëÿ âñåõ 1 ≤ k < n è äîêàæåì åãî èñòèííîñòü
äëÿ k = n. Åñëè n - ïðîñòîå ÷èñëî, òî äëÿ íåãî óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n - ñîñòàâíîå. Òîãäà îíî äåëèòñÿ íà íåêîòîðîå ÷èñëî a, òàêîå,
÷òî 1 < a < n. Ñëåäîâàòåëüíî, n = a · b, ãäå 1 < b < n. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè êàæäîå èç ÷èñåë a è b ëèáî ïðîñòîå, ëèáî ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå
ïðîñòûõ, ò. å. a = p1p2...pk, b = q1q2...ql, à ñëåäîâàòåëüíî, n = a · b =
p1p2...pkq1q2...ql

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ñîñòàâíîãî ÷èñëà n â âèäå ïðîèçâå-
äåíèÿ ïðîñòûõ. Ïóñòü

n = p1p2...pk = q1q2...ql.

Òàê êàê p1 | n, òî p1 | qi äëÿ íåêîòîðîãî i = 1, ..., l, ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé
íóìåðàöèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p1 | q1, à òàê êàê q1 - ïðîñòîå, òî p1 = q1.

Ïîëó÷èì, ÷òî
n/p1 = p2...pk = q2...ql.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ýòè ðàçëîæåíèÿ ñîâïàäàþò, à çíà÷èò ñîâïàäà-
þò è èñõîäíûå. �

Ñëåäñòâèå 4.4.1 Ëþáîå öåëîå ÷èñëî z ìîæíî ïðåäñòàâèòü åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì â âèäå

z = εpα1
1 p

α2
2 · · · pαk

k ,

ãäå ε = ±1, pi (i = 1, ..., k) � ïðîñòûå ÷èñëà, ïðè÷åì p1 < p2 < ... < pn, αi ∈ N
.

Îïðåäåëåíèå. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà z íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì
ðàçëîæåíèåì.

Â ñâÿçè ñ áîëüøîé ðîëüþ, êîòîðóþ èãðàþò ïðîñòûå ÷èñëà â àðèôìåòèêè,
ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë ïðèâëåêàëî ê ñåáå âíèìàíèå ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ.
Èçó÷åíèåì åãî ñâîéñòâ çàíèìàëèñü Åâêëèä, Ï. Ôåðìà1, Ë. Ýéëåð, À.Ì. Ëå-
æàíäð2, Ï.Ë. ×åáûøåâ3, È.Ì. Âèíîãðàäîâ4 è äð. Îñîáåííî ìíîãî èññëåäîâàíèé
áûëî ïðîâåäåíî îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèåì ïðîñòûõ ÷èñåë â íàòóðàëüíîì
ðÿäó. Èç èìåþùèõñÿ òàáëèö óñìàòðèâàëîñü, ÷òî ïðîñòûå ÷èñëà ðàñïðåäåëåíû
âåñüìà íåðàâíîìåðíî, òàê: â ïåðâîé ñîòíå èõ 25, âî âòîðîé � 21, â ñîðîê äå-
âÿòîé � 8, â ïÿòèäåñÿòîé � 15. Ïðè óäàëåíèè ïî íàòóðàëüíîìó ðÿäó â ñòîðîíó
âîçðàñòàíèÿ ÷èñåë ïîÿâëÿþòñÿ âñå áîëåå äëèííûå ïðîìåæóòêè, íå ñîäåðæàùèå
ïðîñòûõ ÷èñåë.

1Ïüåð Ôåðìà � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê (1601-1665).
2À.Ì. Ëåæàíäð � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê (1752-1833).
3Ï.Ë. ×åáûøåâ � ðóññêèé ìàòåìàòèê (1821-1894).
4È.Ì. Âèíîãðàäîâ � ðóññêèé ìàòåìàòèê (1891 -1983).
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Êàêîãî áû íè áûëî íàòóðàëüíîå n, ìîæíî íàéòè n ñîñòàâíûõ ÷èñåë íåïî-
ñðåäñòâåííî ñëåäóþùèå äðóã çà äðóãîì, íàïðèìåð

(n+ 1)! + 2, (n+ 1)! + 3, . . . , (n+ 1)! + (n+ 1).

Òåîðåìà 4.4.2 (Åâêëèä) Ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë êîíå÷íî.
Âûïèøåì èõ âñå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ

2, 3, 5, ...ps.

Ðàññìîòðèì ÷èñëî N = 2 ·3 ·5 · ... ·ps+1. ßñíî, ÷òî îíî íå äåëèòñÿ íè íà îäíî èç
÷èñåë 2, 3, 5, ...ps, òî åñòü íå íà îäíî ïðîñòîå ÷èñëî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îñíîâíîé
òåîðåìå àðèôìåòèêè. �

Ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ x îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç π(x).
Èç òåîðåìû Åâêëèäà ñëåäóåò, ÷òî

lim
x→∞

π(x) = ∞.

Â 1896 ãîäó îäíîâðåìåííî Æ. Àäàìàðîì1 è Â. Ïóññåíîì 2 áûëî äîêàçàíî
àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî π(x) ∼ x/ ln x.

Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàçàòü, ëåììû 4.4.1 è 4.4.1.

2. Ïóñòü p ≥ 5 � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïîêàçàòü, ÷òî òîãäà p èìååò âèä p = 6k + 1
èëè 6k + 5, ãäå k � öåëîå.

3. Ïóñòü p ≥ 5 � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïîêàçàòü, ÷òî òîãäà p2 − 1
... 24.

4. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 4k+ 3 è 6k+ 5, ãäå k � íàòóðàëüíîå, �
áåñêîíå÷íî ìíîãî.

1Æ. Àäàìàð � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê (1865-1963).
2Â. Ïóññåí � áåëüãèéñêèé ìàòåìàòèê (1866-1962).
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5 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

5.1 Îïðåäåëåíèå ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Îïðåäåëåíèå. Ïîëå C, ñîäåðæàùåå ïîäïîëå R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è
ýëåìåíò i, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

1. i2 = −1;
2. äëÿ ëþáîãî z ∈ C ñóùåñòâóþò a è b ∈ R òàêèå, ÷òî z = a+ bi, íàçûâà-

åòñÿ ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Ýëåìåíò i íàçûâàåòñÿ �ìíèìîé åäèíèöåé�.

Íåñëîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 5.1.1 Ïóñòü C � ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, i � ìíèìàÿ åäèíèöà.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî z ∈ C ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå a è b ∈ R òàêèå, ÷òî
z = a+ bi.

Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ Re z, b = Im z íàçûâàåòñÿ ìíèìîé ÷àñòüþ ÷èñëà
z.

Òàê æå êàê è äëÿ âñåõ ÷èñëîâûõ ñèñòåì, äëÿ ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìîæíî
äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.1.1 1. Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò.
2. Ëþáûå äâà ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èçîìîðôíû.

Îïðåäåëåíèå. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî a − bi íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûì ê
÷èñëó z = a+ bi è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç z.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 è z2 èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà:

1. z1;

2. z1 + z2 = z1 + z2;

3. z1z2 = z1 · z2;

4. åñëè z2 ̸= 0, òî
(z1)

(z2)
=

(
z1
z2

)
.
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Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàçàòü, ëåììó 5.1.1.

2. Äîêàçàòü ñâîéñòâà îïåðàöèè êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ 1-4.

3. Âû÷èñëèòü (1+i)8−1
(1−i)8+1 .

4. Âû÷èñëèòü (1+2i)3+(1−2i)3

(2−i)2−(2+i)2 .

5. Âû÷èñëèòü (−1 +
√
3i)10.

6. Ðåøèòü óðàâíåíèå z2 = 3− 4i.

5.2 Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Íàðÿäó ñ àëãåáðàè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
z = a + bi â ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ïðåäñòàâëåíèå
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå. Äëÿ îïðå-
äåëåíèå òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ââåäåì ñíà÷àëà ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Âûáåðåì íà ïëîñêîñòè ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy è èçîáðàçèì
êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = a+ bi òî÷êîé ïëîñêîñòè Oxy ñ êîîðäèíàòàìè (a, b).

6

-������*q M
Re

Im

O
φ

a

b pppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppp

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîìïëåêñíûìè
÷èñëàìè è òî÷êàìè êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy. Ïëîñêîñòü, òî÷êè êîòîðîé
îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé ïëîñêî-
ñòüþ. Îñü àáñöèññ ýòîé ïëîñêîñòüþ íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé îñüþ, à îñü
îðäèíàò � ìíèìîé îñüþ.

Ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò O äî òî÷êè M(a, b), èçîáðàæàþùåé êîì-
ïëåêñíîå ÷èñëî z = a + bi íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ |z|.
Óãîë îáðàçîâàííûé âåêòîðîì

−−→
OM ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox íà-

çûâàåòñÿ àðãóìåíòîì ÷èñëà z ̸= 0 è îáîçíà÷àåòñÿ arg(z). Äëÿ z = 0 àðãó-
ìåíò íå îïðåäåëÿåòñÿ. Àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâó 0 ≤ arg(z) < 2π.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

r = |z| =
√
a2 + b2, (10)
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à àðãóìåíò φ = arg(z) íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèé:

φ =

 arccos
(

a√
a2+b2

)
, b ≥ 0, a2 + b2 ̸= 0,

2π − arccos
(

a√
a2+b2

)
, b < 0.

(11)

è
z = r(cosφ+ i sinφ) (12)

Çàïèñü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a+ bi â âèäå (12) íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîé ôîðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z

Â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ïðîùå, ÷åì â àëãåáðàè-
÷åñêîé, îñóùåñòâëÿòü óìíîæåíèå, äåëåíèå, âîçâåäåíèå â ñòåïåíü è èçâëå÷åíèå
êîðíåé.

Ïðåäëîæåíèå 5.2.1 Äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
z1 = r1(cosφ1 + i sinφ1), z2 = r2(cosφ2 + i sinφ2) è öåëîãî m ñïðàâåäëèâû ñëå-
äóþùèå ðàâåíñòâà:

z1z2 = r1r2(cos(φ1 + φ2) + i sin(φ1 + φ2)); (13)

åñëè z1 ̸= 0, òî zm1 = rm1 (cosmφ1 + i sinmφ1); (14)

åñëè z2 ̸= 0, òî
z1
z2

=
r1
r2
(cos(φ1 − φ2) + i sin(φ1 − φ2)). (15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâà (13) è (15) ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, à
(14) ÿâëÿåòñÿ èõ ñëåäñòâèåì. �

Ðàâåíñòâî (14) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ìóàâðà â ÷åñòü À. äå Ìóàâðà1. Èì
æå áûëà âûâåäåíà è ôîðìóëà èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ n-îé ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî
÷èñëà z = r(cosφ+ i sinφ).

Òåîðåìà 5.2.1 Äëÿ ëþáîãî n ∈ N óðàâíåíèå

zn = c, c = r(cosφ+ i sinφ),

ãäå c ̸= 0, èìååò ðîâíî n ðàçëè÷íûõ êîðíåé, ðàñïîëîæåííûõ â âåðøèíàõ ïðà-
âèëüíîãî n-óãîëüíèêà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïî
ôîðìóëå:

zk =
n
√
r(cos

φ+ 2πk

n
+ i sin

φ+ 2πk

n
), k = 0, 1, ..., n− 1 (16)

1À. äå Ìóàâð � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê (1667-1754).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z = ϱ(cosψ + i sinψ) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
n-îé ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà c, ò. å. zn = c. Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîð-
ìóëîé Ìóàâðà (10), ïîëó÷èì:

ϱn(cosnψ + i sinnψ) = r(cosφ+ i sinφ).

Ñëåäîâàòåëüíî,
ϱn = r, nψ = φ+ 2πk,

äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà k èëè

ϱ = n
√
r, ψ =

φ+ 2πk

n
.

ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ Z

zk =
n
√
r

(
cos

φ+ 2πk

n
+ i sin

φ+ 2πk

n

)
(17)

ÿâëÿåòñÿ êîðíåì n-îé ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà c. Âûÿñíèì, ñêîëüêî ñðåäè
íèõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë.

Ïî òåîðåìå î äåëåíèè öåëûõ ÷èñåë ñ îñòàòêîì ëþáîå ÷èñëî
k ∈ Z ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå k = nq + r, ãäå r ∈ {0, 1, ..., n − 1}. Òàê
êàê znq+r = zr, òî ñðåäè ÷èñåë (17) áóäåò n ðàçëè÷íûõ ïðè k = 0, 1, ..., n− 1. �

Ñëåäñòâèå 5.2.1 Êîðíè n-îé ñòåïåíè èç 1 âûðàæàþòñÿ ôîðìóëîé

εk = cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n
, k = 0, 1, ..., n− 1 (18)

Îíè ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, âïèñàííîãî â îêðóæ-
íîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñà 1.

Çàìå÷àíèå. Â ñèëó çíàìåíèòîé ôîðìóëû Ýéëåðà

eiφ = cosφ+ i sinφ (19)

ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ïðåäñòàâëåííîå â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå, ìîæíî
òàêæå ïðåäñòàâèòü òàêæå â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z = reiφ. (20)
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Óïðàæíåíèÿ

1. Ïðåäñòàâèòü â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå êîìïëåêñíûå ÷èñëà: à) 1−
√
3i;

á) −
√
3 + i;â) 1− i;à) −1−

√
3i.

2. Íàéäèòå àðãóìåíòû ñëåäóþùèõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:
à) cosπ6 − i sin π

6 ; á) −cos
π
3 + i sin π

3 ; â) sin
π
3 + i cos π

3 .

3. Âîçâåäèòå â ñòåïåíü: à)
(

4√
3+i

)13

; á)
(√

3
2 − 1

2i
)100

;

â)
(
− 1√

2
+ 1√

2
i
)99

.

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå z4 = −1+i
1−i

√
3
.

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå z6 = −
√
3+i

−2−2i .

6. Ðåøèòå óðàâíåíèå z8 = −1+i
√
3

1+i
√
3
.
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6 Êîëüöà è ïîëÿ âû÷åòîâ

6.1 Ñðàâíåíèå öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ

Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî m ∈ N

Îïðåäåëåíèå. Äâà öåëûõ ÷èñëà a, b íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè ïî ìîäóëþ
m, åñëè îíè ïðè äåëåíèè íà m äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè.

Êðàòêî çàïèñûâàþò a ≡ b (mod m), è íàçûâàþò ýòî ñîîòíîøåíèå ñðàâ-
íåíèåì.

Òåîðåìà 6.1.1 (Kðèòåðèé ñðàâíèìîñòè) Äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë a, b

a ≡ b (mod m) ⇐⇒ m | (a− b)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü a ≡ b (mod m), òîãäà a = m a1+r
è b = m b1 + r. Íàéäåì èõ ðàçíîñòü: a − b = m (a1 − b1). Ñëåäîâàòåëüíî,
m | (a− b).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü m | (a − b) è a = m a1 + r1, b = m b1 + r2 è
0 ≤ r2 ≤ r1 < m , òîãäà a − b = m (a1 − b1) + (r1 − r2). Íî ïî óñëîâèþ
m | (a− b), ñëåäîâàòåëüíî, r1 = r2. �

Íàïîìíèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå. Îòíîøåíèå ∼, îïðåäåëåííîå íà ìíîæåñòâå M , íàçûâà-
åòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè îíî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

1. ðåôëåêñèâíî, òî åñòü äëÿ âñåõ a ∈M âûïîëíåíî a ∼ a;
2. ñèììåòðè÷íî, òî åñòü èç òîãî, ÷òî a ∼ b ñëåäóåò, ÷òî b ∼ a;
3. òðàíçèòèâíî, òî åñòü åñëè a ∼ b è b ∼ c, òî òîãäà è b ∼ c.

Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ ïîçâîëÿåò ðàçáèòü âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà
M íà íå ïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû òàê, ÷òîáû ýëåìåíòû, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó
êëàññó íàõîäèëèñü â äàííîì îòíîøåíèè ∼, à ýëåìåíòû èç äâóõ ðàçíûõ êëàññîâ
íåò.

Òåîðåìà 6.1.2 1. Îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ m ÿâ-
ëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà Z.

2. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë a, b, c, d ∈ Z

a ≡ b (mod m), c ≡ d (mod m) =⇒ a ∗ c ≡ b ∗ d (mod m),

ãäå * � ëþáàÿ èç îïåðàöèé +,−, · (ò. å. ñðàâíåíèÿ ìîæíî ïî÷ëåííî ñêëà-
äûâàòü, âû÷èòàòü è ïåðåìíîæàòü)
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3. Åñëè d � îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a, b, m, òî

a ≡ b (mod m) ⇐⇒ a/d ≡ b/d(mod m/d),

4. Åñëè d � îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a, b è (d,m) = 1, òî

a ≡ b (mod m) ⇐⇒ a/d ≡ b/d (mod m),

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ.
2�4. Ëåãêî äîêàçàòü, ïðèìåíÿÿ êðèòåðèé ñðàâíèìîñòè.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äîêàæåì 3. Òàê êàê d ÿâëÿåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì ÷èñåë

a, b, m, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà a1, b1, m1, ÷òî: a = a1d, b = b1d,m = m1d.
Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî

m | (a− b) ⇐⇒ m1 | (a1 − b1)d⇐⇒ m1 | (a1 − b1).

Ñëåäñòâèå 6.1.1 Äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë a, b, c ∈ Z è íàòóðàëüíîãî k

a ≡ b (mod m) =⇒ a ∗ c ≡ b ∗ c (mod m), ak ≡ bk (mod m)

ãäå * � ëþáàÿ èç îïåðàöèé +,−, ·.

Óïðàæíåíèÿ

1. Íàéäèòå îñòàòîê ïðè äåëåíèè 15231 íà 14.

2. Íàéäèòå îñòàòîê ïðè äåëåíèè 15231 íà 16.

3. Íàéäèòå îñòàòîê ïðè äåëåíèè 121231 + 144234 íà 13.

4. Íàéäèòå îñòàòîê ïðè äåëåíèè 208208 íà 23.

5. Íàéäèòå äâå ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëà 2341.

6. Íàéäèòå äâå ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëà 289289.

6.2 Êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ

Òàê êàê îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè ïî ìîäóëþ m ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâà-
ëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë Z, òî Z ðàçáèâàåòñÿ íà íå ïåðåñåêàþùèåñÿ
êëàññû ÷èñåë, ñðàâíèìûõ ïî ìîäóëþ m.

Îïðåäåëåíèå. Êëàññ âñåõ öåëûõ ÷èñåë, ñðàâíèìûõ ñ ÷èñëîì a ïî ìîäóëþ
m, íàçûâàåòñÿ êëàññîì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m è îáîçíà÷àåòñÿ [a]m èëè �a.
Ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m áóäåì îáîçíà÷àòü Zm.
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Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî [a]m = [b]m â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè
a ≡ b (mod m).

Òàê êàê êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ öåëûõ ÷èñåë íà m ðàâíî
m: 0, 1, 2, ...,m− 1, òî è è ÷èñëî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m ðàâíî m, è

Zm = {[0]m, [1]m, ..., [m− 1]m}.
Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå Zm îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:
[a]m + [b]m = [a+ b]m;

[a]m · [b]m = [a · b]m.
Èç òåîðåìû 6.1.2 ñëåäóåò, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâè-
òåëåé â êàæäîì èç êëàññîâ.

Òåîðåìà 6.2.1 Ìíîæåñòâî Zm âñåõ êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m ñ îïðå-
äåëåííûìè âûøå îïåðàöèÿìè ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé.

Êîëüöî Zm íàçûâàåòñÿ êîëüöîì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.
Çàìåòèì, ÷òî Zm = Z/mZ, ãäå mZ = {mz | z ∈ Z} � èäåàë â Z, ïîðîæäåí-

íûé ýëåìåíòîì m.

Òåîðåìà 6.2.2 Â êîëüöå Zm êàæäûé ýëåìåíò [a]m ̸= [0]m èëè îáðàòèì,
èëè äåëèòåëü íóëÿ, ïðè÷åì:

1. [a]m - îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà (a,m) = 1;
2. [a]m - äåëèòåëü íóëÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà (a,m) ≠ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü (a,m) = 1, òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà u è v, ÷òî
1 = au + mv (òåîðåìà 4.2.2). Îòñþäà au ≡ 1(mod m), òî åñòü
[a]m · [u]m = [1]m. Ñëåäîâàòåëüíî, [a]m - îáðàòèì è [a]−1

m = [u]m.
2. Ïóñòü (a,m) = d > 1. Òîãäà a = da1, ãäå a1 ∈ Z è

[a]m ·
[m
d

]
m
=

[
a
m

d

]
m
= [a1m]m = [0]m.

Òàê êàê [a]m ̸= [0]m ïî óñëîâèþ,
[
m
d

]
m
̸= [0]m â ñèëó íåðàâåíñòâà d > 1, òî

[a]m - äåëèòåëü íóëÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòîâ 1 è 2 â îáðàòíóþ ñòîðîíó ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòå-

ëþ. �

Ñëåäñòâèå 6.2.1 Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî êîëüöî Zp âû÷åòîâ ïî ìîäó-
ëþ p ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Ïîëå Zp íàçûâàåòñÿ ïîëåì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p.
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Ñëåäñòâèå 6.2.2 Ïîðÿäîê ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû êîëüöà Zm ðàâåí
φ(m).

Èç ñëåäñòâèÿ 1.2.1 ê òåîðåìå Ëàãðàíæà ïîëó÷èì îäíî èç çàìå÷àòåëüíûõ
ñâîéñòâ ôóíêöèè Ýéëåðà.

Òåîðåìà 6.2.3 (Ýéëåðà) Åñëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è m âçàèìíî ïðî-
ñòû, òî aφ(m) ≡ 1(mod m).

Ñëåäñòâèå 6.2.3 (ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà) Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, è a ∈
Z èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñðàâíåíèÿ:

a) ap−1 ≡ 1(mod p) ïðè a ̸ ...p,
b) ap ≡ a(mod p) ïðè ëþáîì a.

Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàçàòü òåîðåìó 6.2.3.

2. Ïåðå÷èñëèòü îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà Z30.

3. Ïóñòü p � ïðîñòîå. Íàéòè õàðàêòåðèñòèêó ïîëÿ Zp.
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7 Ýëåìåíòû òåîðèè ìíîãî÷ëåíîâ

7.1 Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì ñ åäèíèöåé

Ïóñòü R - êîëüöî ñ åäèíèöåé.

Îïðåäåëåíèå. Âûðàæåíèå

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0 =
n∑

i=0

aix
i

ãäå ai ∈ R, íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò x íàä êîëüöîì R. Ýëåìåíòû ai íàçû-
âàþòñÿ åãî êîýôôèöèåíòàìè, a0 � ñâîáîäíûì ÷ëåíîì.

Îïðåäåëåíèå. Ñòåïåíüþ deg f(x) ìíîãî÷ëåíà f(x) íàçûâàåòñÿ íàèáîëü-
øåå íàòóðàëüíîå n, äëÿ êîòîðîãî an ̸= 0; ïðè ýòîì an íàçûâàåòñÿ ñòàð-
øèì êîýôôèöèåíòîì, à fC = anx � ñòàðøèì ÷ëåíîì ìíîãî÷ëåíà f(x). Åñëè
f(x) = 0, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f(x) � íå îïðåäåëåíà.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåí f(x) íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì (èëè íîðìèðî-
âàííûì), åñëè åãî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí 1, òî åñòü
f(x) = xn + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0 .

Åñëè R = F ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ F [x] ìîæåò áûòü
çàïèñàí â âèäå

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0 =

an(x
n +

an−1

an
xn−1 + ...+

a1
an
x+

a0
an

) = an f1(x),

ãäå f1(x) � óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí.
Çàìå÷àíèå. Èíîãäà äëÿ óäîáñòâà ìíîãî÷ëåí f(x) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

f(x) =
∞∑
i=0

aix
i,

ïðè ýòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî â ýòîé ñóììå ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ
êîýôôèöèåíòîâ ai.

Ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííîé x íàä êîëüöîì R îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç R[x].

Äâà ìíîãî÷ëåíà

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n, an ̸= 0,

g(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + ...+ bmx

m, bm ̸= 0
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ðàâíû, åñëè m = n è ai = bi äëÿ âñåõ i = 1, ...n.

Ìîæíî îïðåäåëèòü ñóììó è ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ:

f(x) + g(x) =
n∑

i=0

(ai + bi)x
i;

f(x) · g(x) = a0b0 + (a0b1 + a1b0)x+ (ajb2 + a1b1 + a2b0)x
2 + ...+

+(an−1bm + anbm−1)x
m+n−1 + anbmx

m+n.

Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå

Ïðåäëîæåíèå 7.1.1 Äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x), g(x) ∈ R[x] âûïîëíå-
íû ñâîéñòâà:

a) deg (f(x) + g(x)) ≤ max(deg f(x), deg g(x)), åñëè âñå òðè ìíîãî÷ëåíà
f(x), g(x), f(x)+g(x) îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî áóäåò ñòðîãèì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà fC = −gC;

á) åñëè â êîëüöå R íåò äåëèòåëåé íóëÿ (â ÷àñòíîñòè, åñëè R ÿâëÿåòñÿ
ïîëåì) è ìíîãî÷ëåíû f(x) è g(x) îòëè÷íû îò íóëÿ, òî deg (f(x) · g(x)) =
deg f(x) + deg g(x).

Òåîðåìà 7.1.1 Ìíîæåñòâî (R[x],+, ·) ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì R ñ åäè-
íèöåé ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ñ åäèíèöåé. Êîëüöî R[x] êîììóòàòèâíî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà êîììóòàòèâíî R è ñîäåðæèò äåëèòåëè íóëÿ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà R ñîäåðæèò äåëèòåëè íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê (R,+) � àáåëåâà ãðóïïà, òî (R[x],+) òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé ñ íóëåì 0, â êîòîðîé ïðîòèâîïîëîæíûì ýëåìåíòîì äëÿ
ìíîãî÷ëåíà f(x) =

∑n
i=0 aix

i ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí −f(x) =
∑n

i=0(−ai)xi
Äèñòðèáóòèâíîñòü f(x) · (g(x) + h(x)) = f(x) · g(x) + f(x) · h(x) è

(g(x) + h(x)) · (f(x) = g(x) · f(x) + h(x) · f(x) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

(f(x) · g(x)) · h(x)) = (
∑
i≥0

aix
i
∑
j≥0

bjx
j)
∑
k≥0

ckx
k =

=
∑
i≥0

∑
j≥0

∑
k≥0

(aibj)ckx
i+j+k =

=
∑
i≥0

∑
j≥0

∑
k≥0

ai(bjck)x
i+j+k = f(x) · (g(x)) · h(x)).

Òàêèì, îáðàçîì, (R[x],+, ·) ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.
Åäèíèöåé êîëüöà (R[x],+, ·), î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí

f(x) = x0 = 1.
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Åñëè R êîììóòàòèâíî, òî êîììóòàòèâíîñòü R[x] äîêàçûâàþò ðàâåíñòâà:

f(x) · g(x) =
∑

aibjx
i+j =

∑
bjaix

j+i = g(x) · f(x).

Åñëè æå a · b ̸= b · a äëÿ íåêîòîðûõ a, b ∈ R, òî ax0 · bx0 ̸= bx0 · ax0 â êîëüöå
R[x].

Åñëè â R íåò äåëèòåëåé íóëÿ, òî èç ïðåäëîæåíèÿ 7.1.1 á) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ëþáûõ íåíóëåâûõ f(x), g(x) ∈ R[x] ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ deg(f(x)·g(x)) =
deg f(x) + deg g(x) è ïîýòîìó f(x) · g(x) ̸= 0. �

Óïðàæíåíèÿ

1. Íàéòè ñòåïåíü êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà è èõ ñóììû: 2x3+x2−3x+1; −2x3+
3x2 − 3.

2. Íàéòè ñòåïåíü êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà è èõ ïðîèçâåäåíèÿ: 2x − 3;
x3 − x2 + 2x− 1.

3. ×åìó ðàâíà ñòåïåíü íóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà ?

7.2 Ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì. Òåîðåìà î äåëåíèè ñ îñòàòêîì

Ïóñòü òåïåðü R = F � ïîëå è F [x] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåí-
íîé íàä ïîëåì F . Èç òåîðåìû 7.1.1 ñëåäóåò, ÷òî F [x] ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì
êîëüöîì ñ åäèíèöåé áåç äåëèòåëåé íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) äåëèòñÿ ñ îñòàòêîì íà
ìíîãî÷ëåí g(x), åñëè f(x) = g(x) q(x) + r(x) äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ
q(x), r(x) ∈ F [x], ïðè÷åì deg r(x) < deg g(x) èëè r(x) = 0.

Ìíîãî÷ëåíû q(x) è r(x) íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íåïîëíûì ÷àñòíûì
è îñòàòêîì.

Åñëè r(x) = 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) äåëèòñÿ íà g(x). Îáîçíà-

÷àåòñÿ f(x)
... g(x) èëè g(x) | f(x) (g(x) äåëèò f(x)).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 7.2.1 Äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x), g(x) ∈ F [x] ñóùåñòâóþò
åäèíñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû q(x) è r(x), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ deg r(x) <
deg g(x) èëè r(x) = 0, òàêèå, ÷òî

f(x) = g(x) q(x) + r(x) (21)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î äåëåíèè ñ îñòàò-
êîì â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë Z è ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà
f(x). �

Çàìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå, ÷òîáû ðàçäåëèòü ìíîãî÷ëåí
f(x) = 3x5 + 2x4 − x2 + x + 2 íà ìíîãî÷ëåí g(x) = x3 − x + 1 ñ îñòàòêîì
ïðèìåíÿþò õîðîøî èçâåñòíûé ìåòîä äåëåíèÿ �óãîëêîì�:

3x5 + 2x4 − x2 +x + 2 x3 − x+ 1
3x5 −3x3 + 3x2 3x2 + 2x+ 3

2x4 + 3x3 − 4x2 + x
2x4 − 2x2 + 2x

3x3 − 2x2 − x + 2
3x3 − 3x + 3

−2x2 + 2x − 1

Çäåñü íåïîëíîå ÷àñòíîå è îñòàòîê ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû
q(x) = 3x2 + 2x+ 3 è r(x) = −2x2 + 2x− 1.

Îïðåäåëåíèå. Çíà÷åíèåì ìíîãî÷ëåíà

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0

ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ F â òî÷êå α ∈ F , íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò

f(α) = anα
n + an−1α

n−1 + ...+ a1α+ a0 ∈ F.

Ýëåìåíò α ∈ F íàçûâàåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x), åñëè f(α) = 0.

Òåîðåìà 7.2.2 (Áåçó1) Ïóñòü f(x) ∈ F [x] � ìíîãî÷ëåí, α ∈ F � ïðîèç-
âîëüíûå. Òîãäà îñòàòîê îò äåëåíèÿ f(x) íà x− α ðàâåí f(α).

Èç òåîðåìû Áåçó ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùåå ïîëåçíîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 7.2.1 Ýëåìåíò α ïîëÿ F ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈
F [x] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x)

... x− α.

Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàçàòü òåîðåìó 7.2.2 è ñëåäñòâèå 7.2.1.

2. Ðàçäåëèòü ñ îñòàòêîì ìíîãî÷ëåí x4 + 2x2 + 20x+ 7 íà x2 − 2x+ 3.

3. Íàéòè âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà x3 − 3x+ 2.
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7.3 Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ. Àëãîðèòì

Åâêëèäà

Ïóñòü F [x] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì F .
Àíàëîãè÷íî êîëüöó öåëûõ ÷èñåë Z ìîæíî îïðåäåëèòü íàèáîëüøèé îáùèé

äåëèòåëü äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x).
ßñíî, ÷òî åñëè â êà÷åñòâå íàèáîëüøèõ îáùèõ äåëèòåëåé ðàññìàòðèâàòü òîëü-

êî íîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû, òî ÍÎÄ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.
Äâà ìíîãî÷ëåíà f(x), g(x) ∈ F [x] íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, åñëè èõ

íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì íóëåâîé ñòåïåíè.
Òàê æå, êàê è äëÿ êîëüöà öåëûõ ÷èñåë Z ñóùåñòâóåò àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ

íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ è åãî ëèíåéíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ.

Òåîðåìà 7.3.1 (Ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄ) Ïóñòü f(x) è g(x) íå
ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ F . Òîãäà
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íîðìèðîâàííûé íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü d(x)
ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) è ìíîãî÷ëåíû u(x), v(x) ∈ F [x], òàêèå, ÷òî

d(x) = u(x)f(x) + v(x)g(x).

Íîðìèðîâàííûé íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) îáî-
çíà÷àåòñÿ ÍÎÄ (f(x), g(x)) èëè (f(x), g(x)).

Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàçàòü òåîðåìó 7.3.1.

2. Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ
f(x) = 2x5 + x4 − 12x3 − 6x2 − 34x+ 33, g(x) = 2x3 − x2 − 17x+ 12 è åãî
ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå.

3. Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ
f(x) = x5−x4−4x3−2x2−2x+8, g(x) = x3−2x2−4x+5 è åãî ëèíåéíîå
ïðåäñòàâëåíèå.

7.4 Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ F [x] íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì (èëè
ïðîñòûì) íàä ïîëåì F , åñëè deg f(x) > 0 è åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ìåíüøåé ñòåïåíè ñ êîýôôèöèåíòàìè èç F .

Ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì èëè ñîñòàâíûì, åñëè åãî ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ìåíüøåé ñòåïåíè.
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Ïðèìåð. Åñëè deg f(x) = 1, òî ìíîãî÷ëåí f(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì
íàä ëþáûì ïîëåì, òàê êàê ìåíüøàÿ ñòåïåíü � íóëåâàÿ, à ïðîèçâåäåíèå äâóõ
êîíñòàíò ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé.

Ìíîãî÷ëåí f(x) = x2 + 1 ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì íàä ïîëåì R è ïðèâîäè-
ìûì íàä ïîëåì C, òàê êàê

f(x) = x2 + 1 = (x+ i)(x− i).

Òåîðåìà 7.4.1 Ëþáîé íîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ F [x] ïîëîæè-
òåëüíîé ñòåïåíè ÿâëÿåòñÿ ëèáî íåïðèâîäèìûì, ëèáî åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì
(ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñîìíîæèòåëåé) ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâå-
äåíèÿ íîðìèðîâàííûõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ F [x] ïîëîæèòåëüíîé ñòå-
ïåíè. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü èíäóêöèåé ïî ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà n =
deg f(x).

Ïðè n = 1 ìíîãî÷ëåí f(x) èìååò ïåðâóþ ñòåïåíü � íåïðèâîäèì.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ìíîãî-

÷ëåíà ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè, ìåíüøåé n è deg f(x) = n.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) ïðèâîäèì. Òîãäà

f(x) = f1(x)f2(x), ãäå f1(x) è f2(x) � ìíîãî÷ëåíû ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè, ìåíü-
øåé n.

Òàê êàê ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ f1(x) è f2(x) ìåíüøå n, äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî
ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè è, ñëåäîâàòåëüíî,

f1(x) = p1(x)p2(x) · · · pk(x), f2(x) = q1(x)q2(x) · · · qm(x),

ãäå ìíîãî÷ëåíû pi(x), qj(x) � íåïðèâîäèìûå íîðìèðîâàííûå.
Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî

f(x) = f1(x) f2(x) = p1(x) p2(x) · · · pk(x) q1(x) q2(x) · · · qm(x).

Åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè p(x), q(x) � íåïðèâî-
äèìûå íîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû, òî ëèáî p(x) = q(x), ëèáî
(p(x), q(x)) = 1 . �

Óïðàæíåíèÿ

1. Ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí x4 + 1 íà íåïðèâîäèìûå ñîìíîæèòåëè íàä ïîëÿìè
Q,R,C.

2. Ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí x4 + x2 + 1 íà íåïðèâîäèìûå ñîìíîæèòåëè íàä ïî-
ëÿìè Q,R,C.

3. Ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí (x− 1)x(x+1)(x+2)− 24 íà íåïðèâîäèìûå ñîìíî-
æèòåëè íàä ïîëÿìè Q,R,C.
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7.5 Ñõåìà Ãîðíåðà. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû

Îïðåäåëåíèå. Ïîëå F íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì, åñëè ëþ-
áîé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ F [x] ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè èìååò õîòÿ áû îäèí êî-
ðåíü α ∈ F .

Çàìå÷àíèå. Ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòûì, ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí f(x) = x2 + 1 ∈ R[x] íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ
êîðíåé.

Ðàññìîòðèì ñõåìó Ãîðíåðà1 äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0

íà äâó÷ëåí x− α.
Ïóñòü f(x) = (x − α)q(x) + r, ãäå q(x) = bn−1x

n−1 + ... + b1x + b0.
Òîãäà

anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0 = (x− α)(bn−1x
n−1 + ...+ b1x+ b0) + r.

Îòñþäà ïîëó÷èì:
an = bn−1,
an−1 = bn−2 − αbn−1,
. . . . . . . . . ,
a1 = b0 − αb1,
a0 = r − αb0.

Íàéäåì îòñþäà bi è çàïèøåì èõ â òàáëèöó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñõåìîé Ãîð-
íåðà:

an an−1 . . . a1 a0
α bn−1 = an bn−2 = αbn−1 + an−1 . . . b0 = αb1 + a1 r = αb0 + a0

Îïðåäåëåíèå. Êðàòíîñòüþ êîðíÿ α ∈ F ìíîãî÷ëåíà
f(x) ∈ F [x] íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî k òàêîå, ÷òî ìíîãî÷ëåí (x − α)k

ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíà f(x), à ìíîãî÷ëåí (x− α)k+1 � íåò.
Åñëè êðàòíîñòü êîðíÿ α ðàâíà 1, òî α íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì êîðíåì.

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0 ∈ F [x]

íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí

f ′(x) = n anx
n−1 + (n− 1)an−1x

n−2 + ...+ a1 ∈ F [x].

1Óèëüÿì Äæîðäæ Ãîðíåð � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê (1786-1837).
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì âñå ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè
îñòàþòñÿ âåðíûìè, òî åñòü:
(1) (f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x);
(2) (f(x) g(x))′ = f ′(x) g(x) + f(x) g′(x).

Òåîðåìà 7.5.1 Êîðåíü α ìíîãî÷ëåíà f(x) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ F
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè α íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
ïðîèçâîäíîé f ′(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè k äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x),
òîãäà f(x) = (x−α)k g(x) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà g(x), òàêîãî, ÷òî g(α) ̸= 0.

Ïðîèçâîäíàÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå

f ′(x) = k (x− α)k−1 g(x) + (x− α)k g′(x).

Ïðè k = 1, ïîëó÷èì f ′(x) = g(x) + (x − α) g′(x), è, ñëåäîâàòåëüíî,
f ′(α) = g(α) ̸= 0.

Åñëè æå k > 1, òî f ′(α) = k (α− α)k−1 g(α) + (α− α)k g′(α) = 0. �

Òåîðåìà 7.5.2 (Ãàóññ1) Íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C ëþáîé ìíîãî-
÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü (äðóãèìè ñëîâàìè,
ïîëå C ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì).

Ýòà òåîðåìà, íàçûâàåìàÿ îñíîâíîé òåîðåìîé àëãåáðû, íå èìååò ÷èñòî àëãåá-
ðàè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà. Îíà ìîæåò áûòü äîêàçàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿ-
òèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè îäíîãî èëè äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Ñëåäñòâèå 7.5.1 Ëþáîé ìíîãî÷ëåí n-îé ñòåïåíè èìååò â C ðîâíî n êîð-
íåé ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) ∈ C[x] è deg f(x) = n. Èç îñíîâíîé òåîðåìû
àëãåáðû ñëåäóåò, ÷òî îí èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîðåíü, ïóñòü α ∈ C � åãî
êîðåíü. Òîãäà ïî òåîðåìå Áåçó f(x) = (x − α)g(x) è deg g(x) = n − 1, åñëè
n − 1 > 0, òî ìíîãî÷ëåí g(x) òîæå èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîðåíü è ò. ä.
Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) èìååò ðîâíî n êîðíåé,
íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ìîãóò ñîâïàäàòü. �

Óïðàæíåíèÿ

1. Ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí x4 + 16 íà ñîìíîæèòåëè ïåðâîé ñòåïåíè íàä ïîëåì
C.

2. Ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí x4 − 10x2 + 1 íà ñîìíîæèòåëè ïåðâîé ñòåïåíè íàä
ïîëåì C.

3. Ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí (x2−x+1)(x2−x+2)−12 íà ñîìíîæèòåëè ïåðâîé
ñòåïåíè íàä ïîëåì C.

48



7.6 Ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

Òåîðåìà 7.6.1 Â êîëüöå R[x] íåïðèâîäèìûìè ÿâëÿþòñÿ âñå ìíîãî÷ëåíû
ïåðâîé ñòåïåíè, ìíîãî÷ëåíû âòîðîé ñòåïåíè íå èìåþùèå äåéñòâèòåëüíûõ
êîðíåé è òîëüêî îíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðèâîäèìîñòü óêàçàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ î÷åâèäíà. Ïîêà-
æåì, ÷òî äðóãèõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ â êîëüöå R[x] íåò.

Ïóñòü f(x) = anx
n+an−1x

n−1+...+a1x+a0 ∈ R[x] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè n > 1. Òîãäà îí íå èìååò êîðíåé â R, íî òàê êàê R ⊆ C, òî èç îñíîâíîé
òåîðåìû àëãåáðû îí èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîìïëåêñíûé êîðåíü α ∈ C.

Òàê êàê α ̸∈ R, òî α ̸= α. Ïîêàæåì, ÷òî α òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà
f(x). Òàê êàê ai = ai äëÿ âñåõ i = 0, 1, ..., n ïîëó÷èì

f(α) = anα
n + an−1α

n−1 + ...+ a1α + a0 =

= an α
n + an−1 α

n−1 + ...+ a1 α+ a0 = f(α) = 0 = 0.

Ïî òåîðåìå Áåçó f(x)
... x−α è f(x)

... x−α. Ìíîãî÷ëåíû x−α è x−α ÿâëÿþò-
ñÿ ðàçëè÷íûìè íîðìèðîâàííûìè íåïðèâîäèìûìè ñîìíîæèòåëÿìè ìíîãî÷ëåíà
f(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, f(x)
... (x− α)(x− α) íàä ïîëåì C.

Îòìåòèì, ÷òî (x− α)(x− α) = x2 + px+ q, ãäå p = −(α + α), q = αα ∈ R.
Òî åñòü ìíîãî÷ëåí (x− α)(x− α) èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû.

Ñëåäîâàòåëüíî, f(x)
... (x− α)(x− α) íàä ïîëåì R (ïðè äåëåíèè óãîëêîì íå

ìîãóò âîçíèêíóòü êîýôôèöèåíòû íå ÿâëÿþùèåñÿ äåéñòâèòåëüíûìè).
Èç íåïðèâîäèìîñòè f(x) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

f(x) = a(x2 + px+ q), a ∈ R.

Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) � ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè, íå èìåþùèé äåéñòâèòåëüíûõ
êîðíåé. �

Ñëåäñòâèå 7.6.1 Ëþáîé ìíîãî÷ëåí íå÷åòíîé ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëüíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí x4 + 3x2 + 1 íà íåïðèâîäèìûå ñîìíîæèòåëè íàä
ïîëåì R.

2. Êàêèå èç ìíîãî÷ëåíîâ íåïðèâîäèìû íàä R: à) x6 − 3x2 + 3;
á) x3 + x+ 1; â) 4x2 + 11x+ 8.
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7.7 Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Åñëè R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, òî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ R1 = R[x]
îò îäíîé ïåðåìåííîé íàä êîëüöîì R ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì êîëüöîì ñ åäè-
íèöåé (òåîðåìà 7.1.1).

Êîëüöî R1[y] = R[x, y] íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ îò äâóõ ïåðåìåí-
íûõ x è y íàä êîëüöîì R.

ßñíî, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí èç êîëüöà R[x, y] ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

f(x, y) =
n∑

j=0

m∑
i=0

aijx
iyj,

ãäå aij ∈ R èëè â âèäå áåñêîíå÷íîé ñóììû

f(x, y) =
∑
j≥0

∑
i≥0

aijx
iyj =

∑
(i,j)

aijx
iyj,

èìåþùåé ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ.
Ýëåìåíòû aij íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà f(x, y).
Ïðè ýòîì, òàê æå êàê è â ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé, ìíîãî-

÷ëåíû f(x, y) =
∑

(i,j) aijx
iyj è g(x, y) =

∑
(i,j) bijx

iyj ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè
aij = bij äëÿ âñåõ i ≥ 0, j ≥ 0.

Àíàëîãè÷íî èíäóêòèâíûì ìåòîäîì ñòðîèòñÿ êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò ïðîèç-
âîëüíîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

Åñëè R[x1, ..., xn−1] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò n − 1 ïåðåìåííûõ
x1, ..., xn−1 íàä êîëüöîì R, òî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ

R[x1, ..., xn] = R[x1, ..., xn−1][xn]

íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ îò n ïåðåìåííûõ x1, ..., xn íàä êîëüöîì R.
Êàæäûé ýëåìåíò f(x1, ..., xn) ∈ R[x1, ..., xn] ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

f(x1, ..., xn) =

m1∑
i1=0

...

mn∑
in=0

ai1...inx
i1
1 ...x

in
n , ai1...in ∈ R.

Ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíà â òàêîì âèäå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé çàïèñüþ,
à ñëàãàåìûå ai1...inx

i1
1 ...x

in
n � îäíî÷ëåíàìè èëè ìîíîìàìè.

Îïðåäåëåíèå. Ñòåïåíüþ îäíî÷ëåíà axi11 ...x
in
n íàçûâàåòñÿ ÷èñëî i1 + ...+

in, à ñòåïåíüþ îäíî÷ëåíà axi11 ...x
in
n ïî ïåðåìåííîé xs íàçûâàåòñÿ ÷èñëî is.

Ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà f(x1, ..., xn) =
∑m1

i1=0 ...
∑mn

in=0 ai1...inx
i1
1 ...x

in
n íàçûâà-

åòñÿ íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü âõîäÿùèõ â íåãî îäíî÷ëåíîâ.
Ñòåïåíü íóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà íå îïðåäåëåíà.

Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ R[x1, ..., xn], êàê è êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîãî ïåðå-
ìåííîãî, ñîõðàíÿåò íåêîòîðûå ñâîéñòâà èñõîäíîãî êîëüöà R.

50



Òåîðåìà 7.7.1 Êîëüöî R[x1, ..., xn] êîììóòàòèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà êîììóòàòèâíî êîëüöî R, è ñîäåðæèò äåëèòåëè íóëÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà R ñîäåðæèò äåëèòåëè íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 1 ýòî áûëî äîêàçàíî. Äîêàçàòåëüñòâî â îáùåì ñëó-
÷àå ëåãêî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ïåðåìåííûõ n. �

Óïðàæíåíèÿ

1. Íàéòè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà x21x2x
3
3− 7x31x

3
2+6x52− 3. Êàêîé îäíî÷ëåí èìå-

åò íàèáîëüøóþ ñòåïåíü? Êàêîé îäíî÷ëåí èìååò íàèáîëüøóþ ñòåïåíü ïî
ïåðåìåííîé: à) x1; á) x2?

2. Ïóñòü ìíîãî÷ëåíû f, g ∈ R[x1, ..., xn] � ïðîèçâîëüíûå íåíóëåâûå. Äîêà-
çàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñòåïåíè:

a) deg (f + g) ≤ max(deg f, deg g), åñëè f + g ̸= 0;

á) åñëè â êîëüöå R íåò äåëèòåëåé íóëÿ (â ÷àñòíîñòè, åñëè R ÿâëÿåòñÿ
ïîëåì), òî deg (f · g) = deg f + deg g.

3. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí x2 + y2 + 1 íåëüçÿ ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå
ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîé ñòåïåíè äàæå ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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8 Ýëåìåíòû òåîðèè ïîëåé

8.1 Ðàñøèðåíèÿ ïîëåé

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü F, G � äâà ïîëÿ è F ⊂ G. Ïîëå G íàçûâàåòñÿ
ðàñøèðåíèåì ïîëÿ F , à F � ïîäïîëåì ïîëÿ G.

Ïðèìåðû.
1. Ïîëå C ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîëÿ R, à R, â ñâîþ î÷åðåäü, � ðàñøèðåíèåì

ïîëÿ Q.
2. Â ëþáîì ïîëå F åñòü õîòÿ áû îäíî ïîäïîëå � ñàìî ïîëå F .

Îïðåäåëåíèå. Ïîëå íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè â íåì íåò ïîäïîëåé, êðî-
ìå íåãî ñàìîãî.

Âñÿêîå ïîëå F ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ñâîåãî ïðîñòîãî ïîäïîëÿ, ïîðîæäåí-
íîãî åäèíèöåé. Ïðîñòîå ïîäïîëå õàðàêòåðèñòèêè p èçîìîðôíî Zp, à õàðàêòåðè-
ñòèêè íóëü � Q.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ðàñøèðåíèå ïîëÿ F è T � ïîäìíîæåñòâî ïîëÿ
G. Ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîäïîëåé ïîëÿ G, ñîäåðæàùèõ F è T , íàçûâàåòñÿ ðàñøè-
ðåíèåì ïîëÿ F , ïîðîæäåííûì ïîäìíîæåñòâîì T è îáîçíà÷àåòñÿ F (T ).

Åñëè ìíîæåñòâî T ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, ðàñøèðåíèå
F ⊆ F (T ) íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì.

Ïðèìåð. Â ïîëå C ðàñøèðåíèå ïîëÿ R, ïîðîæäåííîå ýëåìåíòîì i ∈ C, ñîâ-
ïàäàåò ñ ïîëåì C. Äåéñòâèòåëüíî, R(i) � ïîäïîëå ïîëÿ C, ñîäåðæàùåå R è i. Ïî-
ýòîìó R(i) ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû âèäà
a+ bi, a, b ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî, R(i) = C.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïóñòü F ⊆ G � ðàñøèðåíèå ïîëåé. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî G ÿâëÿåòñÿ
âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä F ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèÿì ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ, çàäàííûì â ïîëå G.

2. Ïóñòü z ∈ C \ R. ×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî ðàñøèðåíèå R(z) ïîëÿ R?

3. Íàéòè áàçèñ ïîëÿ Q(
√
2,
√
3) êàê âåêòîðíîãî ïðîñòàíñòâà íàä Q.
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8.2 Àëãåáðàè÷åñêèå è êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ðàñøèðåíèå ïîëåé F ⊆ G íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè
G ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä F . Ðàçìåðíîñòü
dimFG íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ðàñøèðåíèÿ ïîëåé è îáîçíà÷àåòñÿ
dimFG = [G : F ].

Åñëè G � áåñêîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F , òî ãîâîðÿò î
ðàñøèðåíèè áåñêîíå÷íîé ñòåïåíè: [G : F ] = ∞.

Ïðèìåð. Â ñèëó ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà C = R(i). À ïîñêîëüêó {1, i} îáðà-
çóþò áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà C íàä R, òî
[C : R] = 2.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü F, G � ïîëÿ è F ⊆ G. Ýëåìåíò α ∈ G íàçûâàåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèì íàä ïîëåì F , åñëè α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà
p(x) ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè èç F [x]. Åñëè òàêîãî ìíîãî÷ëåíà íå ñóùåñòâó-
åò, òî α íàçûâàåòñÿ òðàíñöåíäåíòíûì íàä ïîëåì F .

Ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè èç F [x], êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ α, íà-
çûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì àëãåáðàè÷åñêîãî ýëåìåíòà α, à åãî ñòå-
ïåíü ñòåïåíüþ α.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ýëåìåíòîì ðàñøè-
ðåíèÿ Q ⊆ C íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì.

Îïðåäåëåíèå. Ðàñøèðåíèå G ïîëÿ F íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè
âñå ýëåìåíòû ïîëÿ G ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè íàä ïîëåì F , è òðàíñöåí-
äåíòíûì, åñëè â G ñóùåñòâóåò ýëåìåíò, íå ÿâëÿþùèéñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä
ïîëåì F .

Ïðèìåð. Ýëåìåíò x ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé F (x) òðàíñöåíäåíòåí íàä
ïîëåì F , ñëåäîâàòåëüíî F (x) � òðàíñöåíäåíòíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ F . Ïîëå C
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ R, òàê êàê ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò
a+ bi ∈ C ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà (x− a)2 + b2 ∈ R[x].

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìó î ñòðîåíèè ïðîñòîãî àëãåáðàè÷åñêîãî
ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ.

Òåîðåìà 8.2.1 Ïóñòü F ⊆ K � ïîëÿ, ýëåìåíò α ∈ K � àëãåáðàè÷åñêèé
ñòåïåíè n íàä F . Òîãäà ïðîñòîå àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå F ⊆ F (α) èìååò
ðàçìåðíîñòü n, à åãî áàçèñîì ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû 1, α, α2, ..., αn−1.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëåé ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì.

2. Ïóñòü F ⊆ G,G ⊆ K � êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ ïîëåé. Äîêàçàòü, ÷òî ðàñ-
øèðåíèå F ⊆ K òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì è åãî ñòåïåíü ðàâíà [K : F ] =
[K : G][G : F ].
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3. Ïîêàçàòü, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà îáðàçóþò ïîäïîëå ïîëå êîìïëåêñíûõ
÷èñåë. Êàêîâà åãî ìîùíîñòü?

4. Ïóñòü F ⊆ G � ðàñøèðåíèå ïîëåé, ýëåìåíò α ∈ G � àëãåáðàè÷åñêèé
íàä ïîëåì F , p(x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà α, f(x) ∈ F [x] �
ïðîèçâîëüíûé. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ:

à) f(α) = 0 ⇒ f(x)
... p(x);

á) ìíîãî÷ëåí p(x) � íåïðèâîäèìûé íàä ïîëåì F ;

â) åñëè f(x) � íåïðèâîäèìûé íàä ïîëåì F è f(α) = 0, òî ìíîãî÷ëåí f(x)
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ýëåìåíòà α.

5. Íàéòè ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû è ñòåïåíè ñëåäóþùèõ àëãåáðàè÷åñêèõ
÷èñåë: à)

√
2; á) 3

√
2. â)

√
2 +

√
5.

8.3 Êîíå÷íûå ïîëÿ

Áîëüøóþ ðîëü â êîìïüþòåðíîé àëãåáðå èãðàþò êîíå÷íûå ïîëÿ � ïîëÿ ñîäåð-
æàùèå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ.

Íåñëîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 8.3.1 Õàðàêòåðèñòèêà êîíå÷íîãî ïîëÿ � êîíå÷íà.

Òåîðåìà 8.3.1 ×èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîëÿ F ðàâíî pn, ãäå
p � ïðîñòîå ÷èñëî, à n � íàòóðàëüíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì f : Z → F çàäàííûé ôîðìó-
ëîé f(z) = z · 1F , ãäå 1F � åäèíèöà ïîëÿ F .

Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì êîëåö.
Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ñâîéñòâàì àääèòèâíîé ýêñïîíåíòû (6),

f(z1 + z2) = (z1 + z2) · 1F = z1 · 1F + z2 · 1F = f(z1) + f(z2),

f(z1z2) = (z1z2) · 1F = z1 · (z2 · 1F ) = z1 · (1F · (z2 · 1F )) =
= (z1 · 1F ) · (z2 · 1F ) = f(z1)f(z2),

ãäå z1, z2 ∈ Z � ïðîèçâîëüíûå.
Ïóñòü p = char F � õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F (åå êîíå÷íîñòü ñëåäóåò èç ëåììû

8.3.1). Èç ëåììû 2.1.1 ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî p � ïðîñòîå.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç K = Im f � îáðàç êîëüöà öåëûõ ÷èñåë ïðè îòîáðàæåíèè

f . Èçâåñòíî, ÷òî îáðàç êîëüöà ïðè ãîìîìîðôèçìå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.
Ïîêàæåì, ÷òî Ker f = pZ. Ýòî ñëåäóåò èç ÷àñòè 1 òåîðåìû 1.4.1, ãäå a = 1F

� îáðàçóþùèé ýëåìåíò àääèòèâíîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà p.
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Èç òåîðåìû î ãîìîìîðôèçìå äëÿ êîëåö (òåîðåìà 2.2.1) ñëåäóåò èçîìîðôèçì
Zp = Z/pZ ≃ K. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîäêîëüöî K ïîëÿ F ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì
ïîëåì èç p ýëåìåíòîâ.

Ðàññìîòðèì ïîëå F êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåìK. Èç êîíå÷íîñòè
ïîëÿ F ñëåäóåò, ÷òî dimKF < ∞. Ïóñòü dimKF = n. Òîãäà ñóùåñòâóåò áàçèñ
e1, ..., en âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà F íàä K.

Äëÿ êàæäîãî r ∈ F ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ýëåìåíòû

α1, ..., αn ∈ K

òàêèå, ÷òî r = α1e1+ ...+αnen. Ïîëå F ñîäåðæèò ñòîëüêî æå ýëåìåíòîâ ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

(α1, ..., αn), α1, ..., αn ∈ K.

Ñîãëàñíî êîìáèíàòîðíîìó ïðèíöèïó óìíîæåíèÿ, òàêèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé pn. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùóþ òåîðåìó [4, ñòð. 382].

Òåîðåìà 8.3.2 Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p è íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò ïîëå
èç pn ýëåìåíòîâ è âñå òàêèå ïîëÿ èçîìîðôíû.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.3.2 îñíîâàíà íà ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Ïðåäëîæåíèå 8.3.1 Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå è | F | = pn. Òîãäà:
1. äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ F ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî: ap

n

= a;
2. Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ïîëÿ F ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êîðíåé ìíîãî-

÷ëåíà f(x) = xp
n − x;

3. xp
n − x =

∏
ai∈G(x− ai).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïîñêîëüêó ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò a ∈ F ëåæèò â ìóëü-
òèïëèêàòèâíîé ãðóïïå F ⋆ ïîëÿ F , ïîðÿäîê êîòîðîé ðàâåí pn − 1, òî äëÿ íåãî
ap

n−1 = 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, ap
n

= a. ßñíî, ÷òî íóëü òàêæå óäîâëåòâîðÿåò äàí-
íîìó ñîîòíîøåíèþ.

2. Ñðàçó ñëåäóåò èç 1 è òîãî ôàêòà, ÷òî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè pn íå ìîæåò
èìåòü áîëüøå, ÷åì pn êîðíåé â ïîëå.

3. Èç 1 ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ïîëÿ F ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ xp
n−

x = 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ F ïîëó÷èì

(xp
n − x) = xp

n − x− (ap
n − a) = (xp

n − ap
n

)− (x− a) =
= (x− a)(xp

n−1 + axp
n−2 + · · ·+ ap

n−2x+ ap
n−1)− (x− a) =

= (x− a)(xp
n−1 + axp

n−2 + · · ·+ ap
n−2x+ ap

n−1 − 1).

Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî ìíîãî÷ëåí xp
n − x äåëèòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå∏

ai∈G (x − ai). À ïîñêîëüêó ñòåïåíè ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ îäèíàêîâû è ñòàðøèå
êîýôôèöèåíòû ðàâíû 1, òî îíè ðàâíû. �
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Îáîçíà÷èì ïîëå, ñîäåðæàùåå q ýëåìåíòîâ ÷åðåç Fq.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íûõ ïîëåé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ñëåäóþùàÿ òåî-

ðåìà, êîòîðóþ ìû òàêæå ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 8.3.3 Ïóñòü p � ïðîñòîå è m(x) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòå-
ïåíè r íàä ïîëåì Fp. Òîãäà Fp[x]/m(x)Fp[x] � ïîëå èç pr ýëåìåíòîâ, ñîäåðæà-
ùåå ïîëå Fp è êîðåíü ïîëèíîìà m(x).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Fp[x]m(x) = Fp[x]/m(x)Fp[x].
Ïðèìåð.Ìíîãî÷ëåím(x) = x3+x+1 ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì

íàä ïîëåì F2 (òðåòüåé ñòåïåíè è íå èìååò êîðíåé â ïîëå F2). Ïóñòü α = x +
m(x)F2[x] � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà m(x) â ïîëå F2[x]m(x). Íàéäåì ìèíèìàëüíûé
ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà β = α+ 1.

Ýëåìåíò α óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ α3 = α+ 1.
Âû÷èñëèì ýëåìåíòû β2, β3. Ïîëó÷èì β2 = (α + 1)2 = α2 + 1,

β3 = (α + 1)(α2 + 1) = α3 + α2 + α + 1 = α+ 1 + α2 + α+ 1 = α2.
Èçâåñòíî, ÷òî åñëè àëãåáðàè÷åñêèé ýëåìåíò α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåïðèâîäèìî-

ãî ìíîãî÷ëåíà m(x), òî m(x) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì
ìíîãî÷ëåíîì ýëåìåíòà α [4]. Ïî òåîðåìå 8.2.1 ýëåìåíòû 1, α, α2 îáðàçóþò áà-
çèñ ïîëÿ F2[x]m(x).

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòîâ 1, β, β2, β3 è ðåøàÿ ñî-
îòâåòñâóþùóþ ñèñòåìó òðåõ îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ 4 íåèçâåñòíû-
ìè, íàõîäèì ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí
g(x) = x3 + x2 + 1 ýëåìåíòà β.

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå è ïîëåçíîå
ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 8.3.2 Ïóñòü f(x) ìíîãî÷ëåí âòîðîé èëè òðå-
òüåé ñòåïåíè ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ F . Ìíîãî÷ëåí f(x) íåïðèâîäèì òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) íå èìååò êîðíåé â ïîëå F .

Ïðèìåð. Ïîñòðîèì êîíå÷íîå ïîëå èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ. Ðàññìîòðèì ìíî-
ãî÷ëåí m(x) = x2+x+1 ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ F2. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ
8.3.2, ìíîãî÷ëåí m(x) íåïðèâîäèì íàä ïîëåì F2.

Ïîñòðîèì ïîëå F2[x]x2+x+1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α îáðàç ýëåìåíòà x â ôàêòîð-
êîëüöå F2[x]x2+x+1 : α = x̂ = x+ (x2 + x+ 1)F2[x].

Ýëåìåíò α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà m(x) : α2 + α + 1 = 0, ó÷èòûâàÿ
ðàâåíñòâî −1 = 1 â ïîëå F2, ïîëó÷èì

α2 = α + 1. (22)

Ñîãëàñíî òåîðåìå 8.2.1, î ñòðîåíèè ïðîñòîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ,
ýëåìåíòû 1 è α îáðàçóþò áàçèñ ïîëÿ F2[x]x2+x+1 êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
íàä F2. Ïîëó÷èì F2[x]x2+x+1 = {0; 1;α;α + 1}.
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Íàéäåì ïðîèçâåäåíèÿ α2,α(α+1),(α+1)(α+1). Ïåðâîå ïîëó÷àåòñÿ èç ôîð-
ìóëû (22). Äëÿ âòîðîãî

α(α+ 1) = α2 + α = α + 1 + α = 1.

Îêîí÷àòåëüíî,

(α+ 1)(α + 1) = α2 + 1 = α+ 1 + 1 = α.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî íóëü íåéòðàëüíûé ïî ñëîæåíèþ, à 1 � ïî óìíîæåíèþ,
ïîëó÷èì òàáëèöó Êýëè óìíîæåíèÿ äëÿ êîëüöà F2[x]x2+x+1:

× 0 1 α α + 1
0 0 0 0 0
1 0 1 α α + 1
α 0 α α + 1 1

α + 1 0 α + 1 1 α

Èç òàáëèöû óìíîæåíèÿ âèäíî, ÷òî ýëåìåíòû α è α + 1 ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþ-
ùèìè ýëåìåíòàìè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ

F2[x]x2+x+1 ≃ F4.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ãðóïïó íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ F ïî óìíîæå-
íèþ � ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé ïîëÿ. Îáîçíà÷èì åå F ∗.

Ëåììà 8.3.2 Ïóñòü F � ïîëå, char F = p, ýëåìåíòû a1, a2 ∈ F � ïðîèç-
âîëüíûå. Òîãäà (a1 + a2)

p = ap1 + ap2.

Ëåììà 8.3.2 äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ áèíîìà Íüþòîíà. Ñëåäóþùàÿ ëåììà
îáîáùàåò ëåììó 8.3.2 è ìîæåò áûòü äîêàçàíà ïî èíäóêöèè.

Ëåììà 8.3.3 Ïóñòü F � ïîëå, char F = p, ýëåìåíòû α1, ..., αk ∈ F �
ïðîèçâîëüíûå, r � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà

(α1 + ...+ αk)
pr = αpr

1 + ...+ αpr

k .

Òåîðåìà 8.3.4 Ïóñòü F � ïîëå, char F = p, ýëåìåíò α ∈ F ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì ìíîãî÷ëåíà g(x) ∈ Fp[x]. Òîãäà ýëåìåíò αp òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
ìíîãî÷ëåíà g(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g(x) = anx
n + ...+ a1x+ a0, ãäå

a0, a1, ..., an ∈ Fp.

Òîãäà anα
n + ...+ a1α+ a0 = 0. Âîçâåäåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî â ñòåïåíü p.
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Èñïîëüçóÿ ëåììó 8.3.3, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

apnα
np + ...+ ap1α

p + ap0 = 0.

Êàê èçâåñòíî, Fp ≃ Z/pZ = Zp � êîëüöî âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p.
Ñîãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà (òåîðåìà 6.2.3), äëÿ êîëüöà âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó
ìîäóëþ, äëÿ âñåõ α ∈ Zp ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî α

p = α.
Ñëåäîâàòåëüíî, αp

i = αi, i = 0, 1, ..., n.
Ïîëó÷èëè ðàâåíñòâî

an(α
p)n + ...+ a1α

p + a0 = 0.

Äîêàçàíî, ÷òî ýëåìåíò αp ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà g(x). �

Òåîðåìà 8.3.5 Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ïîëÿ �
öèêëè÷åñêàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîëÿ F . Òîãäà ìóëü-
òèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ F ∗ ñîäåðæèò n−1 ýëåìåíò. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç
òåîðåìû Ëàãðàíæà, äëÿ âñåõ x ∈ F ∗ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî xn−1 = 1.

Ïóñòü d � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, d | n− 1. Îòìåòèì, ÷òî n > 1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ(d) ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà d â ìóëüòèïëèêàòèâíîé

ãðóïïå ïîëÿ.
Êàæäûé ýëåìåíò x ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ èìååò ïîðÿäîê ord(x),

êîòîðûé ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà äåëèò n− 1.
Ïåðåñ÷èòûâàÿ ýëåìåíòû F ∗ ïî íàòóðàëüíûì äåëèòåëÿì ÷èñëà n−1 ïîëó÷èì

ðàâåíñòâî ∑
d|n

ψ(d) = n. (23)

Ïóñòü ψ(d) > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ F ∗ ïîðÿäêà d.
Òîãäà 1, a, ..., ad−1 � ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

xd = 1 (24)

â ïîëå F . Èç òåîðèè ìíîãî÷ëåíîâ ìû çíàåì, ÷òî óðàâíåíèå ñòåïåíè d èìååò íå
áîëåå d ðåøåíèé â ïîëå.

Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (24) â ïîëå F ÿâëÿ-
þòñÿ ýëåìåíòû 1, a, ..., ad−1, ñðåäè êîòîðûõ, ñîãëàñíî ïóíêòó 2 òåîðåìû 1.4.1,
φ(d) ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà d.

Âñå ýëåìåíòû ïîðÿäêà d ïîëÿ F ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (24).
Ïîëó÷èëè ðàâåíñòâî ψ(d) = φ(d).
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé d ÷èñëà n− 1 ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî ψ(d) ≤ φ(d).
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Âû÷èòàÿ ðàâåíñòâà (8) è (4), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî∑
d|n

(φ(d)− ψ(d)) = 0, (25)

ãäå d � íàòóðàëüíûå.
Èç íåîòðèöàòåëüíîñòè ñëàãàåìûõ, ñòîÿùèõ ïîä çíàêîì ñóììû â ôîðìóëå

(10) ñëåäóþò ðàâåíñòâà ψ(d) = φ(d) äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé d ÷èñëà
n− 1.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè d = n− 1 ïîëó÷àåì, ÷òî ψ(n− 1) = φ(n− 1) > 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ãðóïïå F ∗ ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû ïîðÿäêà n− 1 è îíà ÿâ-

ëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. �

Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàçàòü ëåììó 8.3.1.

2. Äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ òåîðåìû 8.3.2, 8.3.3, ÷òî íàä ïîëåì Fp, ãäå p � ïðîñòîå
ñóùåñòâóþò íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ëþáîé íàòóðàëüíîé ñòåïåíè.

3. Âûïèøèòå òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîëÿ
F8 ≃ F2[x]m(x), îïðåäåëåííîãî íåïðèâîäèìûì ïîëèíîìîì
m(x) = x3 + x+ 1 íàä F2.

4. Ïîñòðîéòå ïîëå F9.

5. Äëÿ êàæäîé ñòåïåíè d ≤ 5 íàéäèòå ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ íàä F2 ïîëèíî-
ìîâ ñòåïåíè d è ñîñòàâüòå èõ ñïèñîê.

6. Äëÿ êàæäîé ñòåïåíè d ≤ 6 íàéäèòå ÷èñëî íîðìèðîâàííûõ íåïðèâîäèìûõ
íàä F3 ïîëèíîìîâ ñòåïåíè d è äëÿ d ≤ 3 ñîñòàâüòå èõ ñïèñîê.
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9 Êîäû èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îøèáêè ïðè ïåðåäà÷å äàííûõ ïî êàíàëó ìîãóò âîçíèêíóòü ïî ñàìûì ðàçíûì
ïðè÷èíàì. Äëÿ çàùèòû îò îøèáîê ìû ìîæåì êîäèðîâàòü ïîñûëàåìóþ èíôîð-
ìàöèþ è äåêîäèðîâàòü åå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü âåðîÿòíîñòü
èñïðàâëåíèÿ èëè ïî êðàéíåé ìåðå îáíàðóæåíèÿ òàêèõ îøèáîê.

Èñòîðèÿ êîäèðîâàíèÿ, êîíòðîëèðóþùåãî îøèáêè, íà÷àëîñü â 1948 ãîäó ïóá-
ëèêàöèåé ñòàòüè Êëîäà Øåííîíà1. Ñîãëàñíî ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðåìå Øåííî-
íà çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ äëèíû ýëåìåíòàðíûõ ñîîáùåíèé ìîæíî óñòðàíèòü âëèÿ-
íèå ïîìåõ.

Öåëü ïðèìåíåíèÿ êîäîâ èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè � ïåðåäàâàòü èçáûòî÷íóþ
èíôîðìàöèþ òàê, ÷òîáû ïðè âîçíèêíîâåíèè â ïîëó÷åííîì ñîîáùåíèè íåáîëü-
øîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà îøèáîê òèïà çàìåùåíèÿ ðàçðÿäà (îäíîé, äâóõ,
òðåõ,...) èíôîðìàöèÿ ìîãëà áûòü âîññòàíîâëåíà. Ïåðâûé òàêîé êîä áûë ðàç-
ðàáîòàí Õåììèíãîì2 â 1950 ãîäó.

9.1 Êîäû Õåììèíãà

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì (n, k)-êîäîì C ëþáîå k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn íàä ïîëåì F2.

Áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñåáå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Vn êàê ìíîæåñòâî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö äëèíû n.

Ëþáîé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà Vn, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïåðåäàí íàçûâà-
åòñÿ êîäîâûì ñëîâîì.

Òàê êàê êîäîâûå ñëîâà ïåðåäàþòñÿ ïî çàøóìëåííîìó êàíàëó, áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ëþáîé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà Vn. Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ
íåêîòîðîãî âåêòîðà ïîëüçîâàòåëü äîëæåí ðåøèòü, â êàêîå èç êîäîâûõ ñëîâ åãî
äåêîäèðîâàòü.

Îïðåäåëåíèå. Ðàññòîÿíèåì ïî Õåììèíãó d(u, v) ìåæäó äâóìÿ äâîè÷íû-
ìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè u è v äëèíû n íàçûâàåòñÿ ÷èñëî êîîðäèíàò k, â
êîòîðûõ îíè ðàçëè÷àþòñÿ.

Òåîðåìà 9.1.1 Ðàññòîÿíèå Õåììèíãà d(u, v) ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà ïðî-
ñòðàíñòâå Vn, ò. å. äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ u1, u2, u3 ∈ Vn âûïîëíåíî:

a) d(u1, u2) ≥ 0, d(u1, u2) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
u1 = u2;

b) d(u1, u2) = d(u2, u1);
c) d(u1, u3) ≤ d(u1, u2) + d(u2, u3) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

1Êëîä Ýëâóä Øåííîí � àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê (1916-2001).
2Ðè÷àðä Âåñëè Õåììèíã � àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê (1915-1998).
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Äîêàçàòåëüñòâî. a) Ðàññòîÿíèå Õåììèíãà îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîëè÷åñòâî
êîîðäèíàò k, â êîòîðûõ âåêòîðû îòëè÷àþòñÿ. Îíî íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëü-
íûì.

Ðàññòîÿíèå Õåììèíãà d(u1, u2) ðàâíî íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êî-
ëè÷åñòâî êîîðäèíàò, â êîòîðûõ âåêòîðû u1 è u2 îòëè÷àþòñÿ ðàâíî íóëþ.

b) Êîëè÷åñòâî êîîðäèíàò, â êîòîðûõ âåêòîðû u1 è u2 îòëè÷àþòñÿ íå çàâèñèò
îò òîãî, êàêîé âåêòîð ðàññìàòðèâàòü ïåðâûì, à êàêîé âòîðûì.

c) Ïóñòü dk(u1, u2), k = 1, ..., n ðàâíî íóëþ, åñëè k-ûå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
u1 è u2 ñîâïàäàþò è ðàâíî åäèíèöå, åñëè k-ûå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ u1 è u2
îòëè÷àþòñÿ. Òîãäà

d(u1, u2) =
n∑

k=1

dk(u1, u2).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà c) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî òðåóãîëü-
íèêà äëÿ âåëè÷èí dk(u1, u2), k = 1, ..., n.

Ïóñòü k-àÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà us, s = 1, 2, 3 ðàâíà xs.
Åñëè x1 = x3, òî dk(u1, u3) = 0 è ñâîéñòâî c) � âûïîëíåíî.
Åñëè x1 ̸= x3, òî dk(u1, u3) = 1, dk(u1, u2) + dk(u2, u3) = 1 è ñâîéñòâî c) �

âûïîëíåíî. �

Îïðåäåëåíèå. Âåñ Õåììèíãà w(u), u ∈ Vn � ýòî êîëè÷åñòâî îòëè÷íûõ
îò íóëÿ êîîðäèíàò âåêòîðà u. Î÷åâèäíî, ÷òî

w(u) = d(u, 0).

Ïðåäëîæåíèå 9.1.1 Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ u, v ∈ Vn âûïîëíåíû ñîîòíîøå-
íèÿ:

a) w(u) ≥ 0, w(u) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u = 0;
b) w(v) = d(u, u+ v);
c) w(u+ v) ≤ w(u) + w(v).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî a) ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ñâîéñòâà a) òåî-
ðåìû 9.1.1.

b) Êîëè÷åñòâî êîîðäèíàò, â êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ âåêòîðû u u+ v ñîâïàäàåò
ñ êîëè÷åñòâîì íåíóëåâûõ êîîðäèíàò âåêòîðà v.

c) Ðàññìîòðèì âåêòîðû 0, u, u + v. Èç ñâîéñòâà c) òåîðåìû 9.1.1 ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî

w(u+ v) = d(0, u+ v) ≤ d(0, u) + d(u, u+ v) = w(u) + w(v).

�
Îïðåäåëåíèå. Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå

dmin = min
ui, uj ∈ C,
ui ̸= uj

d(ui, uj)
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ìåæäó ðàçëè÷íûìè êîäîâûìè ñëîâàìè äâîè÷íîãî êîäà C íàçûâàåòñÿ êîäîâûì
ðàññòîÿíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 9.1.2 Êîäîâîå ðàññòîÿíèå äâîè÷íîãî êîäà ðàâíî
íàèìåíüøåìó âåñó íåíóëåâûõ êîäîâûõ ñëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ïóíêòà b) ïðåäëîæåíèÿ 9.1.1. �

Òåîðåìà 9.1.2 1. Äâîè÷íûé êîä C ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì dmin ìîæåò
èñïðàâëÿòü âñå êîìáèíàöèè íå áîëåå t îøèáîê òèïà çàìåùåíèÿ êîîðäèíàòû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà dmin ≥ 2t+ 1.

2. Åñëè dmin ≥ 2t + 2, òî êîä èñïðàâëÿåò êîìáèíàöèè íå áîëåå t îøèáîê
òèïà çàìåùåíèÿ êîîðäèíàòû è îáíàðóæèâàåò t+ 1 îøèáêó.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Åñëè u � ïåðåäàííîå êîäîâîå ñëîâî, v � ïîëó÷åííûé
âåêòîð ñ t′ ≤ t îøèáêàìè, òî d(u, v) = t′. Ïóñòü u′ � êîäîâîå ñëîâî îòëè÷íîå îò
u. Òîãäà

d(u′, v) ≥ d(u′, u)− d(v, u) ≥ 2t+ 1− t = t+ 1 > t ≥ t′ = d(u, v).

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà.
Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî âåêòîð v áóäåò äåêîäèðîâàí â êî-

äîâîå ñëîâî u, ÷òî è îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü èñïðàâëåíèÿ t è ìåíåå îøèáîê.
2. Èç ïóíêòà îäèí ñëåäóåò âîçìîæíîñòü èñïðàâëÿòü âñå êîìáèíàöèè íå áîëåå

t îøèáîê òèïà çàìåùåíèÿ êîîðäèíàòû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîèçîøëà t+1 îøèá-
êà. Òîãäà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
d(u′, v) ≥ d(u, v), êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî t + 1 îøèáêà èñïðàâëÿåòñÿ, ëè-
áî îáíàðóæèâàåòñÿ ïðè d(u′, v) = d(u, v) äëÿ íåêîòîðîãî u′. �

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëÿâàåò âåðõíþþ ãðàíèöó äëÿ ÷èñëà êîäîâûõ
ñëîâ äëÿ (n, k) êîäà ñ çàäàííûì êîäîâûì ðàññòîÿíèåì.

Òåîðåìà 9.1.3 Åñëè äâîè÷íûé êîä C, èìåþùèé s êîäîâûõ ñëîâ äëèíû n,
ìîæåò èñïðàâëÿòü âñå êîìáèíàöèè t èëè ìåíåå îøèáîê, òî

s ≤ 2n∑n
i=0C

i
n

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u1, u2, ..., us � êîäîâûå ñëîâà äëèíû n â C. Äëÿ
êàæäîãî êîäîâîãî ñëîâà ðàññìîòðèì øàð

St(ui) = {x | x ∈ Vn, d(x, ui) ≤ t}

ðàäèóñà t ñ öåíòðîì â ui.
Òàê êàê êîä èñïðàâëÿåò âñå êîìáèíàöèè t èëè ìåíåå îøèáîê, øàðû íå ïåðå-

ñåêàþòñÿ. Øàð ñ öåíòðîì ui ñîäåðæèò âñå âåêòîðû, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò ui
â 0,1,2,...,t êîîðäèíàòàõ.
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Òîãäà

| St(ui) |= 1 + n+ C2
n + ...+ Ct

n =
t∑

i=0

Ct
n.

Ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî äëÿ ÷èñëà ñëîâ âñåõ øàðîâ s
∑t

i=0C
t
n ≤ 2n, êîòîðîå äî-

êàçûâàåò èñêîìîå óòâåðæäåíèå. �
Íàçîâåì ñêîðîñòüþ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè êîäà îòíîøåíèå k

n .
Òåîðåìà 9.1.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè êîä èñïðàâëÿåò ìíîãî îøèáîê, òî êîäî-

âîå ðàññòîÿíèå äîëæíî áûòü êàê ìîæíî áîëüøå. Èç òåîðåìû 9.1.3 è òðåáîâàíèÿ
èìåòü áîëüøîå êîäîâîå ðàññòîÿíèå ñëåäóåò, ÷òî êîäîâûõ ñëîâ äîëæíî áûòü ìà-
ëî. Äëÿ áîëüøîé ñêîðîñòè ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè õîðîøî èìåòü ìíîãî êîäîâûõ
ñëîâ. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî êîäîâûõ ñëîâ âåäåò ê ñíèæåíèþ ñêîðîñòè äåêîäèðî-
âàíèÿ (íàäî èñêàòü ðàññòîÿíèå îò ïîëó÷åííîãî âåêòîðà äî êàæäîãî êîäîâîãî
ñëîâà).

Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî òðåáîâàíèÿ èñïðàâëåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà
îøèáîê è âûñîêîé ñêîðîñòè äåêîäèðîâàíèÿ âñòóïàþò â ïðîòèâîðå÷èå ñ òðåáî-
âàíèåì áîëüøîé ñêîðîñòè ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè. Ïðèõîäèòñÿ èäòè íà êîìïðî-
ìèññ: èñïðàâëåíèå îäíîé (êàê ïðàâèëî) îøèáêè ïðè íåêîòîðîé ñêîðîñòè ïåðå-
äà÷è èíôîðìàöèè.

Óïðàæíåíèÿ

1. Äâîè÷íûé êîä C äëèíû n ñîñòîèò èç êîäîâûõ ñëîâ

u0 = (0, ..., 0), u1 = (1, ..., 1).

Íàéòè êîäîâîå ðàññòîÿíèå. Ïðè êàêîì n êîä èñïðàâëÿåò âñå êîìáèíàöèè
íå áîëåå äâóõ îøèáîê ïðè íàèáîëüøåé ñêîðîñòè ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè?
Îïèøèòå ïðîöåäóðó äåêîäèðîâàíèÿ.

2. Äàí äâîè÷íûé êîä, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ u0 = (0, 0, 0, 0, 0),
u1 = (1, 0, 0, 1, 1), u2 = (1, 1, 1, 0, 0), u3 = (0, 1, 1, 1, 1).

Êàêîâà ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà êîäîâûõ ñëîâ? Ñêîëüêî îøèáîê ìî-
æåò èñïðàâëÿòü äàííûé êîä? Êàêîâà ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè?

3. Ïîñòðîéòå êîä, ñîñòîÿùèé èç âîñüìè ñëîâ äëèíû 7, òàêîé, ÷òî åãî êîäîâîå
ðàññòîÿíèå ðàâíî 4. Êàêîâà ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà êîäîâûõ ñëîâ?
Ñêîëüêî îøèáîê ìîæåò èñïðàâëÿòü äàííûé êîä? Êàêîâà ñêîðîñòü ïåðåäà-
÷è èíôîðìàöèè?

4. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñëîâ ñîäåðæèò êîä äëèíû 8 ñ êîäîâûì
ðàññòîÿíèåì 5? Ïîñòðîéòå òàêîé êîä. Êàêîâà ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàí-
ñòâà êîäîâûõ ñëîâ? Ñêîëüêî îøèáîê ìîæåò èñïðàâëÿòü äàííûé êîä? Êà-
êîâà ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè?
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5. Êàêóþ äëèíó äîëæíû èìåòü êîäîâûå ñëîâà, ÷òîáû êîä ñ êîäîâûì ðàñ-
ñòîÿíèåì 5 ñîäåðæàë âîñåìü êîäîâûõ ñëîâ? Ïîñòðîéòå òàêîé êîä. Êàêîâà
ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà êîäîâûõ ñëîâ? Ñêîëüêî îøèáîê ìîæåò èñ-
ïðàâëÿòü äàííûé êîä? Êàêîâà ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè?
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9.2 Ïðîâåðî÷íàÿ è ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöû ëèíåéíîãî

êîäà

Êàê ìû óæå ãîâîðèëè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ñêîðîñòü äåêîäèðîâàíèÿ çàâèñèò
îò ÷èñëà êîäîâûõ ñëîâ: ÷åì áîëüøå êîäîâûõ ñëîâ òåì íèæå ñêîðîñòü äåêîäèðî-
âàíèÿ. Êðîìå òîãî ïðè ðàçìåðíîñòè êîäà k (íàïîìíèì, ÷òî êîä ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì Vn) â ïàìÿòè êîìïüþòåðà äîëæíî áûòü ñîõðàíåíî 2k êîäîâûõ
ñëîâ.

Äëÿ óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè êîäèðîâàíèÿ, äåêîäèðîâàíèÿ è óìåíüøåíèÿ èñ-
ïîëüçóåìîé îïåðàòèâíîé ïàìÿòè êîìïüþòåðà ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ëèíåéíîé
àëãåáðû.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíûìè íàçûâàþòñÿ êîäû, â êîòîðûõ ïðîâåðî÷íûå áè-
òû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíûå êîìáèíàöèè èíôîðìàöèîííûõ áèòîâ.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïåðåäàòü âåêòîð (m1, ...,mk). Ñîñòàâèì êîäîâîå ñëîâî u èç
èíôîðìàöèîííûõ è ïðîâåðî÷íûõ áèòîâ

u = (m1, ...,mk, c1, ..., cn−k).

Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ïðîâåðî÷íûõ áèòîâ ÷åðåç r = n− k. Çàäàäèì ïðîâå-
ðî÷íûå áèòû ñîîòíîøåíèÿìè

c1 = a11m1 + ...+ a1kmk,
c2 = a21m1 + ...+ a2kmk,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cr = ar1m1 + ...+ arkmk.

(26)

Òàê êàê â ïîëå F2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî −1 = 1 ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ

ai1m1 + ...+ aikmk + ci = 0, i = 1, 2, ..., r. (27)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Er åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà r × r. Ïóñòü

A =


a11...a1k
a21...a2k
. . . . . . .
ar1...ark

−

ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ñîîòíîøåíèé (26) ïîðÿäêà r × k,

H = (A | Er)−

ìàòðèöà ïîðÿäêà r × n, ñîñòàâëåííàÿ èç ìàòðèö A è Er. Íàçîâåì ìàòðèöó H
ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé ëèíåéíîãî êîäà.
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Çàïèøåì â ìàòðè÷íîì âèäå ñîîòíîøåíèÿ (27). Ïóñòü

v = (m1, ...,mk, c1, ..., cr).

Òîãäà óðàâíåíèå
HvT = 0 èëè vHT = 0 (28)

íàçûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì.
×åðåç HT ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìàòðèöó, òðàíñïîíèðîâàííóþ ê ìàòðèöå H.
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö A è B, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíî

ïðîèçâåäåíèå AB, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (AB)T = BTAT .
Èç ðàâíîñèëüíîñòè ïðîâåðî÷íîãî óðàâíåíèÿ (28) ñîîòíîøåíèÿì (27) ñëåäóåò,

÷òî âåêòîð v ∈ Vn ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì ñëîâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí
óäîâëåòâîðÿåò ïðîâåðî÷íîìó óðàâíåíèþ (28).

Äëÿ êîäèðîâàíèÿ èíôîðìàöèè âûáåðåì áàçèñ g1, ..., gk ïîäïðî-
ñòðàíñòâà C êîäîâûõ ñëîâ. Íàçîâåì ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé G êîäà C ìàò-
ðèöó, ñòðîêè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðîâ g1, ..., gk â ñòàíäàðòíîì
áàçèñå Vn (îäíà èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ðàâíà 1, îñòàëüíûå
0).

Âåêòîðû g1, ..., gk ÿâëÿþòñÿ êîäîâûìè ñëîâàìè. Ñëåäîâàòåëüíî,
îíè óäîâëåòâîðÿþò ïðîâåðî÷íîìó óðàâíåíèþ (28):

giH
T = 0, i = 1, ..., k ⇒ GHT = 0.

Ïðèìåð. Ïóñòü n = 7, k = 4 è ïðîâåðî÷íûå áèòû çàäàíû ñîîòíîøåíèÿìè:

c1 = m1 +m2 +m3,
c2 = m1 +m2 + m4,
c3 = m1 + m3 +m4.

Ïîëó÷àåì ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó

H =

 1 1 1 0 1 0 0
1 1 0 1 0 1 0
1 0 1 1 0 0 1

 .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû ìîæíî íàéòè ôóíäàìåíòàëüíûé íà-
áîð ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (28).

Îäíà èç ïîðîæäàþùèõ ìàòðèö (ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà íàõîäèòñÿ íåîäíî-
çíà÷íî) èìååò âèä

G =


1 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 1 0
0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 1 0 1 1

 .
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Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìû âåêòîðîâ U è V íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè èõ ëèíåéíûå îáîëî÷êè ñîâïàäàþò (îíè ïîðîæäàþò îäèíàêîâûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà).

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé íàä âåêòîðàìè ñè-
ñòåìû (óìíîæåíèÿ ëþáîãî âåêòîðà íà íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ, ïðèáàâëåíèÿ ê
ëþáîìó âåêòîðó ëþáîãî äðóãîãî, óìíîæåííîãî íà ýëåìåíò ïîëÿ) îíà ïåðåõîäèò
â ýêâèâàëåíòíóþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäèò â ïîðîæäàþ-
ùóþ ïðè âûïîëíåíèè ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê.

Èç âñåõ âîçìîæíûõ ïîðîæäàþùèõ ìàòðèö íàñ áîëüøå âñåãî èíòåðåñóåò ïî-
ðîæäàþùàÿ ìàòðèöà âèäà

G =


1 0 0 ... 0 p11 ... p1,n−k

0 1 0 ... 0 p21 ... p2,n−k

. . . ... . . . . ... . . . . .
0 0 0 ... 1 pk1 ... pk,n−k

 . (29)

Òàêóþ ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó ìîæíî íàéòè íå äëÿ âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ Vn
íàä F2.

Ïðèìåð. Ïóñòü ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà G = (0, 1, 1, ..., 1) ñîñòîèò èç îäíîé
ñòðîêè. Ó ðàññìîòðåííîãî êîäà íå ñóùåñòâóåò ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû âèäà (29).

Îòìåòèì, ÷òî òàêîé êîä íèêîìó íå ïðèäåò â ãîëîâó èñïîëüçîâàòü � ó âñåõ
êîäîâûõ ñëîâ ïåðâûé áèò íóëåâîé, ÷òî ñíèæàåò ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè.

Ó êàæäîãî åñòåñòâåííîãî êîäà (êàæäûé áèò ìîæåò áûòü íåíóëåâûì äëÿ
íåêîòîðîãî êîäîâîãî ñëîâà) ñóùåñòâóåò ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà âèäà (29).

Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî äâîè÷íûé êîä ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì, åñ-
ëè â êàæäîì êîäîâîì ñëîâå ïåðâûå k áèòîâ èíôîðìàöèîííûå, à îñòàëüíûå
ïðîâåðî÷íûå.

Ïóñòü m = (m1, ...,mk) è ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà èìååò âèä (29). Òîãäà
ïåðåäàâàåìîå êîäîâîå ñëîâî u ðàâíî

u = m


1 0 0 ... 0 p11 ... p1,n−k

0 1 0 ... 0 p21 ... p2,n−k

. . . ... . . . . ... . . . . .
0 0 0 ... 1 pk1 ... pk,n−k

 = (m1, ...,mk, c1, ..., cr),

ãäå c1, ..., cr � ïðîâåðî÷íûå áèòû.
Ìû çàìåòèëè, ÷òî äëÿ êîäèðîâàíèÿ óïîðÿäî÷åííîãî êîäà, ìîæíî ïðèìåíèòü

ôîðìóëó u = mG.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò êàê ñâÿçàíû ïðîâåðî÷íàÿ è ïîðîæäàþùàÿ

ìàòðèöû óïîðÿäî÷åííîãî êîäà.
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Òåîðåìà 9.2.1 Ïóñòü óïîðÿäî÷åííûé äâîè÷íûé (n, k)-êîä C èìååò ïîðîæ-
äàþùóþ ìàòðèöó G = (Ek | P ), ãäå P � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà
k× (n− k). Òîãäà ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà H êîäà C èìååò âèä H = (P T | En−k)
è íàîáîðîò.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà G ðàâíà

G =


1 0 0 ... 0 p11 ... p1,n−k

0 1 0 ... 0 p21 ... p2,n−k

. . . ... . . . . ... . . . . .
0 0 0 ... 1 pk1 ... pk,n−k

 ,

m = (m1, ...,mk) � ïåðåäàâàåìûé âåêòîð, c = (c1, ..., cr) � âåêòîð ïðîâåðî÷íûõ
áèòîâ.

Òîãäà èç ôîðìóëû êîäèðîâàíèÿ u = mG ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ ïðîâåðî÷íûõ áèòîâ

ci = p1im1 + p2im2 + ...+ pk,imk, i = 1, 2, ..., r(r = n− k). (30)

2. Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà H èìååò âèä

H =


p11 p21 ... pk1 1 0 0 ... 0
p12 p22 ... pk2 0 1 0 ... 0
... ... ... ... . . . ... .

p1,n−k p2,n−k ... pk,n−k 0 0 0 ... 1

 .

Èç ïðîâåðî÷íîãî óðàâíåíèÿ (28) ïîëó÷àåì

H

(
mT

cT

)
= 0.

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðîâåðî÷íûõ áèòîâ

p1im1 + p2im2 + ...+ pk,imk + ci = 0, i = 1, 2, ..., r. (31)

Îñòàëîñü îòìåòèòü, ÷òî íàä ïîëåì F2 ñîîòíîøåíèÿ (30) è (31) ýêâèâàëåíòíû.
�

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 9.2.2 Êîä C ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé H èìååò êîäîâîå ðàññòî-
ÿíèå w òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîå ìíîæåñòâî èç w − 1 ñòîëáöîâ
ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû H ëèíåéíî íåçàâèñèìî è íàéäóòñÿ w ëèíåéíî çàâèñè-
ìûõ ñòîëáöîâ H.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáîå êîäîâîå ñëîâî u êîäà C, óäîâëåòâîðÿåò ïðîâåðî÷-
íîìó óðàâíåíèþ (28): HuT = 0.

Åñëè âåêòîð u èìååò ðîâíî t åäèíè÷íûõ êîîðäèíàò, òî â ìàòðèöå H åñòü t
ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñòîëáöîâ.

Ïîäñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ìàòðèöå H ëèíåéíî íåçàâèñèìî ëþáîå ìíîæåñòâî èç w − 1
è ìåíüøåãî ÷èñëà ñòîëáöîâ. Ïîýòîìó íàèìåíüøèé âåñ êîäîâûõ ñëîâ êîäà C
áîëüøå w − 1.

Èç ñóùåñòâîâàíèÿ w ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñòîëáöîâ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû H
ñëåäóåò ðàâåíñòâî w íàèìåíüøåãî âåñà íåíóëåâûõ êîäîâûõ ñëîâ.

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 9.1.2. �
Ïðèìåð. Ïðèâåäåì ïðèìåð êîäà C, èñïðàâëÿþùåãî îäíó îøèáêó. Ïóñòü

äëèíà êîäîâûõ ñëîâ

n = 2m − 1, k = 2m −m− 1, r = n− k = 2m − 1− (2m −m− 1) = m,

ãäå m ≥ 2 � íàòóðàëüíîå.
Òîãäà ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà H èìååò ïîðÿäîê m× (2m − 1). Ñîñòàâèì ïðî-

âåðî÷íóþ ìàòðèöó èç âñåõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ m-ìåðíîãî àðèôìåòè-
÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F2.

Âñå ñòîëáöû ìàòðèöû H íåíóëåâûå, ïîïàðíî ðàçëè÷íû, åñòü 3 ëèíåéíî çàâè-
ñèìûõ ñòîëáöà. Ñîãëàñíî òåîðåìå 9.2.2, êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäà C ðàâíî òðåì
è îí èñïðàâëÿåò îäíó îøèáêó.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü H � ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà äâîè÷íîãî
(n, k)-êîäà. Åñëè v � ïîëó÷åííûé âåêòîð, òî âåêòîð-ñòîëáåö
s = HvT , ñîäåðæàùèé n− k ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ñèíäðîìîì âåêòîðà v.

Èç ïðîâåðî÷íîãî óðàâíåíèÿ (28) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì ñëî-
âîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ñèíäðîì ðàâåí íóëþ.

Îïèøåì ïðîöåññ äåêîäèðîâàíèÿ. Ïóñòü u � ïåðåäàííîå êîäîâîå ñëîâî, v �
ïîëó÷åííûé âåêòîð, à e = v − u = v + u � âåêòîð îøèáîê. Òîãäà

s = HvT = H(u+ e)T = H(uT + eT ) = HeT .

Åñëè ïðîèçîøëà îäíà îøèáêà, òî âåêòîð e ñîäåðæèò òîëüêî îäíó åäèíè÷íóþ
k-óþ êîîðäèíàòó, åñëè k-ûå êîîðäèíàòû u è v îòëè÷àþòñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèíäðîì s ñîâïàäàåò ñ k-ûì ñòîëáöîì ìàòðèöû H. Â ñëó-
÷àå, êîãäà êîä èñïðàâëÿåò îäíó îøèáêó åãî êîäîâîå ðàññòîÿíèå áîëüøå äâóõ
è ëþáûå äâà ñòîëáöà ìàòðèöû H îòëè÷àþòñÿ, ñîãëàñíî òåîðåìå 9.2.2. Â ýòîì
ñëó÷àå íîìåð êîîðäèíàòû, â êîòîðîé ïðîèçîøëà îøèáêà íàõîäèòñÿ ïî ñèíäðîìó
îäíîçíà÷íî.

Ðàçáåðåì ðåøåíèå òèïîâîé çàäà÷è.
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Çàäà÷à. Ïóñòü

G =


1 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1

−

ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà äâîè÷íîãî êîäà.
1. Íàéòè ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó.
2. Íàéòè äëèíó êîäîâûõ ñëîâ è ðàçìåðíîñòü èõ ïîäïðîñòðàíñòâà. Êàêîâà

ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè?
3. Êàêîâî åãî êîäîâîå ðàññòîÿíèå?
4. Ñêîëüêî îøèáîê èñïðàâëÿåò äàííûé êîä?
5. Çàêîäèðîâàòü ñîîáùåíèå m = (1, 0, 1, 0).
6. Ðàñêîäèðîâàòü ñîîáùåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðè ïåðåäà÷å ïðîèçîøëî

íå áîëåå îäíîé îøèáêè:
à) v = (0, 0, 1, 0, 0, 1, 1); á) v = (1, 1, 0, 0, 0, 1, 0).
Ðåøåíèå. 1. Íàéäåì ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 9.2.1

H =

 1 1 0 1 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 0 0 1

 .

2. Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà èìååò ïîðÿäîê 4 × 7. Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíà êî-
äîâûõ ñëîâ ðàâíà 7, ïîäïðîñòðàíñòâî êîäîâûõ ñëîâ èìååò ðàçìåðíîñòü 4 è ìû
èçó÷àåì (7, 4)-êîä. Ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ðàâíà 4/7.

3. Òàê êàê âñå ñòîëáöû ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû íåíóëåâûå, ïîïàðíî ðàçëè÷íû
è åñòü ïðè ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñòîëáöà (íàïðèìåð, ïåðâûé, ïÿòûé è øåñòîé),
òî ñîãëàñíî òåîðåìå 9.2.2 êîäîâîå ðàññòîÿíèå ðàâíî 3.

4. Ñîãëàñíî òåîðåìå 9.1.2, òàê êàê 3 ≥ 2 ·1+1, êîä èñïðàâëÿåò îäíó îøèáêó.
5. Ïî ôîðìóëå u = mG = (1, 0, 1, 0, 1, 0, 1).
6. à) Ñèíäðîì ðàâåí s = HvT = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîáùåíèå u ÿâëÿåòñÿ

êîäîâûì ñëîâîì è ïåðåäàíî áåç îøèáîê.

á) Ñèíäðîì ðàâåí s = HvT =

 0
0
1

 . Îí ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíèì ñòîëáöîì

ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, îøèáêà ïðîèçîøëà â 7-îì áèòå è áûëî
ïåðåäàíî ñîîáùåíèå u = (1, 1, 0, 0, 0, 1, 1).
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Óïðàæíåíèÿ

1. Ïóñòü

G =

(
1 0 1 1 1
0 1 0 1 1

)
−

ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà äâîè÷íîãî êîäà. Íàéòè: äëèíó êîäîâûõ ñëîâ è
ðàçìåðíîñòü èõ ïîäïðîñòðàíñòâà; ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè; ïðîâå-
ðî÷íóþ ìàòðèöó; êîäîâîå ðàññòîÿíèå; êîëè÷åñòâî èñïðàâëÿåìûõ îøèáîê.
Çàêîäèðîâàòü ñîîáùåíèå u = (1, 0). Ðàñêîäèðîâàòü ñîîáùåíèÿ â ïðåäïî-
ëîæåíèè, ÷òî ïðè ïåðåäà÷å ïðîèçîøëî íå áîëåå îäíîé îøèáêè: à) v =
(0, 1, 0, 1, 1);
á) v = (1, 0, 1, 1, 0).

2. Ïóñòü

H =

 1 1 1 0 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1

−

ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà äâîè÷íîãî êîäà. Íàéòè: äëèíó êîäîâûõ ñëîâ è ðàç-
ìåðíîñòü èõ ïîäïðîñòðàíñòâà; ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè; ïîðîæäà-
þùóþ ìàòðèöó; êîäîâîå ðàññòîÿíèå; êîëè÷åñòâî èñïðàâëÿåìûõ îøèáîê.
Çàêîäèðîâàòü ñîîáùåíèå
u = (0, 1, 1, 0). Ðàñêîäèðîâàòü ñîîáùåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðè ïåðå-
äà÷å ïðîèçîøëî íå áîëåå îäíîé îøèáêè:
à) v = (0, 1, 0, 0, 1, 0, 1); á) v = (0, 1, 0, 0, 0, 1, 0).

3. Ïóñòü

H =


1 0 1 1 1 0 0 0
0 1 1 1 0 1 0 0
1 1 1 0 0 0 1 0
1 1 0 1 0 0 0 1

−

ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà äâîè÷íîãî êîäà. Íàéòè: äëèíó êîäîâûõ ñëîâ è ðàç-
ìåðíîñòü èõ ïîäïðîñòðàíñòâà; ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè; ïîðîæäà-
þùóþ ìàòðèöó; êîäîâîå ðàññòîÿíèå; êîëè÷åñòâî èñïðàâëÿåìûõ îøèáîê.
Çàêîäèðîâàòü ñîîáùåíèå
u = (0, 1, 0, 1). Ðàñêîäèðîâàòü ñîîáùåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðè ïåðå-
äà÷å ïðîèçîøëî íå áîëåå äâóõ îøèáîê:
à) v = (0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0); á) v = (1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0);
â) v = (0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1).
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9.3 Öèêëè÷åñêèå êîäû

Öèêëè÷åñêèå êîäû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîäìíîæåñòâî êîäîâ Õåì-
ìèíãà.

Äëÿ óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè è êîëè÷åñòâà èñïðàâëÿå-
ìûõ îøèáîê èñïîëüçóåòñÿ ðåàëèçàöèÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn íàä ïîëåì
F2 êàê ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ îãðàíè÷åííîé ñòåïåíè.

À. Õîêâèíãåì (1959 ã.)1, Ð. Ê. Áîóç2 è Ä. Ê. Ðîé-×îóäõóðè (1960 ã.)3 íà-
øëè áîëüøîé êëàññ êîäîâ, îáåñïå÷èâàþùèé ïðîèçâîëüíîå ìèíèìàëüíîå êîäî-
âîå ðàññòîÿíèå dmin ≥ 5. Îíè ïîëó÷èëè íàçâàíèå Á×Õ êîäîâ (Áîóçà-×îóäõóðè-
Õîêâèíãåìà) è ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå èçâåñòíûì ïîäêëàññîì öèêëè÷åñêèõ êîäîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäïðîñòðàíñòâî C âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn íàä ïî-
ëåì F2 íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì ïîäïðîñòðàíñòâîì èëè öèêëè÷åñêèì êîäîì,
åñëè äëÿ êàæäîãî âåêòîðà v = (vn−1, vn−2, ..., v0) êîäà C âåêòîð
v′ = (vn−2, ..., v0, vn−1), ïîëó÷åííûé èç v öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì, òàêæå ïðè-
íàäëåæèò C.

Áóäåì ðåàëèçîâûâàòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Vn íàä ïîëåì F2 êàê ôàêòîð-
àëãåáðó F2[x]/f(x)F2[x] = F2[x]f(x), ãäå f(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Â êà÷åñòâå
ïðåäñòàâèòåëåé ñìåæíûõ êëàññîâ àëãåáðû F2[x]f(x) ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Tn
� âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ êîëüöà F2[x], ñòåïåíè íå âûøå n− 1, âêëþ÷àþùåå íóëåâîé
ìíîãî÷ëåí.

Ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ Tn ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä F2 ðàç-
ìåðíîñòè n. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà Tn çàäàíî óìíîæåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ t(x), s(x) ∈ Tn ÿâëÿåòñÿ îñòàòîê îò äåëåíèÿ
t(x)s(x) íà f(x). Ìíîæåñòâî Tn ñ åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà íà íåì è çàäàííîé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, èçîìîðôíîé
àëãåáðå F2[x]f(x).

Òåîðèÿ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ îñíîâàíà íà ñëåäóþùåé âàæíîé òåîðåìå.

Òåîðåìà 9.3.1 Ïóñòü F � ïîëå. Ïîäïðîñòðàíñòâî I ôàêòîð-àë-
ãåáðû F [x]xn−1 ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
I � èäåàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ

x(an−1x
n−1 + ...+ a0) = an−1(x

n − 1) + an−2x
n−1 + ...+ a0x+ an−1,

ãäå an−1, ..., a0 ∈ F2 � ïðîèçâîëüíûå.

1À. Õîêâèíãåì � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê.
2Ð. Ê. Áîóç � àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê.
3Ä. Ê. Ðîé-×îóäõóðè � àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê.
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Â àëãåáðå Tn îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà x
n − 1 ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

x(an−1x
n−1 + ...+ a0) = an−2x

n−1 + ...+ a0x+ an−1. (32)

1. Ïóñòü C � öèêëè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî Tn, v ∈ C. Èç ôîðìóëû (32)
ñëåäóåò, ÷òî xv, x2v, ..., xn−1v ∈ C.

Òîãäà (cn−1x
n−1 + ...+ c0)v ∈ C, ãäå cn−1, ..., c0 ∈ F2 � ïðîèçâîëüíûå. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ìíîæåñòâî C ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì àëãåáðû Tn. Èç èçîìîðôèçìà àëãåáð
Tn è F2[x]xn−1 âûòåêàåò, ÷òî öèêëè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî àëãåáðû F2[x]xn−1

ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì.
2. Ïóñòü ìíîæåñòâî C ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì àëãåáðû Tn. Èç òîãî, ÷òî v ∈ C

ñëåäóåò, ÷òî xv ∈ C. Èç ôîðìóëû (32) âûòåêàåò, ÷òî C öèêëè÷åñêîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Tn. Äàëüøå òàê æå, êàê â 1, ïðèìåíÿåòñÿ èçîìîðôèçì àëãåáð Tn è
F2[x]xn−1. �

Íàïîìíèì ñëåäóþùóþ âàæíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 9.3.2 ([4]) Ëþáîé èäåàë I êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì F ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ êðàòíûõ íåêîòîðîìó ìíîãî÷ëåíó
I = f(x)F [x], f(x) ∈ F [x].

Òåîðåìà 9.3.2 óòâåðæäàåò, ÷òî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé íàä
ïîëåì ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ.

Ñëåäñòâèå 9.3.1 Ïóñòü f(x) ∈ F [x] � íåíóëåâîé, F � ïîëå. Àëãåáðà F [x]f(x)
ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ (ýëåìåíòû ëþáîãî èäåàëà êðàòíû íåêîòî-
ðîìó [g(x)], g(x) ∈ F [x]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ : K → H � ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì êîëåö,
K � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ. Ïîêàæåì, ÷òî H òîæå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ
èäåàëîâ.

Ïóñòü Ī � èäåàë êîëüöà H. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I ïîëíûé ïðîîáðàç Ī. Òîãäà
ìíîæåñòâî I ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì êîëüöà K. Ñëåäîâàòåëüíî, â K ñóùåñòâóåò ýëå-
ìåíò a òàêîé, ÷òî I = {ra | r ∈ K}.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò s ∈ Ī. Òîãäà s = φ(t), t ∈ K.
Ñóùåñòâóåò ýëåìåíò r ∈ K òàêîé, ÷òî t = ra. Òîãäà

s = φ(ra) = φ(r)φ(a).

Ñëåäîâàòåëüíî, èäåàë Ī ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì Ī = φ(a)K. �

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü I ▹ K � èäåàë êîëüöà K. Ñêàæåì, ÷òî ýëåìåíò
r ∈ K îðòîãîíàëåí èäåàëó I, åñëè äëÿ âñåõ s ∈ I âûïîëíåíî rs = 0.
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Òåîðåìà 9.3.3 Ðàññìîòðèì ïîëèíîìû f(x), g(x), h(x) ∈ F [x], ãäå F � ïî-
ëå, f(x) = g(x)h(x), f(x) ̸= 0. Òîãäà ýëåìåíò [a(x)] àëãåáðû F [x]f(x) îðòî-
ãîíàëåí èäåàëó I, ïîðîæäåííîìó [h(x)] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [a(x)]
ïðèíàäëåæèò èäåàëó J , ïîðîæäåííîìó [g(x)].

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü [a(x)] ïðèíàäëåæèò èäåàëó J . Òîãäà [a(x)] =
[s(x)][g(x)] äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà s(x).

Ïóñòü [t(x)][h(x)] � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò I. Ïîëó÷èì

[a(x)][t(x)][h(x)] = [s(x)][g(x)][t(x)][h(x)] = [s(x)t(x)g(x)h(x)] =

= [s(x)t(x)f(x)] = f(x)F [x] = [0].

2. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò [a(x)] îðòîãîíàëüíûé èäåàëó I. Òîãäà
[a(x)][h(x)] = [0]. Ñëåäîâàòåëüíî,

a(x)h(x) = t(x)g(x)h(x) ⇒ (a(x)− t(x)g(x))h(x) = 0,

äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà t(x). Òàê êàê êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì ÿâ-
ëÿåòñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè (íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ) [4] è h(x) ̸= 0,
ïîëó÷èì

a(x) = t(x)g(x) ⇒ [a(x)] = [t(x)][g(x)] ⇒ [a(x)] ∈ J.

Ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �

Ðàññìîòðèì ïîëèíîìû xn − 1 = g(x)h(x) íàä ïîëåì F2, ãäå
deg h(x) = k, deg g(x) = r = n − k. Òîãäà dimF2

(F2[x]xn−1) = n. Êàê ìû óæå
ãîâîðèëè âûøå ìíîæåñòâî Tn � âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ êîëüöà F2[x], ñòåïåíè íå âûøå
n− 1, âêëþ÷àþùåå íóëåâîé ìíîãî÷ëåí, èçîìîðôíî ôàêòîð-àëãåáðå F2[x]xn−1.

Áóäåì ñ÷èòàòü ìíîãî÷ëåí g(x) ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì äâîè÷íîãî êî-
äà C. Êîä C ñîñòîèò èç âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn = Tn
êðàòíûõ g(x). Åãî áàçèñ îáðàçóþò ìíîãî÷ëåíû

xk−1g(x), xk−2g(x), ..., xg(x), g(x), dimF2
C = k.

Êîäèðîâàíèå

Ñîîáùåíèå (ak−1, ak−2, ..., a0) ìîæåò áûòü çàêîäèðîâàíî ñ ïîìîùüþ êîäà C
ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ

(ak−1x
k−1 + ak−2x

k−2 + ...+ a0)g(x).

Ïðèìåð. Ïóñòü n = 7, k = 4. Ðàññìîòðèì ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí g(x) =

x3 + x+ 1. Îòìåòèì, ÷òî x7 − 1
... x3 + x+ 1.

Çàêîäèðóåì ñîîáùåíèå m = (0, 1, 0, 1). Ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí

u(x) = (x2 + 1)(x3 + x+ 1) = x5 + x3 + x2 + x3 + x+ 1 = x5 + x2 + x+ 1,
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êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò êîäîâîå ñëîâî u = (0, 1, 0, 0, 1, 1, 1) äëèíû 7.

Ìíîãî÷ëåí h(x) ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðî÷íûì. Èç òåîðåìû 9.3.3 ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî-

÷ëåí t(x) ∈ Tn ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì ñëîâîì òîãäà è òîëüêî êîãäà, êîãäà t(x)h(x)
... xn−

1. Áîëåå ïðîñòîé ïðîâåðêîé ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå äåëèìîñòè t(x)
... g(x).

Äåêîäèðîâàíèå

Ïóñòü ïîëó÷åíî ñîîáùåíèå v äëèíû n. Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå ìíîãî÷ëåíà
v(x) ∈ Tn.

Ðàçäåëèì ìíîãî÷ëåí v(x) ñ îñòàòêîì íà ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí g(x). Ïî-
ëó÷èì v(x) = d(x)g(x) + s(x), ãäå deg s(x) ≤ deg g(x) èëè s(x) = 0.

Îñòàòîê s(x) íàçûâàåòñÿ ñèíäðîìîì ñîîáùåíèÿ v(x). Åñëè
s(x) = 0, òî v(x) � êîäîâîå ñëîâî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áûëî ïåðåäàíî ñîîáùåíèå u(x) è ìíîãî÷ëåí îøèáîê èìååò
âèä e(x) = xi1 + xi2 + ...+ xit. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îøèáêè ïðîèçîøëè â êîýôôè-
öèåíòàõ ìíîãî÷ëåíà u(x) ïðè ñòåïåíÿõ i1, i2, ..., it.

Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî v(x) = u(x)+e(x). Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ñèíäðîìà
èìååì d(x)g(x)+s(x) = u(x)+e(x). Òàê êàê ìíîãî÷ëåí u(x) êðàòåí g(x) ïîëó÷èì

u(x) = d1(x)g(x) ⇒ e(x) = (d(x)− d1(x))g(x) + s(x).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî deg s(x) ≤ deg g(x) èëè s(x) = 0, ñèíäðîì s(x) ïîëó÷åííîãî
ñîîáùåíèÿ v(x) ÿâëÿåòñÿ îñòàòêîì îò äåëåíèÿ e(x) íà g(x).

Åñëè ìíîãî÷ëåí g(x) � íåïðèâîäèì, deg g(x) = m è n = 2m − 1 è
α � ýëåìåíò ïîðÿäêà n â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ F2m ÿâëÿåòñÿ êîð-
íåì g(x), òî êîä ìîæåò èñïðàâëÿòü îäíó îøèáêó è åãî êîäîâîå ðàññòîÿíèå íå
ìåíüøå 3.

Ïîêàæåì êàê â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäèòñÿ äåêîäèðîâàíèå.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé èçîìîðôèçì

F2[x]xn−1/[g(x)]F2[x]xn−1 ≃ F2[x]/g(x)F2[x] ≃ F2[x]g(x)−

ïîëå èç 2m ýëåìåíòîâ (íàïîìíèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí g(x) ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì xn −
1).

Ïóñòü α = [x] = x + g(x)F2[x] ýëåìåíò ïîëÿ F2[x]g(x). Â ïîëå F2[x]g(x) èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî e(α) = s(α). Â ñëó÷àå íàñòóïëåíèÿ îäíîé îøèáêè e(x) = xi.

Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ F2[x]g(x) èìååò ïðîñòîé ïîðÿäîê n, åãî
íååäèíè÷íûé ýëåìåíò α ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì öèêëè÷åñêîé ãðóïïû
(F2[x]

∗
g(x), ·).

Âû÷èñëÿÿ e(α) = αi íàõîäèì îäíî÷ëåí, â êîýôôèöèåíòå êîòîðîãî ïðîèçî-
øëà îøèáêà.

Ïðèìåð. Ïóñòü n = 7, k = 4, g(x) = x3 + x+ 1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áûëî ïîëó÷åíî ñîîáùåíèå v = (0, 1, 0, 0, 0, 1, 0), êîòîðîìó

ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî÷ëåí v(x) = x5 + x. Ïîäåëèâ v(x) ñ îñòàòêîì íà g(x) =
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x3 + x + 1 ïîëó÷èì ñèíäðîì s(x) = x2 + 1. Òàê êàê ñèíäðîì îòëè÷åí îò 0,
ïðîèçîøëà îøèáêà. Äåêîäèðóåì åå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðîèçîøëî íå áîëåå
îäíîé îøèáêè òèïà çàìåùåíèÿ ðàçðÿäà.

Òîãäà e(α) = s(α) = α2 + 1, ãäå α = x + (x3 + x + 1)F2[x]. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
α3 = α+ 1, ïîëó÷èì ðàâåíñòâà

α4 = α · α3 = α(α+ 1) = α2 + α,

α5 = α · α4 = α(α2 + α) = α3 + α2 = α2 + α+ 1,

α6 = α · α5 = α(α2 + α + 1) = α3 + α2 + α = α+ 1 + α2 + α = α2 + 1

èëè
α6 = (α3)2 = (α+ 1)2 = α2 + 1.

Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî s(α) = α6. Ñëåäîâàòåëüíî, îøèáêà ïðîèçîøëà â êîýô-
ôèöèåíòå ïðè x6, áûë ïåðåäàí ìíîãî÷ëåí

u(x) = x6 + x5 + x = (x3 + x2 + x)(x3 + x+ 1),

èíôîðìàöèîííàÿ ÷àñòü ñîîáùåíèÿ èìåëà âèä m = (1, 1, 1, 0).

Êîä, èñïðàâëÿþùèé 2 îøèáêè òèïà çàìåùåíèÿ ðàçðÿäà

Ïóñòü g(x) � ìíîãî÷ëåí èç F2[x], äëÿ êîòîðîãî ýëåìåíòû α è α3 ïîëÿ F2m

ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè, ãäå α � îáðàçóþùèé ýëåìåíò ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû
ïîëÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî öèêëè÷åñêèé êîä äëèíû n = 2m − 1 ñ ïîðîæäàþùèì ïîëèíî-
ìîì g(x) èñïðàâëÿåò âñå îäèíî÷íûå è äâîéíûå îøèáêè òèïà çàìåùåíèÿ ðàçðÿäà
è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò êîäîâîå ðàññòîÿíèå íå ìåíüøå 5.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áûë ïîëó÷åí ìíîãî÷ëåí v(x) = d(x)g(x) + s(x), ãäå s(x)
� ñèíäðîì. Ïóñòü e(x) � ìíîãî÷ëåí îøèáîê. Êàê ìû çíàåì, e(α) = s(α).

Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí e(x) èìååò íå áîëåå äâóõ íåíóëåâûõ êîýôôèöè-
åíòîâ, òî åñòü e(x) = 0 èëè e(x) = xi èëè e(x) = xi + xi

′
.

Ýëåìåíòû X1 = αi è X2 = αi′ ïîëÿ F2m íàçûâàþòñÿ ëîêàòîðàìè.
Òàê êàê α � îáðàçóþùèé ýëåìåíò ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ F2m, ñòå-

ïåíè i è i′ íàõîäÿòñÿ îäíîçíà÷íî ïî ýëåìåíòàì X1 è X2.
Ïóñòü S1 = v(α) è S2 = v(α3). Ýëåìåíòû S1 è S2 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïîëó÷åí-

íîìó ìíîãî÷ëåíó v(x). Òàê êàê ýëåìåíòû α è α3 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà
g(x), ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà S1 = e(α) è S2 = e(α3).

Â ïðåäïîëîæåíèè äâóõ îøèáîê ïîëó÷àåì

S1 = αi + αi′, S2 = α3i + α3i′.

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äëÿ íàõîæäåíèÿ X1 è X2{
S1 = X1 +X2,
S2 = X3

1 +X3
2 .
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Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

(x−X1)(x−X2) = x2 − (X1 +X2)x+X1X2.

Åñëè íàéòè åãî êîýôôèöèåíòû, òî ëîêàòîðû îïðåäåëÿòñÿ îäíîçíà÷íî. Â ïîëå
õàðàêòåðèñòèêè äâà ïîëó÷àåì

S3
1 + S2 = X2

1X2 +X1X
2
2 = S1X1X2,

(x−X1)(x−X2) = x2 − S1x+
S3
1 + S2

S1
.

Ïðè íàëè÷èè îøèáîê S1 ̸= 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìîòðåííûå öèêëè÷åñêèå êîäû èñïðàâëÿþò âñå êîìáèíà-

öèè íå áîëåå äâóõ îøèáîê òèïà çàìåùåíèÿ ðàçðÿäà.

Îòìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûå ðàíåå (2m, 2m −m − 1) êîäû Õåììèíãà ýêâè-
âàëåíòíû öèêëè÷åñêèì êîäàì.

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìó, ïîçâîëÿþùóþ ñòðîèòü öèêëè÷åñêèé
êîä ñ çàäàííûì êîäîâûì ðàññòîÿíèåì.

Òåîðåìà 9.3.4 Ïóñòü g(x) � ïîðîæäàþùèé ïîëèíîì äâîè÷íîãî öèêëè÷å-
ñêîãî êîäà äëèíû n = 2m − 1, α � ýëåìåíò ïîðÿäêà n â ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïå ïîëÿ F2m è αε1, αε2, ..., αεs ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ïîëèíîìà g(x). Òîãäà êîäî-
âîå ðàññòîÿíèå ýòîãî êîäà áîëüøå, ÷åì ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíûõ
öåëûõ ÷èñåë â ìíîæåñòâå {αε1, αε2, ..., αεs}.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 9.3.4.
Ïðèìåðû. Ïóñòü g(x) � ïîðîæäàþùèé ïîëèíîì äâîè÷íîãî öèêëè÷åñêîãî

êîäà äëèíû n = 2m − 1, α � ýëåìåíò ïîðÿäêà n â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå
ïîëÿ F2m.

1. Åñëè α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà g(x), òî êîä ìîæåò èñïðàâëÿòü îäíó
îøèáêó è åãî êîäîâîå ðàññòîÿíèå íå ìåíüøå 3.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 8.3.4, ýëåìåíò α2 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì g(x). Èç òåîðåìû 9.3.4
ñëåäóåò, ÷òî dmin ≥ 3.

2. Ïóñòü g(x) � ìíîãî÷ëåí, äëÿ êîòîðîãî ýëåìåíòû α è α3 ïîëÿ F2m ÿâëÿþòñÿ
êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà g(x).

Òîãäà öèêëè÷åñêèé êîä äëèíû n ñ ïîðîæäàþùèì ïîëèíîìîì g(x) èñïðàâ-
ëÿåò âñå îäèíî÷íûå è äâîéíûå îøèáêè òèïà çàìåùåíèÿ ðàçðÿäà è åãî êîäîâîå
ðàññòîÿíèå íå ìåíüøå 5.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 8.3.4, ýëåìåíòû α2, α4 ÿâëÿåòñÿ êîðíÿìè g(x). Ýëåìåí-
òû α, α3 ÿâëÿåòñÿ êîðíÿìè g(x) ïî óñëîâèþ. Èç òåîðåìû 9.3.4 ñëåäóåò, ÷òî
dmin ≥ 5.

3. Ïóñòü m = 4, ýëåìåíòû α, α2, α3, α4, α5, α6 êîðíè ìíîãî÷ëåíà g(x).
Ñîãëàñíî òåîðåìå 9.3.4, êîäîâîå ðàññòîÿíèå íå ìåíüøå 7.
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Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ F16 ñîäåðæèò 15 ýëåìåíòîâ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ýëåìåíò α óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ α15 − 1 = 0.

Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà g(x) ñ çàäàííûìè êîð-
íÿìè.

Ìíîãî÷ëåí èìåþùèé êîðåíü α áóäåò èìåòü êîðíÿìè ýëåìåíòû
α2, α4, α8.

Ìíîãî÷ëåí ñ êîðíåì α3 áóäåò èìåòü êîðíè

α6, α12, α24 = α15α9 = α9.

Ìíîãî÷ëåí ñ êîðíåì α5 áóäåò èìåòü êîðåíü α10.
Ïîëó÷àåì

g(x) = (x+ α)(x+ α2)(x+ α4)(x+ α8)(x+ α3)(x+ α6)(x+ α12)(x+ α9)·

·(x+ α5)(x+ α10) = (x4 + x+ 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1)(x2 + x+ 1).

Åñëè ðàññìîòðåòü íåïðèâîäèìûé íàä F2 ìíîãî÷ëåí x4 + x + 1 è âçÿòü â
êà÷åñòâå α = x + (x4 + x + 1)F2[x], òî ýëåìåíò α óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
α4 = α+ 1.

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé α:

α5 = α2 + α;α6 = α3 + α2;α7 = α3 + α + 1;α8 = α2 + 1;

α9 = α3 + α;α10 = α2 + α + 1;α11 = α3 + α2 + α;

α12 = α3 + α2 + α + 1;α13 = α3 + α2 + 1;α14 = α3 + 1.

Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà

(x+ α5)(x+ α10) = x2 + (α5 + α10)x+ α5α10 = x2 + x+ 1.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿþòñÿ ðàâåíñòâà

(x+ α)(x+ α2)(x+ α4)(x+ α8) = (x4 + x+ 1) è

(x+ α3)(x+ α6)(x+ α12)(x+ α9) = (x4 + x3 + x2 + x+ 1).

Ìíîãî÷ëåí g(x) èìååò ñòåïåíü 10, äëèíà êîäà n ðàâíà 15, Êîä ñîäåðæèò
k = 15− 10 èíôîðìàöèîííûõ áèòîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ óïðàæíåíèé ïîëåçíî çíàòü ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà
x15 − 1 â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ íàä F2 ìíîãî÷ëåíîâ

x15 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1)(x4 + x+ 1)(x4 + x3 + 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1).
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Óïðàæíåíèÿ

1. Îïðåäåëèòå âñå êîäîâûå ñëîâà êîäà ñ ïîðîæäàþùèì ïîëèíîìîì g(x) =
x3+x+1 íàä F2, åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî êîäîâûõ ñëîâ èìååò ðàçìåðíîñòü 4.
Çàêîäèðîâàòü ñîîáùåíèå (1, 0, 1, 0). Èìååò ëè ñîîáùåíèå
(0, 1, 1, 1, 0, 1, 1) îáíàðóæèâàåìûå îøèáêè ?

2. Ìíîãî÷ëåí g(x) = x6 + x5 + x4 + x3 + 1 ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ìíîãî-
÷ëåíîì öèêëè÷åñêîãî êîäà äëèíû 15. Íàéäèòå ïðîâåðî÷íûé ìíîãî÷ëåí.
Ñêîëüêî îøèáîê ìîæåò èñïðàâëÿòü ýòîò êîä? Çàêîäèðîâàòü è äåêîäèðî-
âàòü ñîîáùåíèÿ, ñîñòàâëåííûå ñàìîñòîÿòåëüíî.

3. Ïîñòðîéòå öèêëè÷åñêèé êîä äëèíû 15 ñ 7 èíôîðìàöèîííûìè è 8 ïðîâåðî÷-
íûìè áèòàìè, èñïðàâëÿþùèé äâå îøèáêè. Çàêîäèðîâàòü è äåêîäèðîâàòü
ñîîáùåíèÿ, ñîñòàâëåííûå ñàìîñòîÿòåëüíî.
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10 Ýëåìåíòû êðèïòîãðàôèè

Â ïåðåâîäå ñ ãðå÷åñêîãî ÿçûêà ñëîâî êðèïòîãðàôèÿ îçíà÷àåò òàéíîïèñü. Äàäèì
ñëåäóÿ [1], îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Êðèïòîëîãèÿ � ýòî èñêóññòâî ïðîåêòèðîâàíèÿ è âçëîìà
ñåêðåòíûõ ñèñòåì. ×àñòü, ñâÿçàííàÿ ñ ïðîåêòèðîâàíèåì, íàçûâàåòñÿ êðèï-
òîãðàôèåé, à �âçëàìûâàþùàÿ� ÷àñòü � êðèïòîãðàôè÷åñêèì àíàëèçîì, èëè
êðèïòîàíàëèçîì.

Êîäèðîâàíèå äàííûõ ñ öåëüþ çàùèòû îò íåñàíêöèîíèðîâàííîãî äîñòóïà îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ êðèïòîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû
(êðèïòîñèñòåìû èëè øèôðà).

Îñíîâíîå òðåáîâàíèå ê øèôðó ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äåêîäèðîâàíèå áûëî
âîçìîæíî òîëüêî ïðè íàëè÷èè ñàíêöèè, ò. å. íåêîòîðîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîð-
ìàöèè, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ êëþ÷îì øèôðà.

Âñêðûòèå (âçëàìûâàíèå) øèôðà � ïðîöåññ äåêîäèðîâàíèÿ áåç íàëè÷èÿ êëþ-
÷à.

Ñïîñîáíîñòü øèôðà ïðîòèâîñòîÿòü ïîïûòêàì åãî âñêðûòèÿ íàçûâàåòñÿ ñòîé-
êîñòüþ øèôðà è îáû÷íî èçìåðÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ.1

Äîëãîå âðåìÿ çàíÿòèå êðèïòîãðàôèåé áûëî óäåëîì ÷óäàêîâ-îäè-
íî÷åê. Èçâåñòíû ñëó÷àè, êîãäà êðèïòîãðàôèÿ ñ÷èòàëàñü äàæå ÷åðíîé ìàãèåé.
Ñâîé ñëåä â èñòîðèè êðèïòîãðàôèè îñòàâèëè ìíîãèå èñòîðè÷åñêèå ëè÷íîñòè.
Ïåðâûå ñâåäåíèÿ îá èñïîëüçîâàíèè øèôðîâ â âîåííîì äåëå ñâÿçàíû ñ èìåíåì
ñïàðòàíñêîãî ïîëêîâîäöà Ëèöàíäðà ( øèôð Ñöèòàëà, äëÿ åãî åãî ðåàëèçàöèè
èñïîëüçîâàëñÿ ñöèòàëà - æåëåçíûé æåçë, èìåþùèé ôîðìó öèëèíäðà). Îòìå-
òèì, ÷òî â ýòîì øèôðå ïðåîáðàçîâàíèå îòêðûòîãî òåêñòà â øèôðîâàííûé çà-
êëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåííîé ïåðåñòàíîâêå áóêâ îòêðûòîãî òåêñòà. Òàêèå øèôðû
íàçûâàþòñÿ øèôðàìè ïåðåñòàíîâêè.

Øèôð Öåçàðÿ ðåàëèçóåò ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå îòêðûòîãî
òåêñòà: êàæäàÿ áóêâà îòêðûòîãî òåêñòà çàìåíÿåòñÿ òðåòüåé ïîñëå íåå áóêâîé
â àëôàâèòå, êîòîðûé ñ÷èòàåòñÿ íàïèñàííûì ïî êðóãó. Øèôðû òàêîãî òèïà íà-
çûâàþòñÿ øèôðàìè çàìåíû.

Â 1566 ãîäó èçâåñòíûé ìàòåìàòèê Ä. Êàðäàíî1 îïóáëèêîâàë ðàáîòó ñ îïè-
ñàíèåì èçîáðåòåííîé èì ñèñòåìû øèôðîâàíèÿ (ðåøåòêà Êàðäàíî).

Ïåòðîì I, áûëà ïðèäóìàíà öèôèðíàÿ àçáóêà äëÿ êîäèðîâàíèÿ ñîîáùåíèé.
Èçâåñòíûé òåîðåòèêî-÷èñëîâèê, ÷ëåí Ïåòåðáóðãñêîé àêàäåìèè íàóê Õ. Ãîëüä-

áàõ2 ñëóæèë êðèïòîãðàôîì ïðè Åêàòåðèíå II.

1Â ïðàêòè÷åñêîé êðèïòîãðàôèè ñòîéêîñòü øèôðà îöåíèâàåòñÿ èç ýêîíîìè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Åñëè ðàñ-
êðûòèå øèôðà ñòîèò (â äåíåæíîì âûðàæåíèè, âêëþ÷àÿ íåîáõîäèìûå êîìïüþòåðíûå ðåñóðñû, ñïåöèàëüíûå
óñòðîéñòâà è ò.ï.) áîëüøå, ÷åì ñàìà çàøèôðîâàííàÿ èíôîðìàöèÿ, òî øèôð ñ÷èòàåòñÿ äîñòàòî÷íî íàäåæíûì.

1Äæåðîëàìî Êàðäàíî � èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê (1501-1576).
2Õðèñòàí Ãîëüäáàõ � ðîññèéñêèé ìàòåìàòèê, íåìåö ïî íàöèîíàëüíîñòè

(1690-1764).
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Õîðîøåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå øèôðîâ çàìåíû è ìåòîäîâ åãî âñêðûòèÿ ñî-
äåðæèòñÿ â äâóõ èçâåñòíûõ ðàññêàçàõ: Ý. Ïî �Çîëîòîé æóê� è À. Êîíàí-Äîéëÿ
�Ïëÿøóùèå ÷åëîâå÷êè�.

Áåç èñïîëüçîâàíèÿ êðèïòîãðàôèè ñåãîäíÿ íåìûñëèìî ðåøåíèå çàäà÷ ïî îáåñ-
ïå÷åíèþ áåçîïàñíîñòè èíôîðìàöèè, ñâÿçàííûõ ñ êîíôèäåíöèàëüíîñòüþ è öå-
ëîñòíîñòüþ, àóòåíòèôèêàöèåé è íåâîçìîæ-
íîñòüþ îòêàçà ñòîðîí îò ñîàâòîðñòâà.

Åñëè äî 1990 ãîäà êðèïòîãðàôèÿ â Ðîññèè îáåñïå÷èâàëà çàêðûòèå èñêëþ-
÷èòåëüíî ãîñóäàðñòâåííûõ ëèíèé ñâÿçè, òî â íàøè äíè èñïîëüçîâàíèå êðèïòî-
ãðàôè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîëó÷èëî øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå áëàãîäàðÿ ðàçâèòèþ
êîìïüþòåðíûõ ñåòåé è ýëåêòðîííîãî îáìåíà äàííûìè â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ:
ôèíàíñàõ; áàíêîâñêîì äåëå; òîðãîâëå è äðóãèõ [2].

10.1 Ñèììåòðè÷íûå êðèïòîñèñòåìû

Ñõåìó ïåðåäà÷è êîäèðîâàííûõ ñîîáùåíèé ìîæíî èçîáðàçèòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1: Ïåðåäà÷à êîäèðîâàííîãî ñîîáùåíèÿ M .

Ñîîáùåíèå M , êîòîðîå íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì òåêñòîì, êîäèðóåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ êëþ÷à K â øèôðîâàííûé òåêñò C = E(K,M). Øèôðîâàííûé òåêñò C
ïåðåäàåòñÿ ïî çàøóìëåííîìó íåçàùèùåííîìó êàíàëó ñâÿçè. Âî âðåìÿ ïåðåäà-
÷è íåñàíêöèîíèðîâàííûé ïåðåõâàò÷èê ìîæåò ïåðåõâàòèòü òåêñò C è çàìåíèòü
åãî íà C ′.

Äåêîäåð îñíîâàí íà àëãîðèòìå ðàñøèôðîâêè D, êîòîðûé èñïîëüçóåò â êà÷å-
ñòâå àðãóìåíòîâ ïîëó÷åííûé øèôðîâàííûé òåêñò C ′ è êëþ÷ äëÿ äåøèôðîâêè
K ′. Êëþ÷ è øèôðîâàííûé òåêñò äîëæíû îïðåäåëÿòü îòêðûòûé òåêñò M îä-
íîçíà÷íî. Â ðåçóëüòàòå äåêîäèðîâàíèÿ ïîëó÷èòñÿ ñîîáùåíèå M ′ = D(K ′, C ′),
êîòîðîå ìîæåò îòëè÷àòñÿ îò èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿM , åñëè âìåøàëñÿ íåñàíêöè-
îíèðîâàííûé ïåðåõâàò÷èê èëè êàíàë ñèëüíî çàøóìëåí.

Íàçîâåì ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ, K = K ′ ñèñòåìàìè åäèíîãî
êëþ÷à èëè ñèììåòðè÷íûìè êðèïòîñèñòåìàìè. Ñèñòåìû â êîòîðûõ K ̸= K ′ íà-
çûâàþòñÿ àñèììåòðè÷íûìè êðèïòîñèñòåìàìè èëè ñèñòåìàìè îòêðûòîãî êëþ÷à.

Â êëàññè÷åñêîé êðèïòîãðàôèè èìååòñÿ äâà îñíîâíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ îò-
êðûòîãî òåêñòà ñîîáùåíèé âìåñòå ñ èõ êîìáèíàöèÿìè:
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1) Øèôðû ïåðåñòàíîâêè, ïåðåóïîðÿäî÷èâàþò ãðóïïó ñèìâîëîâ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ íåêîòîðûì ïðàâèëîì, íå ìåíÿÿ èõ;

2)Øèôðû çàìåíû èçìåíÿþò ñèìâîëû îòê1ðûòîãî òåêñòà ñîîòâåòñòâóþùèìè
ñèìâîëàìè èç àëôàâèòà øèôðîâàííîãî òåêñòà (êëþ÷ çàäàåò îòîáðàæåíèå);

3) Êîìáèíèðóÿ 1) è 2), ìû ïîëó÷àåì øèôðû ïåðåñòàíîâêè-çàìåíû.
Åùå Êëîäà Øåííîí â ñâîåé îñíîâîïîëàãàþùåé äëÿ òåîðèè èíôîðìàöèè ðà-

áîòå 1948 ãîäà �Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñâÿçè� ïèñàë, ÷òî äàæå â ñëîæíûõ øèô-
ðàõ â êà÷åñòâå òèïè÷íûõ êîìïîíåíòîâ ìîæíî âûäåëèòü òàêèå ïðîñòûå øèôðû,
êàê øèôðû çàìåíû, øèôðû ïåðåñòàíîâêè èëè èõ ñî÷åòàíèÿ.

Ëåãêî äàòü ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå øèôðà çàìåíû.
Ïóñòü X è Y � äâà àëôàâèòà (îòêðûòîãî è øèôðîâàííîãî òåêñòîâ ñîîò-

âåòñòâåííî), ñîñòîÿùèå èç îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà áóêâ, è ïóñòü g : X →
Y � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå X â Y . Òîãäà øèôð çàìåíû äåéñòâóåò ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: îòêðûòûé òåêñò x1x2 · · ·xn ïðåîáðàçóåòñÿ â øèôðîâàííûé òåêñò
g(x1)g(x2) · · · g(xn).

Øèôð ïåðåñòàíîâêè äåéñòâóåò îáû÷íî ñëåäóþùèì îáðàçîì: îòêðûòûé òåêñò
ðàçáèâàåòñÿ íà îòðåçêè ðàâíîé äëèíû, êàæäûé èç êîòîðûõ øèôðóåòñÿ íåçàâè-
ñèìî. Ïóñòü, íàïðèìåð, äëèíà îòðåçêîâ ðàâíà n è σ � ïîäñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå
{1, 2, . . . , n}, òîãäà îòðåçîê îòêðûòîãî òåêñòà x1x2 · · ·xn ïðåîáðàçóåòñÿ â îòðåçîê
øèôðîâàííîãî òåêñòà xσ(1)xσ(2) · · · xσ(n).

Bàæíåéøèì äëÿ ðàçâèòèÿ êðèïòîãðàôèè áûë ðåçóëüòàò Øåííîíà î ñóùå-
ñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè àáñîëþòíî ñòîéêîãî øèôðà (íåâîçìîæíî ðàñêîäè-
ðîâàòü, íå çíàÿ êëþ÷à). Åäèíñòâåííûì òàêèì øèôðîì ÿâëÿåòñÿ êàêàÿ-íèáóäü
ôîðìà òàê íàçûâàåìîé ëåíòû îäíîêðàòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ, â êîòîðîì îòêðû-
òûé òåêñò �îáúåäèíÿåòñÿ� ñ ïîëíîñòüþ ñëó÷àéíûì êëþ÷îì òàêîé æå äëèíû.

Òèïè÷íûì è íàèáîëåå ïðîñòûì ïðèìåðîì ðåàëèçàöèè àáñîëþòíî ñòîéêîãî
øèôðà ÿâëÿåòñÿ øèôð Âåðìàíà, êîòîðûé îñóùåñòâëÿåò ïîáèòîâîå ñëîæåíèå
n-áèòîâîãî îòêðûòîãî òåêñòà è n-áèòîâîãî êëþ÷à:

yi = xi + ki, i = 1, 2, . . . , n.

Çäåñü x1x2 · · · xn � îòêðûòûé òåêñò, k1, k2, · · · , kn � êëþ÷, y1y2 · · · yn � øèôðî-
âàííûé òåêñò.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ àáñîëþòíîé ñòîéêîñòè òàêîãî øèôðà íåîáõîäèìî âûïîë-
íåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) ïîëíàÿ ñëó÷àéíîñòü êëþ÷à;
2) ðàâåíñòâî äëèíû êëþ÷à è äëèíû îòêðûòîãî òåêñòà;
3) îäíîêðàòíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ êëþ÷à.
Íî èìåííî ýòè óñëîâèÿ äåëàþò àáñîëþòíî ñòîéêèé øèôð î÷åíü äîðîãèì

è íåïðàêòè÷íûì. Ïðåæäå ÷åì èì ïîëüçîâàòüñÿ, íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü âñåõ
àáîíåíòîâ äîñòàòî÷íûì çàïàñîì ñëó÷àéíûõ êëþ÷åé è èñêëþ÷èòü âîçìîæíîñòü
èõ ïîâòîðíîãî ïðèìåíåíèÿ, ÷òî íåîáû÷àéíî òðóäíî è äîðîãî.

Ïðèìåð 1 (ïåðåñòàíîâêà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû õîòèì çàêîäèðîâàòü ñî-
îáùåíèå �êîìïüþòåðíàÿ àëãåáðà�. Çàïèøåì òåêñò â îáðàòíîì ïîðÿäêå áåç ïðîáå-
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ëîâ, ãðóïïèðóÿ åãî òðàäèöèîííûì ñïîñîáîì ïî ïÿòü ñèìâîëîâ äëÿ çàòðóäíåíèÿ
ðàñêîäèðîâàíèÿ. Ïîëó÷èì ñëåäóþùèé øèôðîâàííûé òåêñò

àðáåã ëàÿàí ðåòþü ïìîê.

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîä÷åðêèâàåò ëàêîíè÷íîñòü àíãëèéñêîãî ÿçûêà ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ðóññêèì. Àíàëîãè÷íûé ïðèìåð íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñîäåðæèò 3 ãðóïïû
ïî 5 ñèìâîëîâ [1].

Ïðèìåð 2 (ïåðåñòàíîâêà). Ðàññìîòðèì øèôð èçãîðîäè. Ðàñïèøåì òåêñò
ïîáóêâåííî â äâå ñòðîêè, à çàòåì ïåðåïèøåì åãî ïîñòðî÷íî, ãðóïïèðóÿ åãî ïî
ïÿòü ñèìâîëîâ.

Ïîëó÷èì

ê ì ü ò ð à à ã á à
î ï þ å í ÿ ë å ð

,

øèôðîâàííûé òåêñò èìååò âèä

êìüòð ààãáà îìþåí ÿëåð.

Ïðèìåð 3 (çàìåíà). Ìû óæå îáñóæäàëè øèôð Öåçàðÿ. Äëÿ ìàòåìàòè-
÷åñêîé çàïèñè ýòîãî øèôðà ïðîíóìåðóåì áóêâû ðóññêîãî àëôàâèòà (Öåçàðü
ïîëüçîâàëñÿ ëàòèíñêèì àëôàâèòîì) ñëåäóÿ çàïàäíîé òðàäèöèè, íà÷èíàÿ ñ íó-
ëÿ. Ïîëó÷èì òàáëèöó

à á â ã ä å ¼ æ ç è é
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ
22 23 23 25 26 27 28 29 30 31 32

Ïóñòü A � ìíîæåñòâî áóêâ ðóññêîãî àëôàâèòà. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ôóíê-
öèè:

1) n : A→ Z, ãäå n(x), x ∈ A � íîìåð ñèìâîëà x ñîãëàñíî òàáëèöå;
2) chr : {0, 1, 2, ..., 32} → A, ãäå chr(n) � ñèìâîë ñ íîìåðîì n ñîãëàñíî

òàáëèöå;
3) rm(n) � îñòàòîê îò äåëåíèÿ öåëîãî ÷èñëà n íà íåíóëåâîå öåëîå m.
Îïðåäåëèì äëÿ øèôðà Öåçàðÿ ôóíêöèþ çàìåíû g : A → A ïî ñëåäóþùåé

ôîðìóëå g(x) = chr(r33(n(x)+3)) (ê íîìåðó ñèìâîëà ïðèáàâëÿåì ÷èñëî 3, áåðåì
îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 33, ïîëó÷àåì ñèìâîë ñ âû÷èñëåííûì íîìåðîì).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ g(x) � áèåêòèâíà.
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Çàêîäèðóåì ñîîáùåíèå �êîìïüþòåðíàÿ àëãåáðà�. Ïîëó÷èì ñëåäóþùèé øèô-
ðîâàííûé òåêñò

íñïòÿ àõçóð ãâãî¼ çäóã.

Ïðîâåðèì êîäèðîâàíèå íåêîòîðûõ ñèìâîëîâ

chr(r33(n(ê) + 3)) = chr(r33(11 + 3)) = chr(r33(14)) = chr(14) = í;

chr(r33(n(þ) + 3)) = chr(r33(31 + 3)) = chr(r33(34)) = chr(1) = á.

Çàïèøåì îáðàòíóþ ê g(x) ôóíêöèþ g−1 : A → A ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå
g(x) = chr(r33(n(x)− 3)).

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ÷àñòíîãî è îñòàòêà ïðè äåëåíèè öåëîãî ÷èñëà a íà öå-
ëîå b îòëè÷íîå îò íóëÿ. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1.1 î äåëåíèè ñ îñòàòêîì, ñóùåñòâó-
þò åäèíñòâåííûå öåëûå q è r òàêèå, ÷òî
a = qb + r, 0 ≤ r <| b |. ×èñëî q íàçûâàåòñÿ íåïîëíûì ÷àñòíûì, à r îñòàò-
êîì îò äåëåíèÿ a íà b.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ðàñêîäèðîâàíèÿ ñèìâîëà:

chr(r33(n(â)− 3)) = chr(r33(2− 3)) = chr(r33(−1)) =

= chr(r33(−1 = −1 · 33 + 32)) = chr(32) = ÿ.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè îäíîãî àëôàâèòà äëÿ øèôðîâàííûõ ñîîáùåíèé, êðèïòî-
ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îäíîàëôàâèòíîé. Íàçîâåì êðèïòîñèñòåìû, â êîòîðûõ áóêâà
øèôðîâàííîãî òåêñòà ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü áîëåå îäíîé áóêâû îòêðûòîãî òåêñòà
� ìíîãîàëôàâèòíûìè.

Ñëåäóåò òàêæå ðàçëè÷àòü ïîòîêîâûå è áëî÷íûå øèôðû. Ïîòîêîâûå øèôðû
ðàññìàòðèâàþò îòêðûòûé òåêñò êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ, ïîäëåæàùèõ
øèôðîâêå, â òî âðåìÿ êàê áëî÷íûå øèôðû äåëÿò ñîîáùåíèÿ íà áëîêè ðàâíîé
äëèíû è ïðîèçâîäÿò øèôðîâàíèå, äåéñòâóÿ íà áëîêàõ ñèìâîëîâ îòêðûòîãî òåê-
ñòà. Â ïîòîêîâîì øèôðå îñíîâíàÿ äîïóñòèìàÿ îïåðàöèÿ íàä ñîîáùåíèåì � ïîä-
ñòàíîâêà îäíîãî ñèìâîëà âìåñòî äðóãîãî, â òî âðåìÿ êàê â áëî÷íîì øèôðå ïî-
ìèìî ïîäñòàíîâêè ìû ìîæåì âûïîëíÿòü òàêæå ïåðåñòàíîâêó. Õîòÿ ïîòîêîâûå
øèôðû ñîõðàíÿþò ñâîå çíà÷åíèå äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé, áëî÷íûå øèôðû ïî-
ñëåäíåå âðåìÿ ïîëó÷èëè øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ â ýòîì
ðàçäåëå ðàññìîòðåíû òîëüêî ïîòîêîâûå øèôðû.

Ðàññìîòðåííûé íàìè â ïðèìåðå 3 øèôð Öåçàðÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîàëôàâèòíûì �
âñå îäèíàêîâûå ñèìâîëû ñîîáùåíèÿ êîäèðóþòñÿ îäíèì ñèìâîëîì â øèôðîâàí-
íîì òåêñòå. Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå 3 â ñîîáùåíèè òðè ðàçà âñòðå÷àåòñÿ ñèìâîë
à, êîòîðûé â øèôðîâàííîì òåêñòå çàìåíÿåòñÿ íà îäèí ñèìâîë ã.

Ïðè äîñòàòî÷íî äëèííîì ñîîáùåíèè îäíîàëôàâèòíûå çàìåíû ìîæíî ðàñêî-
äèðîâàòü, íàáëþäàÿ ÷àñòîòó ðàñïðåäåëåíèÿ ñèìâîëîâ â øèôðîâàííîì òåêñòå.

Èìåþòñÿ òàáëèöû ðàçëè÷íûõ ÷àñòîò áóêâ, íàïðèìåð, ÷àñòîòû ïåðâûõ áóêâ
â ñëîâå, ÷àñòîòû ïîñëåäíèõ áóêâ â ñëîâå, ÷àñòîòû äèãðàôîâ (ò. å. ÷àñòîòû ñî-
÷åòàíèÿ: áóêâà à, çà êîòîðîé ñëåäóåò á) è ò. ä.
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Ïðèâåäåì ÷àñòîòû ïîÿâëåíèÿ íåêîòîðûõ áóêâ â ðóññêîì ÿçûêå.

% %
Áóêâà ×àñòîòà Áóêâà ×àñòîòà
î 9, 28% ò 6, 30%
à 8, 66% ð 5, 53%
å 8, 10% ñ 5, 45%
è 7, 45% ë 4, 32%
í 6, 35% â 4, 15%

Åñëè â øèôðîâàííîì òåêñòå ÷àùå âñòðå÷àåòñÿ áóêâà ð, à ñëåäóþùàÿ ïî
÷àñòîòå áóêâà å, òî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ð ðàñêîäèðóåòñÿ êàê î, à å êàê à.
Ïîñëå óãàäûâàíèÿ íåñêîëüêèõ áóêâ ìîæíî óãàäàòü îòäåëüíûå ñëîâà è ò. ä.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ìíîãîàëôàâèòíûé øèôð ïîäñòàíîâêè, ñêðûâàþùèé ÷à-
ñòîòû áóêâ çà ñ÷åò êðàòíûõ ïîäñòàíîâîê. Çäåñü ïðè øèôðîâàíèè ñîîáùåíèÿ
èñïîëüçóåòñÿ áîëåå îäíîãî àëôàâèòà, è êëþ÷ âêëþ÷àåò óêàçàíèå, êàêàÿ ïîä-
ñòàíîâêà äîëæíà èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ êàæäîãî ñèìâîëà. Ýòè øèôðû èçâåñòíû
òàêæå êàê øèôðû Âèæåíåðà1

Ïðèìåð 4 (ìíîãîàëôàâèòíàÿ çàìåíà). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì
øèôð Âèæåíåðà, â êîòîðîì êëþ÷îì ÿâëÿåòñÿ ñëîâî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû äîëæíû çàêîäèðîâàòü ñîîáùåíèå �êîìïüþòåðíàÿ àë-
ãåáðà� ñ êëþ÷îì �ñòóäåíò�.

Ïóñòü ñîîáùåíèå ñîñòîèò èç n ñèìâîëîâ w0w1...wn−1, à êëþ÷
k0k1...kp−1 � ýòî ñëîâî äëèíû p. Òîãäà i-ûé ñèìâîë ñîîáùåíèÿ ìîæíî çàêîäè-
ðîâàòü ïðè ïîìîùè ôóíêöèè chr(r33(n(wi) + n(krp(i)))), ãäå i � íîìåð ñèìâîëà
ñîîáùåíèÿ.

Ðàññìîòðèì êîäèðîâàíèå äâóõ ïåðâûõ ñèìâîëîâ ñîîáùåíèÿ:

chr(r33(n(ê) + n(ñ))) = chr(r33(11 + 18)) = chr(r33(29)) = chr(29) = ü;

chr(r33(n(î) + n(ò))) = chr(r33(15 + 19)) = chr(r33(34)) = chr(1) = á.

Ïîëó÷èì ñëåäóþùèé øèôðîâàííûé òåêñò

üáàóá ëîöãá ääíþô ÷ôôå.

Ïðè êîäèðîâàíèè âîñüìîé áóêâû ñîîáùåíèÿ ð èñïîëüçóåòñÿ ïåðâàÿ áóêâà
êëþ÷à ñ (7 � äëèíà êëþ÷à), äàëåå âòîðàÿ è òàê äàëåå ïî öèêëó. Ïðè ðàñêîäè-
ðîâàíèè øèôðîâ Âèæåíåðà íîìåðà áóêâ êëþ÷à îòíèìàþòñÿ ïî öèêëó.

Äî XIX âåêà øèôðû Âèæåíåðà ñ÷èòàëèñü íåâçëàìûâàåìûìè. Ïðè óãàäûâà-
íèè äëèíû êëþ÷à øèôðîâàííûé òåêñò ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëüêî îäíîàëôàâèò-
íûõ òåêñòîâ. Îá îïðåäåëåíèè äëèíû êëþ÷à äëÿ øèôðîâ Âèæåíåðà ñ êëþ÷åâûì
ñëîâîì ðàñññêàçàíî â [1].

1Áëåç äå Âèæåíåð � ôðàíöóçñêèé êðèïòîãðàô øåñòíàäöàòîãî ñòîëåòèÿ.
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5(àáñîëþòíî ñòîéêèé øèôð). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êëþ÷îì ÿâëÿåòñÿ äîñòà-
òî÷íî äëèííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ÷èñåë îò 0 äî 32, ïðè÷åì ýòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñïîëüçóåòñÿ îäèí ðàç è èìååòñÿ ó îòïðàâèòåëÿ è ïîëó÷à-
òåëÿ.

Òðåáóåòñÿ çàêîäèðîâàòü ñîîáùåíèå �êîìïüþòåðíàÿ àëãåáðà� ñ ïîìîùüþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë

12, 31, 29, 2, 4, 15, 9, 27, 5, 8, 23, 17, 13, 5, 11, 19, 24, 16, 8, 22.

Åñëè ñîîáùåíèå ñîñòîèò èç n ñèìâîëîâ w0w1...wn−1, à êëþ÷ ñîäåðæèò ïåð-
âûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà l0, l1, ..., ln−1, òî êîäèðîâàíèå ìîæíî ïðîâåñòè ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè chr(r33(n(wi) + li))), ãäå i � íîìåð ñèìâîëà ñîîáùåíèÿ.

Ïîëó÷èì ñëåäóþùèé øèôðîâàííûé òåêñò

öìèñà ìûÿõõ öïìðí ÷øàç.

Àëãîðèòì ðàñêîäèðîâàíèÿ ïîíÿòåí áåç îáúÿñíåíèÿ.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ôóíêöèÿ g(x) = chr(r33(a · n(x) + k)), x ∈ A, ãäå a è k � öåëûå ÷èñëà,
(a, 33) = 1, çàäàåò ìîäóëÿðíûé øèôð íà ðóññêîì àëôàâèòå A. Âûáåðèòå
a âçàèìíî ïðîñòîå ñ ÷èñëîì 33 è ïðè k ðàâíîì íîìåðó ñòóäåíòà â ñïèñêå
çàêîäèðóéòå ñîîáùåíèå �êðèïòîãðàôè÷åñêèé àíàëèç� ñ ïîìîùüþ ìîäóëÿð-
íîãî øèôðà.

2. Çàêîäèðóéòå ñîîáùåíèå �êðèïòîãðàôè÷åñêèé àíàëèç� ñ ïîìîùüþ øèôðà
Âèæåíåðà, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå êëþ÷à ñâîþ ôàìèëèþ.

3. Íàïèøèòå íà ëþáîì àëãîðèòìè÷åñêîì ÿçûêå ïðîãðàììó êîäèðóþùèóþ è
ðàñêîäèðóþùóþ òåêñòû ñ ïîìîùüþ ìîäóëÿðíîãî øèôðà è øèôðà Âèæå-
íåðà.

10.2 Êîäû ñ îòêðûòûì êëþ÷îì

Â 1976 ãîäó áûëà îïóáëèêîâàíà ðàáîòà Ó. Äèôôè1 è Ì.Ý.Õåëëìàíà2 �Íîâûå
íàïðàâëåíèÿ â êðèïòîãðàôèè�, êîòîðàÿ ñóùåñòâåííî èçìåíèëà êðèïòîãðàôèþ.

Öåíòðàëüíûì ïîíÿòèåì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿëàñü, òàê íàçûâàåìàÿ, ôóíêöèÿ
ñ ñåêðåòîì.

Ôóíêöèåé ñ ñåêðåòîì K íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ FK : X → Y , çàâèñÿùàÿ îò
ïàðàìåòðà K è îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1Ó. Äèôôè � àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê.
2Ì.Ý.Õåëëìàíà � àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê.
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1) ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ (àëãîðèòì ñ âðåìå-
íåì âû÷èñëåíèÿ ðàâíûì Cxt, ãäå C � êîíñòàíòà, x � àðãóìåíò ôóíêöèè, t �
íàòóðàëüíîé ÷èñëî) çíà÷åíèé FK(x) äëÿ ëþáûõ K è x;

2) íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà èíâåðòèðîâàíèÿ
ôóíêöèè FK (ò. å. ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ FK(x) = y îòíîñèòåëüíî x) ïðè íåèç-
âåñòíîì K;

3) ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì èíâåðòèðîâàíèÿ FK ïðè èçâåñòíîì
K.

Ïðèìåíåíèå ôóíêöèè ñ ñåêðåòîì ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü îáìåí øèôðîâàí-
íûìè ñîîáùåíèÿìè ñ èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî îòêðûòûõ êàíàëîâ ñâÿçè.

Ïîëüçîâàòåëü, êîòîðûé õî÷åò ïîëó÷àòü øèôðîâàííûå ñîîáùåíèÿ, äîëæåí
âûáðàòü êàêóþ-íèáóäü ôóíêöèþ FK ñ ñåêðåòîì K. Îí ñîîáùàåò âñåì çàèíòå-
ðåñîâàííûì îïèñàíèå ôóíêöèè FK â êà÷åñòâå ñâîåãî àëãîðèòìà øèôðîâàíèÿ,
íî ïðè ýòîì K îí íèêîìó íå ñîîáùàåò. À òàê êàê íèêòî äðóãîé ñåêðåòà K íå
çíàåò, òî íèêòî äðóãîé è íå ñìîæåò ðàñøèôðîâàòü ñîîáùåíèå.

Òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ êðèïòîñèñòåìàìè ñ îòêðûòûì êëþ÷îì, ïîñêîëü-
êó àëãîðèòì øèôðîâàíèÿ FK ÿâëÿåòñÿ îáùåäîñòóïíûì è îòêðûòûì.

Àñèììåòðè÷íûå ñèñòåìû øèôðîâàíèÿ îáåñïå÷èâàþò çíà÷èòåëüíî ìåíüøèå
ñêîðîñòè øèôðîâàíèÿ, íåæåëè ñèììåòðè÷íûå, â ñèëó ÷åãî îíè îáû÷íî èñïîëü-
çóþòñÿ íå ñòîëüêî äëÿ øèôðîâàíèÿ ñîîáùåíèé, ñêîëüêî äëÿ øèôðîâàíèÿ ïå-
ðåñûëàåìûõ ìåæäó êîððåñïîíäåíòàìè êëþ÷åé, êîòîðûå çàòåì èñïîëüçóþòñÿ â
ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåìàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ êðèïòîñèñòåì ñ îòêðûòûì êëþ÷îì ðàññìîò-
ðèì êðóïíûé áàíê, êîòîðûé èìååò ôèëèàëû ïî âñåìó ìèðó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ôèëèàë áàíêà ïåðåäàåò èíôîðìàöèþ î ïåðåâîäå íåêîòîðîé ñóììû äåíåã ñ îäíî-
ãî íîìåðíîãî ñ÷åòà íà äðóãîé. Ïðè ýòîì èíôîðìàöèÿ î ñ÷åòàõ èìååò íå î÷åíü
âûñîêèé óðîâåíü ñåêðåòíîñòè (íåèçâåñòíî êîìó ïðèíàäëåæèò íîìåðíîé ñ÷åò),
íî ïåðå÷èñëÿåìàÿ ñóììà äîëæíà áûòü ïåðåäàíà òî÷íî è ãàðàíòèðîâàíà îò èç-
ìåíåíèé íåñàíêöèîíèðîâàííûì ïåðåõâàò÷èêîì. Êëþ÷ êîäèðîâêè îñíîâíîãî ñî-
îáùåíèÿ èëè ýëåêòðîííàÿ ïîäïèñü êîäèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû ñ îòêðûòûì
êëþ÷îì. Â ãîëîâíîì áàíêå áóäóò óâåðåíû, ÷òî íåîáõîäèìóþ ñóììó òðåáóåòñÿ
ïåðå÷èñëèòü íà óêàçàííûé ñ÷åò.

Øèôðîñèñòåìà RSA

Â 1978 ãîäó Ð. Ðèâåñò1, À. Øàìèð2 è Ë. Àäëåìàí3 ïðåäëîæèëè ïðèìåð ôóíê-
öèè ñ ñåêðåòîì f , íà îñíîâå êîòîðîé áûëà ïîñòðîåíà ðåàëüíî èñïîëüçóåìàÿ ñè-
ñòåìà øèôðîâàíèÿ, ïîëó÷èâøàÿ íàçâàíèå ïî ïåðâûì áóêâàì èìåí àâòîðîâ �
ñèñòåìà RSA.

1Ð. Ðèâåñò � àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê.
2À. Øàìèð � àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê.
3Ë. Àäëåìàí � àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê.
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Ïóñòü n è e � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ôóíêöèÿ f óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) ≡ xe(mod n), 0 ≤ x, f(x) < n. (33)

Äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ ñîîáùåíèÿ a = f(x) äîñòàòî÷íî ðåøèòü ñðàâíåíèå

xe ≡ a(mod n). (34)

Ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà n è e ýòî ñðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Åñëè (e, φ(n)) = 1 (çäåñü φ(n) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà), òî ñðàâíåíèå (34) èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû åãî íàéòè, îïðåäåëèì öåëîå ÷èñëî d,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

de ≡ 1(mod φ(n)), 1 ≤ d < φ(n). (35)

×èñëî d íàõîäèòñÿ ýôôåêòèâíî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà. Èç ñðàâíåíèÿ
(35) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íàòóðàëüíîãî r òàêîãî, ÷òî
ed = rφ(n) + 1.

Òåîðåìà Ýéëåðà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî x, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ n âû-
ïîëíåíî ñðàâíåíèå xφ(n) ≡ 1(mod n) è, ñëåäîâàòåëüíî,

ad ≡ xde ≡ xrφ(n)+1 ≡
(
xφ(n)

)r

x ≡ x(mod n). (36)

Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäïîëîæåíèè (a, n) = 1, åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñðàâíå-
íèÿ (34) ìîæåò áûòü íàéäåíî â âèäå

x ≡ ad(mod n). (37)

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî n ñîñòîèò èç ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ñî-
ìíîæèòåëåé, òî ñðàâíåíèå (37) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ è áåç ïðåäïîëîæåíèÿ (a, n) =
1.

Ïóñòü âñå ïðîñòûå äåëèòåëè p � ðàçëè÷íû, p ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà n = pk.
Òîãäà φ(n) = (p− 1)φ(k) = (p− 1)t.

Ñîãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, xp ≡ x(mod p) äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ x.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ̸ ... p. Ïîëó÷èì ñðàâíåíèÿ

ad ≡ xed = xrφ(n)+1 ≡ xr(p−1)t+1 ≡ xrptx−rt+1 ≡

≡ (xp)rt x−rt+1 ≡ xrtx−rt+1 ≡ x(mod p).

Âîçâåäåíèå ñðàâíåíèÿ â îòðèöàòåëüíóþ ñòåïåíü âîçìîæíî, òàê êàê ÷èñëî x îá-
ðàòèìî ïî ìîäóëþ p.

Ïðè x
... p ñðàâíåíèå (37) òàêæå ñïðàâåäëèâî ïî ìîäóëþ p, òàê êàê åãî ïðàâàÿ

è ëåâàÿ ÷àñòè äåëÿòñÿ íà p.
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Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ñðàâíåíèå (37) ñïðàâåäëèâî ïî ìîäóëþ p ïðè âñåõ
íàòóðàëüíûõ x è âñåõ ïðîñòûõ äåëèòåëÿõ p ÷èñëà n. Òàê êàê n ÿâëÿåòñÿ ïðî-
èçâåäåíèåì ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé, ñðàâíåíèå (37) ñïðàâåäëèâî ïî
ìîäóëþ n.

Èç óñëîâèÿ 0 ≤ x < n ñëåäóåò îäíîçíà÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà x.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè (33) äîñòàòî÷íî çíàòü ëèøü ÷èñëà

n è e. Èìåííî îíè è ñîñòàâëÿþò îòêðûòûé êëþ÷ äëÿ øèôðîâàíèÿ. À äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè òðåáóåòñÿ êðîìå òîãî åùå çíàíèå ÷èñëà d, êîòîðîå
è ÿâëÿåòñÿ ñåêðåòîì.

Â øèôðîñèñòåìå RSA n ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ
áîëüøèõ (ñîòíè è, äàæå, òûñÿ÷è çíà÷àùèõ öèôð) ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé p è q.
Òàê êàê

φ(n) = φ(pq) = (p− 1)(q − 1),

òî e íóæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû

(e, p− 1) = (e, q − 1) = 1.

Çàíóìåðóåì áóêâû ïàðàìè öèôð, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì ñïîñîáîì.

à á â ã ä å ¼ æ ç è é
01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11

ê ë ì í î ï ð ñ ò ó ô
12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

õ ö ÷ ø ù ú û ü ý þ ÿ
23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33

Ìîæíî òàêæå çàêîäèðîâàòü çíàêè ïðåïèíàíèÿ è äðóãèå ñèìâîëû.
Äëÿ áîëåå èíôîðìàòèâíîãî êîäèðîâàíèÿ ëó÷øå èñïîëüçîâàòü ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè èç 5 äâîè÷íûõ öèôð (33 > 24).
Çàïèøåì ñîîáùåíèå x ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè öèôð. Åñëè x > n ðàçîáúåì

ñîîáùåíèå íà áëîêè xi, i = 1, ..., r, ãäå êàæäûé áëîê óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
0 < xi < n, i = 1, ..., r. Êàæäûé áëîê ïðåîáðàçóåì â îñòàòîê ai, i = 1, ..., r îò
äåëåíèÿ xei íà n. ×èñëà ai, i = 1, ..., r ïåðåäàþòñÿ ïîëó÷àòåëþ è, çàòåì, äåêîäè-
ðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü d è íàõîæäåíèÿ îñòàòêà îò äåëåíèÿ íà
n.

Îòïðàâèòåëü çíàåò: n, e, ñîîáùåíèÿ xi, i = 1, ..., r.
Ïîëó÷àòåëü çíàåò: n, p, q, e, êîäèðîâàííûå ñîîáùåíèÿ

ai, i = 1, ..., r.
Ñ ïîìîùüþ p è q âû÷èñëÿåòñÿ φ(n) = (p − 1)(q − 1) è, çàòåì, ñ ïîìîùüþ

àëãîðèòìà Åâêëèäà d. Äàëåå øèôðîòåêñò ai, i = 1, ..., r ðàñêîäèðóåòñÿ.
Ïðèìåð. Ïóñòü p = 17, q = 31, òîãäà n = pq = 527 è, ñëåäîâàòåëüíî,

φ(n) = 16 · 30 = 25 · 3 · 5 = 480.
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Ïîëîæèì e = 7.
Ðåàëèçóåì àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîãî äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì

(Åâêëèäà) äëÿ ÷èñåë φ(n) è e. Ïîëó÷èì

480 = 68 · 7 + 4,
7 = 1 · 4 + 3,
4 = 1 · 3 + 1,
3 = 3 · 1.

Âûðàæàÿ îñòàòêè, èç ðàâåíñòâ ïîëó÷èì

4 = φ(n)− 68e,
e = φ(n)− 68e+ 3 ⇒ 3 = 69e− φ(n),

φ(n)− 68e = 69e− φ(n) + 1 ⇒ −137e+ 2φ(n) = 1.

Ïðåîáðàçóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì

e(φ(n)− 137) + (2− e)φ(n) = 1 ⇒ e · 343 ≡ 1(mod 527).

Ðàññìîòðèì ñîîáùåíèå �áóêâà�. Åìó ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëî 0221120301. Ðàç-
îáúåì ñîîáùåíèå íà áëîêè

x1 = 221, x2 = 120, x3 = 301.

Âñå îíè ìåíüøå n = 527.
Îòìåòèì, ÷òî òîëüêî ïåðâûé áëîê ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñ íóëÿ (èíà÷å íåâîç-

ìîæíî îäíîçíà÷íî ðàñêîäèðîâàòü ïåðâóþ öèôðó áëîêà).
Çàêîäèðóåì ïåðâûé áëîê. ×èñëî 7 èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå â äâîè÷-

íîé ñèñòåìå 710 = 1112. Åìó ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå 7 = 4+2+1.
Ïðîèçâåäåì âû÷èñëåíèÿ

2212 ≡ 357(mod 527), 2214 ≡ 3572 = 442(mod 527),

2217 ≡ 442 · 357 · 221 ≡ 357(mod 527).

Ñëåäîâàòåëüíî, a1 = 357. Àíàëîãè÷íî âû÷èñëèì

a2 = 511, a3 = 517.

Äëÿ ðàñêîäèðîâàíèÿ ïåðåâåäåì ÷èñëî 343 â äâîè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ,
èñïîëüçóÿ ïðîìåæóòî÷íóþ øåñòíàäöàòèðè÷íóþ

34310 = 21 · 16 + 7, 21 = 1 · 16 + 5,

343 = (16 + 5)16 + 7 = 162 + 5 · 16 + 7 = 15716 = 1 0101 01112.

Ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

343 = 28 + 26 + 24 + 22 + 2 + 1 = 256 + 64 + 16 + 4 + 2 + 1.
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Ðàñêîäèðóåì ïåðâûé áëîê

3572 ≡ 442(mod 527), 3574 ≡ 4422 = 374(mod 527),

3578 ≡ 3742 ≡ 221(mod 527), 35716 ≡ 2212 ≡ 357(mod 527),

35732 ≡ 3572 ≡ 442(mod 527), 35764 ≡ 4422 ≡ 374(mod 527),

357128 ≡ 3742 ≡ 221(mod 527), 357256 ≡ 2212 ≡ 357(mod 527).

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

357343 ≡ 357256+64+16+4+2+1 ≡ 357 · 374 · 357 · 374 · 442 · 357 ≡ 357(mod 527).

Àíàëîãè÷íî ðàñêîäèðóþòñÿ îñòàëüíûå áëîêè.
Ñëîæíîñòü íàõîæäåíèÿ ñåêðåòíîãî êëþ÷à ñèñòåìû RSÀ îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæ-

íîñòüþ ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Ðåêîìåíäóåòñÿ âûáèðàòü
÷èñëà p è q òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà n áûëà äîñòàòî÷íî
ñëîæíà â âû÷èñëèòåëüíîì ïëàíå. Äëÿ ýòîãî ðåêîìåíäóþòñÿ ñëåäóþùèå òðåáî-
âàíèÿ:

1) ÷èñëà p è q äîëæíû áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèìè, íå ñëèøêîì ñèëüíî îò-
ëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà è â òî æå âðåìÿ áûòü íå ñëèøêîì áëèçêèìè äðóã äðóãó;

2) ÷èñëà p è q äîëæíû áûòü òàêèìè, ÷òîáû íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷è-
ñåë p − 1 è q − 1 áûë íåáîëüøèì; æåëàòåëüíî, ÷òîáû
(p− 1, q − 1) = 2;

3) p è q äîëæíû áûòü ñèëüíî ïðîñòûìè ÷èñëàìè; (ñèëüíî ïðîñòûì íàçûâàåò-
ñÿ òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî r, ÷òî r+1 èìååò áîëüøîé ïðîñòîé äåëèòåëü, r−1 èìååò
áîëüøîé ïðîñòîé äåëèòåëü s òàêîé, ÷òî ÷èñëî s− 1 òàêæå îáëàäàåò äîñòàòî÷íî
áîëüøèì ïðîñòûì äåëèòåëåì).

Â ñëó÷àå êîãäà íå âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç óêàçàííûõ óñëîâèé, èìåþòñÿ
ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñàìûå áîëüøèå ïðîñòûå ÷èñëà, âèäà n = pq, êîòîðûå
óäàåòñÿ ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè èçâåñòíûìè ìåòîäàìè, ñîäåðæàò â ñâîåé çà-
ïèñè 140 äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ. Ïîýòîìó, ðåêîìåíäóåòñÿ âûáèðàòü ÷èñëà p è q äëÿ
ñèñòåìû RSA, ñîäåðæàùèå íå ìåíåå 100 äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïóñòü â øèôðîñèñòåìå RSA n = 35. Âû÷èñëèòå φ(35). Ïóñòü e = 5. Íàé-
äèòå d. Ñêîëüêî ñèìâîëîâ ñîäåðæèò îäèí áëîê? Çàêîäèðîâàòü ëþáîå òðåõ-
áóêâåííîå ñëîâî è ïîðó÷èòü ñîñåäó ðàñêîäèðîâàòü åãî.

2. Ïóñòü â øèôðîñèñòåìå RSA n = 55. Âû÷èñëèòå φ(55). Ïóñòü e = 3. Íàé-
äèòå d. Ñêîëüêî ñèìâîëîâ ñîäåðæèò îäèí áëîê? Çàêîäèðîâàòü ëþáîå òðåõ-
áóêâåííîå ñëîâî è ïîðó÷èòü ñîñåäó ðàñêîäèðîâàòü åãî.
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Øèôðîñèñòåìà Ýëü-Ãàìàëÿ
Øèôðîñèñòåìà Ýëü-Ãàìàëÿ áûëà ïðåäëîæåíà â 1985 ã. è ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷å-

ñêè îäíèì èç âàðèàíòîâ ìåòîäà âûðàáîòêè îòêðûòûõ êëþ÷åé Äèôôè-Õåëëìàíà.
Êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ ñòîéêîñòü äàííîé ñèñòåìû îñíîâàíà íà ñëîæíîñòè ïðîáëå-
ìû ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå êîíå÷íîãî ïðîñòîãî ïîëÿ.

Øèôðîñèñòåìà Ýëü-Ãàìàëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü p � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî, α � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò

ãðóïïû Z∗
p � ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû êîíå÷íîãî ïîëÿ,

a � öåëîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà 1 ≤ a ≤ p− 2.
Ïóñòü β ≡ αa(mod p).
Îòïðàâèòåëü çíàåò: p, α, β, ñîîáùåíèÿ xi, i = 1, ..., k.
Ïîëó÷àòåëü çíàåò: p, a, α, β, êîäèðîâàííûå ñîîáùåíèÿ

(bi, ci), i = 1, ..., k.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ñîîáùåíèÿ xi è øèôðîòåêñò (bi, ci) óäîâëåòâîðÿþò

íåðàâåíñòâàì 1 ≤ xi, bi, ci ≤ p− 1, i = 1, ..., k.
Ïðàâèëî êîäèðîâàíèÿ ñîîáùåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

b ≡ αr(mod p), c ≡ xβr(mod p) , ãäå r � ñëó÷àéíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà 1 ≤
r ≤ p− 2, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðàíäîìèçàòîðîì.

Ïðàâèëî ðàñêîäèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

d ≡ c(ba)−1(mod p),

ãäå ÷èñëî d óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 1 ≤ d ≤ p− 1.
Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî d = x, òî åñòü ñèñòåìà

êîäèðîâàíèÿ-ðàñêîäèðîâàíèÿ ðàáîòàåò êîððåêòíî.
Â ñàìîì äåëå ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

d ≡ c(ba)−1 ≡ x(αa)r((αr)a)−1 ≡ xαarα−ra ≡ x(mod p).

Ñëåäîâàòåëüíî, d − x
... p. Èç îãðàíè÷åíèé íà x è d ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

0 ≤ d− x < p. Âûòåêàåò ðàâåíñòâî d = x.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ïðèâåäåííîé ñèñòåìå íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ðàç-

ëè÷íûå çíà÷åíèÿ ðàíäîìèçàòîðà r äëÿ êîäèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ îòêðûòûõ òåê-
ñòîâ x è x′. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèå øèôðîòåêñòû (b, c) è (b′, c′)
îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè ñîîòíîøåíèåì c(c′)−1 = x(x′)−1 è ñîîáùåíèå x′ ìîæåò
áûòü âû÷èñëåíî, åñëè èçâåñòíî x.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñòîéêîñòü ñèñòåìû Ýëü-Ãàìàëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæíî-
ñòüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â Z∗

p. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ
ýòà çàäà÷à ïðàêòè÷åñêè íåðåàëèçóåìà äëÿ çíà÷åíèé p, ñîäåðæàùèõ íå ìåíåå
150 äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ. Ðåêîìåíäóåòñÿ òàêæå, ÷òîáû ÷èñëî p− 1 ñîäåðæàëî áû
áîëüøîé ïðîñòîé äåëèòåëü.

Ñèñòåìà Ýëü-Ãàìàëÿ ìîæåò áûòü îáîáùåíà äëÿ ïðèìåíåíèÿ â ëþáîé êîíå÷-
íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïå G. Êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ ñòîéêîñòü òàêîé îáîáùåííîé
ñõåìû îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ çàäà÷è ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â ãðóïïå G. Ïðè
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ýòîì ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ â G äîëæíà áûòü ëåãêî ðåàëèçóåìîé. Â êà÷åñòâå G
÷àùå âñåãî âûáèðàþòñÿ ñëåäóþùèå òðè ãðóïïû:

1) ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà Z∗
p êîëüöà êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðî-

ñòîãî ÷èñëà ð;
2) ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà F ∗

2p êîíå÷íîãî êîëüöà F2p, ãäå
p � áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî;

3) ãðóïïà òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä êîíå÷íûì ïîëåì.
Âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð øèôðîâàíèÿ ìîæíî îòíåñòè ê äîñòîèíñòâàì ñè-

ñòåìû Ýëü-Ãàìàëÿ, òàê êàê ñõåìû âåðîÿòíîñòíîãî øèôðîâàíèÿ îáëàäàþò, êàê
ïðàâèëî, áîëüøåé ñòîéêîñòüþ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñõåìàìè ñ äåòåðìèíèðîâàííûì
ïðîöåññîì øèôðîâàíèÿ.

Íåäîñòàòêîì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ óäâîåíèå äëèíû îòêðûòîãî òåêñòà ïðè øèô-
ðîâàíèè.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïóñòü â øèôðîñèñòåìå Ýëü-Ãàìàëÿ p = 37, α = 5, r = 3. Âû÷èñëèòå β.
Ñêîëüêî ñèìâîëîâ ñîäåðæèò îäèí áëîê? Çàêîäèðîâàòü ëþáîå òðåõáóêâåí-
íîå ñëîâî è ïîðó÷èòü ñîñåäó ðàñêîäèðîâàòü åãî.

2. Ïóñòü â øèôðîñèñòåìå Ýëü-Ãàìàëÿ p = 41, α = 7, r = 2. Âû÷èñëèòå β.
Ñêîëüêî ñèìâîëîâ ñîäåðæèò îäèí áëîê? Çàêîäèðîâàòü ëþáîå òðåõáóêâåí-
íîå ñëîâî è ïîðó÷èòü ñîñåäó ðàñêîäèðîâàòü åãî.
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11 Ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ â êîìïüþòåðå

11.1 Ïðåäñòàâëåíèå öåëûõ ÷èñåë

Îáû÷íî â ñèñòåìàõ êîìïüþòåðíîé àëãåáðû ðàññìàòðèâàþòñÿ òî÷íûå àíàëè-
òè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ è íèêàêèå îêðóãëåíèÿ èëè äðóãèå èñêàæåíèÿ öåëûõ
÷èñåë íåäîïóñòèìû. À ïîòîìó ïðè ïðîâåäåíèè àíàëèòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû ìîãóò ïîòðåáîâàòü çíà÷èòåëüíîé ïàìÿòè, õîòÿ èñ-
õîäíûå äàííûå áûëè íåâåëèêè.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì èçâåñòíûé ïðèìåð Ä. Êíóòà è Â. Áðàó-
íà1 [8] âû÷èñëåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ìíîãî÷ëåíîâ (f(x), g(x)), ãäå

f(x) = x8 + x6 − 3x4 − 3x3 + 8x2 + 2x− 5;

g(x) = 3x6 + 5x4 − 4x2 − 9x+ 21.

Ïðîâîäÿ âû÷èñëåíèÿ ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà, ïîëó÷èì â ðåçóëüòàòå öåëîå
÷èñëî, ñîäåðæàùåå 35 äåñÿòè÷íûõ öèôð (ò. å. 117 áèò), è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî-
ëèíîìû âçàèìíî ïðîñòû. Îäíàêî èñõîäíûå äàííûå ìàëû (íàèáîëüøåå èç ÷èñåë
ðàâíî 21), ðåçóëüòàò �âçàèìíî ïðîñòûå� ÿâëÿåòñÿ îòâåòîì òèïà äà/íåò è òðåáóåò
äëÿ çàïèñè âñåãî 1 áèò. Òàêàÿ ïðîáëåìà ðàçáóõàíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ äàííûõ
âîçíèêàåò è â äðóãèõ ñèòóàöèÿõ (íàïðèìåð, â çàäà÷å èíòåãðèðîâàíèÿ), è ÿâëÿ-
åòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì êîìïüþòåðíîé àëãåáðû.

Òàêæå áûâàåò íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü öåëûå ÷èñëà ïðîèçâîëüíîé äëèíû.
Ïî÷òè âñå ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû äîïóñêàþò òàêóþ âîçìîæíîñòü è
äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë âûáèðàþò â êà÷åñòâå îñíîâàíèÿ íåêîòîðîå ÷èñëî N , è
ïðåäñòàâëÿþò ÷èñëà, ïî àíàëîãèè ñ îáû÷íîé äåñÿòè÷íîé ñèñòåìîé, îòíîñèòåëüíî
ýòîãî îñíîâàíèÿ (ñ ïîìîùüþ �öèôð� îò 0 äîN−1) ñ äîáàâëåíèåì çíàêîâîãî áèòà.
Íàïðèìåð, íà 32-áèòîâûõ êîìïüþòåðàõ â êà÷åñòâå N ìîæíî âûáðàòü 109, èëè
230, èëè 231. Êàê ïðàâèëî, 232 íå èñïîëüçóåòñÿ, ÷òîáû íå âîçíèêàëè òðóäíîñòè
ïðè ñëîæåíèè äâóõ ÷èñåë.

Ïîñëå âûáîðà òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå è óìíîæåíèå öå-
ëûõ ÷èñåë ñòàíîâèòñÿ, â ïðèíöèïå, ïðîñòûìè � äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ õî-
ðîøî èçâåñòíûìè èç øêîëû àëãîðèòìàìè. Ïðàâäà, óìíîæåíèå òðåáóåò ñïåöè-
àëüíî íàïèñàííóþ íà ìàøèííîì ÿçûêå äëÿ ýòîãî äåéñòâèÿ ôóíêöèþ, òàê êàê
äëÿ çàïèñè â ïàìÿòü ïðîèçâåäåíèÿ íåîáõîäèìû óæå äâà ñëîâà.

Äåëåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè, òàê êàê ìåòîä, èçó÷àå-
ìûé â øêîëå, òðåáóåò óãàäûâàíèÿ öèôðû ÷àñòíîãî.
Ä. Êíóò â 1981 ãîäó äåòàëüíî îïèñàë ýòó ïðîáëåìó è ïðåäëîæèë äîñòàòî÷íî
íàäåæíûé àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìîé öèôðû.

1Ä. Êíóò è Â. Áðàóí � àìåðèêàíñêèå ìàòåìàòèêè.
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11.2 Ïðåäñòàâëåíèå äðîáåé

Îáûêíîâåííûå äðîáè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ïàðû öåëûõ ÷èñåë: ÷èñëèòåëÿ è
çíàìåíàòåëÿ (p/q, q ̸= 0). Âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò çàìåíÿòü èõ ïðèáëèæåí-
íûìè çíà÷åíèÿìè (íàïðèìåð, ÷èñëîì ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé), òàê êàê ýòî ìîæåò
ïðèâåñòè ê íåâåðíûì ðåçóëüòàòàì. Íàïðèìåð, åñëè

(x3 − 8;
1

3
x2 − 4

3
) =

1

3
x− 2

3
,

òî (x3 − 8; 0, 333333 x2 − 1, 33333) = 0, 000001 èç-çà îêðóãëåíèÿ.
Âñå îïåðàöèè ñ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè òðåáóþò âû÷èñëåíèÿ íàèáîëüøå-

ãî îáùåãî äåëèòåëÿ öåëûõ ÷èñåë, ÷òî ïðèâîäèò ê áîëüøèì çàòðàòàì âðåìåíè.
Åñëè óäàåòñÿ êàêèì-òî îáðàçîì èçáåæàòü òàêèõ äåéñòâèé, òî ýòî äàñò ñåðüåç-
íóþ ýêîíîìèþ âðåìåíè. Â íàøåì ïðèìåðå ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ âû÷èñëåíèåì
(x3 − 8; x2 − 4), êîòîðîå íå òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ îáûêíîâåííûõ äðîáåé.

Àëãîðèòìû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äðîáåé äîñòàòî÷íî ïðîñòû, íî è òóò
ìîæíî îïòèìèçèðîâàòü ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, óìíîæå-
íèå äðîáåé, ïðåäñòàâëåííûõ â íåñîêðàòèìîì âèäå:

a

b
· c
d
=
p

q
.

Î÷åâèäíûé ñïîñîá: âû÷èñëèòü p = ac, q = bd, è çàòåì ñîêðàòèòü íà íàè-
áîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ýòèõ ÷èñåë.

Îäíàêî, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî

(p, q) = (a, d) · (b, c)

ìîæíî áîëåå ýôôåêòèâíî âû÷èñëèòü äâà ÍÎÄ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, ÷åì
îäèí ÍÎÄ â ëåâîé, òàê êàê àðãóìåíòû ó íèõ ìåíüøå (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
(a, b) = 1 è.(c, d) = 1).

Àíàëîãè÷íî äëÿ ñëîæåíèÿ

a

b
+
c

d
=
p

q
.

Âìåñòî âû÷èñëåíèÿ p = ad + bc è q = bd è ïîñëåäóþùåãî ñîêðàùåíèÿ íà
(p, q) áîëåå ýôôåêòèâíî âû÷èñëèòü ñíà÷àëà

q =
bd

(b, d)
è p = a

d

(b, d)
+ c

b

(b, d)
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå ìû ðàáîòàåì ñ ìåíüøèìè çíà÷åíèÿìè p
è q, ÷åì ïðè ïðÿìûõ âû÷èñëåíèÿõ.

95



11.3 Ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ

Èìåííî ðàáîòà ñ ïîëèíîìàìè (ìíîãî÷ëåíàìè) îòëè÷àåò ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé
àëãåáðû îò äðóãèõ ñèñòåì.

Îòìåòèì, ÷òî òåðìèí �ïîëèíîìèàëüíûå� îòíîñèòñÿ ê ïðîãðàììíûì âû÷èñ-
ëåíèÿì, à íå ïðîñòî ê òèïàì äàííûõ, íàä êîòîðûìè ïðîèçâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ.
Íàïðèìåð, âû÷èñëåíèå

(x− y)(x+ y) = x2 − y2

ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì, íî èì ÿâëÿåòñÿ òàêæå è

(cos a− sin b)(cos a+ sin b) = (cos2 a− sin2 b),

â êîòîðîì ôàêòè÷åñêè ïðîèçâåäåíî òî æå âû÷èñëåíèå, íî ñ çàìåíîé x íà cos a,
à y � íà sin b.

Âñå ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû ìîãóò ðàáîòàòü ñ ïîëèíîìàìè îò ïðî-
èçâîëüíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Èõ ìîæíî ñêëàäûâàòü, âû÷èòàòü, óìíîæàòü, äå-
ëèòü (ïî êðàéíåé ìåðå, åñëè äåëåíèå âûïîëíÿåòñÿ áåç îñòàòêà), íî â äåéñòâè-
òåëüíîñòè ñàìîé èíòåðåñíîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ óïðîùåíèÿ.

Îòìåòèì â ñâÿçè ñ ýòèì, ÷òî çàïèñü (x − y)(x + y) íå ñëèøêîì èíòåðåñíà;
çàïèñü x2−y2 ãîðàçäî áîëåå ïîëåçíà. Îäíàêî çàïèñü (x−1) áîëåå �ïðîñòàÿ� ÷åì
x2−1
x+1 , íî ÿâëÿåòñÿ ëè âûðàæåíèå x999−x998+x997− ...− 1 áîëåå �ïðîñòûì�, ÷åì
x1000−1
x+1 äàëåêî íå î÷åâèäíî. ×òîáû ðàçîáðàòüñÿ ñ ïîíÿòèåì �óïðîùåíèå�, ñíà÷àëà

óòî÷íèì äâà ñâÿçàííûõ ñâÿçàííûõ ñ íèì òåðìèíà.
Ïðåäñòàâëåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ýòî

ìíîãî÷ëåíû) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì, åñëè äâå ðàçëè÷íûå çàïèñè ñîîòâåò-
ñòâóþò âñåãäà äâóì ðàçëè÷íûì îáúåêòàì. Åñëè ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ îáëàäà-
åò ñòðóêòóðîé ìîíîèäà (à ïî÷òè ëþáàÿ ñîâîêóïíîñòü â êîìïüþòåðíîé àëãåáðå
ÿâëÿåòñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå ìîíîèäîì), òî ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
Ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè íóëü ïðåäñòàâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì.

Ëþáîå êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì. Òàêèì îáðàçîì,
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî óïðîùåíèå äîëæíî äàâàòü, ïî êðàéíåé ìåðå, íîðìàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå, à åñëè âîçìîæíî, òî è êàíîíè÷åñêîå. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ñîâïàäåíèÿ äâóõ îáúåêòîâ ìîíîèäà ñîñòàâëÿþò èõ ðàçíîñòü è ñìîòðÿò
åå ïðåäñòàâëåíèå: åñëè ýòî ïðåäñòàâëåíèå íóëÿ, òî ýëåìåíòû ñ÷èòàþò ñîâïàäà-
þùèìè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ðàçëè÷íûìè.

Êðîìå òîãî, æåëàòåëüíî, ÷òîáû ïðåäñòàâëåíèå áûëî �ðåãóëÿðíûì�, �åñòå-
ñòâåííûì� è �êîìïàêòíûì� ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì îïðåäåëåíèè ýòèõ ïîíÿòèé.
Ìû íå áóäåì ðàçâèâàòü ýòè ðàññóæäåíèÿ. Îãðàíè÷èìñÿ çàìå÷àíèåì, ÷òî äâóì
ïîñëåäíèì òðåáîâàíèÿì, ïî-âèäèìîìó, íå óäîâëåòâîðÿåò ïðåäñòàâëåíèå öåëîãî
÷èñëà åäèíèöàìè, íàïðèìåð, 7 = �1111111�.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïðåäñòàâëåíèé, îòâå÷àþùèõ óêàçàííûì òðåáîâàíèÿì,
è âñÿêàÿ ñèñòåìà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû ðàñïîëàãàåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíèì
èç íèõ.
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Äëÿ ïîëèíîìîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ äîñòàòî÷íî î÷åâèäíû: êàæäàÿ ñòåïåíü ïåðåìåííîé x ïðèñóòñòâóåò
íå áîëåå îäíîãî ðàçà, è ðàâåíñòâî ïîëèíîìîâ ñâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó êîýôôèöè-
åíòîâ. Íî â ïðåäñòàâëåíèè ñèòóàöèÿ íå íàñòîëüêî ïðîñòà.

Ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ ðàçðåæåííûì, åñëè íóëåâûå ÷ëåíû ÿâíî â íåì íå
ïðåäñòàâëåíû è � ïëîòíûì, åñëè â íåì ÿâíî ïðåäñòàâëåíû âñå ÷ëåíû. Îáû÷íîå
ìàòåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåæåííûì: ìû ïèøåì 8x2+7 âìåñòî
8x2 + 0x+ 7.

Íàèáîëåå î÷åâèäíûì êîìïüþòåðíûì ïðåäñòàâëåíèåì ïîëèíîìà

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0

ÿâëÿåòñÿ åãî ïðåäñòàâëåíèå òàáëèöåé êîýôôèöèåíòîâ

[an, an−1, . . . , a1, a0].

Òàê êàê â íåì çàïèñàíû âñå êîýôôèöèåíòû, òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ
ïëîòíûì. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ñëîæåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n íåîáõîäèìî
n+ 1 = O(n) ñëîæåíèé, à äëÿ óìíîæåíèÿ � O(n2) óìíîæåíèé êîýôôèöèåíòîâ.

Äëÿ ðàçðåæåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êàæäûé íåíóëåâîé ÷ëåí aix
i çàïîìèíà-

åòñÿ â âèäå ïàðû: (i, ai). Íàïðèìåð, ïîëèíîì 8x2 + 7 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
((2, 8), (0, 7)). Ïîðÿäîê çàäàåòñÿ îáû÷íî óáûâàíèåì ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé.

Áîëüøèíñòâî âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå ïîëèíîìîâ íå ÿâëÿþòñÿ ïëîò-
íûìè, è ðàçðåæåííîå ïðåäñòàâëåíèå äàåò ñóùåñòâåííóþ ýêîíîìèþ. Íàïðèìåð,
ïëîòíûé ìåòîä ïîòðåáóåò ìèëëèîí óìíîæåíèé äëÿ ïðîâåðêè ðàâåíñòâà

(x1000 + 1)(x1000 − 1) = x2000 − 1,

à ðàçðåæåííûé � âñåãî ÷åòûðå.
Åñëè æå ðå÷ü èäåò î ïîëèíîìàõ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, òî âñÿêèé ðåàëü-

íûé ïîëèíîì äîëæåí áûòü ðàçðÿæåí, òàê êàê ïëîòíîå ïðåäñòàâëåíèå, íàïðèìåð,
ïîëèíîìà îò ïÿòè ïåðåìåííûõ x5y5z5u5v5 ñîäåðæèò 7776 ÷ëåíîâ, à ðàçðåæåííîå
� âñåãî îäèí.
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Îïåðàöèè Ñòåïåíü Êîëè÷åñòâî
÷ëåíîâ

ðåçóëüòàòà â ðåçóëüòàòå
f + g max{nf , ng}mf +mg

f − g max{nf , ng}mf +mg

f · g nf + ng mf ·mg

f/g nf − ng nf − ng + 1
(f, g) min{nf , ng} ≤

min{nf , ng}+1
Ïîäñòàíîâêà nf · ng nf · ng + 1
ïîëèíîìà f
âìåñòî ïåðå-
ìåííîé
â ïîëèíîì g

Îòìåòèì, ÷òî âðåìÿ ñ÷åòà, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ,
ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå ôóíêöèåé êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ, ÷åì ñòåïåíè. Åñëè f è g � äâà
ïîëèíîìà ñòåïåíåé nf è ng, ñîäåðæàùèå mf è mg ÷ëåíîâ, òî ïðèìèòèâíûå îïå-
ðàöèè íàä íèìè óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì, ïðåäñòàâëåííûì â ïðèâåäåííîé
âûøå òàáëèöå.

11.4 Ïðåäñòàâëåíèå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

Áîëüøèíñòâî âû÷èñëåíèé èñïîëüçóþò íå òîëüêî ïîëèíîìû, íî è èõ îòíîøå-
íèÿ, ò. å. ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè. Ê äåéñòâèÿì ñ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè
åñòåñòâåííî îòíåñòè è ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà

1

sinx
+

1

cosx
=

cosx+ sinx

sinx cosx
,

òàê êàê ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî è

1

a
+

1

b
=
a+ b

ab
.

Åñëè ïðåäñòàâëÿòü ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ êàê ïîëèíîì (÷èñëèòåëü), äå-
ëåííûé íà äðóãîé ïîëèíîì (çíàìåíàòåëü), òî ïîëó÷àåòñÿ íîðìàëüíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå, òàê êàê ôóíêöèÿ åñòü íóëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ÷èñëèòåëü åñòü
íóëü.

Åñëè ìû õîòèì ïîëó÷èòü êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå, òî âîçíèêàþò ñëåäó-
þùèå ñëîæíîñòè: íàïðèìåð, ôîðìóëû

x− 1

x+ 1
è
x2 − 2x+ 1

x2 − 1
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ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò æå ýëåìåíò, íî ýòî ðàçíûå ôîðìóëû, òàê êàê ó íèõ
ðàçíûå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû â êàíîíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè íå ñóùåñòâî-
âàëî êàêîãî-ëèáî îáùåãî äåëèòåëÿ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Â îáùåì ñëó÷àå
ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé ñòåïåíüþ ÷èñëèòåëÿ (òî
æå âåðíî è äëÿ çíàìåíàòåëÿ). Íî ýòîãî óñëîâèÿ ìàëî, êàê ñëåäóåò èç ñëåäóþ-
ùåãî ïðèìåðà:

−2x+ 1

2x+ 1
=

2x− 1

−2x− 1
=

4x− 2

−4x− 2
=

−x+ 1/2

x+ 1/2
=

x− 1/2

−x− 1/2
.

Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîé íåîäíîçíà÷íîñòè áîëüøèíñòâî ñóùåñòâóþùèõ ñèñòåì
ïðèíèìàþò íî âíèìàíèå ñëåäóþùèå ïðàâèëà äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè èç Q:

(1) â âûðàæåíèè íå äîëæíî áûòü ðàöèîíàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ (÷òî îòáðà-
ñûâàåò ïîñëåäíèå äâà âûðàæåíèÿ);

(2) íèêàêîå öåëîå ÷èñëî íå ìîæåò äåëèòü êàê ÷èñëèòåëü, òàê è çíàìåíàòåëü
(÷òî îòáðàñûâàåò òðåòüå âûðàæåíèå);

(3) ñòàðøèé êîýôôèöèåíò çíàìåíàòåëÿ äîëæåí áûòü ïîëîæèòåëüíûì (÷òî
îòáðàñûâàåò âòîðîå âûðàæåíèå).

Èìåþòñÿ è äðóãèå âîçìîæíîñòè, íî ýòè ïðàâèëà íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíû
è äîñòàòî÷íû äëÿ ïîëó÷åíèÿ êàíîíè÷åñêîé ôîðìû.

Óïðàæíåíèÿ

1. Íàïèñàòü ïðîãðàììû äëÿ ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ ñ
îñòàòêîì öåëûõ ÷èñåë.

2. Íàïèñàòü ïðîãðàììû äëÿ âûïîëíåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä äðî-
áÿìè.

3. Íàïèñàòü ïðîãðàììû äëÿ ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ ñ
îñòàòêîì ìíîãî÷ëåíîâ ïðåäñòàâëåííûõ â ïëîòíîì èëè ðàçðåæåííîì âèäå.

12 Ðåøåíèå àëãîðèòìè÷åñêèõ çàäà÷ â

êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ

12.1 Ñèñòåìû óðàâíåíèé è èäåàëû â êîëüöàõ

ìíîãî÷ëåíîâ

Êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z è êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé
ïåðåìåííîé F [x] íàä ïîëåì F ÿâëÿþòñÿ êîëüöàìè ãëàâíûõ èäåàëîâ. Ñëåäóþùèé
ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî F [x, y] òàêîâûì íå ÿâëÿåòñÿ.
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Ïðèìåð. Â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ F [x, y] ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ, ñâîáîäíûé
÷ëåí êîòîðûõ ðàâåí íóëþ, îáðàçóþò èäåàë I0. Ïîêàæåì, ÷òî îí íå ÿâëÿåòñÿ
ãëàâíûì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî I0 = (f) äëÿ íåêîòîðîãî f ∈ F [x, y]. Òàê êàê
x, y ∈ I0, ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû t, s ∈ F [x, y] òàêèå, ÷òî x = ft, y = fs.

Ñëåäîâàòåëüíî, x− y
... f . Åäèíñòâåííûé îáùèé äåëèòåëü ðàçëè÷íûõ íåïðè-

âîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ x è y � ýòî íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà.
Åñëè f ∈ F, f ̸= 0, òî (f) = F [x, y]. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëüíî, èäåàë I0 íå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.
Â êîììóòàòèâíûõ êîëüöàõ ìîæíî óòî÷íèòü ïîíÿòèå ìíîæåñòâà, ïîðîæäàþ-

ùåãî èäåàë.

Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíòû a1, a2, ..., am ∈ I îáðàçóþò áàçèñ èäåàëà I êîì-
ìóòàòèâíîãî êîëüöà R, åñëè ëþáîé ýëåìåíò a ∈ I ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå:

a = a1 r1 + a2 r2 + · · ·+ am rn äëÿ íåêîòîðûõ ri ∈ R.

Îáîçíà÷àåòñÿ I = (a1, a2, ..., am).

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî èäåàë I▹R äîïóñêàåò êîíå÷íûé áàçèñ, åñëè
íàéäóòñÿ òàêèå ýëåìåíòû a1, a2, ..., am ∈ I, ÷òî
I = (a1, a2, ..., am).

Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèå áàçèñà èäåàëà (â îòëè÷èå îò âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà) íåò òðåáîâàíèÿ ìèíèìàëüíîñòè íà ÷èñëî ýëåìåíòîâ áàçèñà. Äîáàâèâ
ê áàçèñó ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èäåàëà, ìû âíîâü ïîëó÷èì áàçèñ èäåàëà.

Íà ðóáåæå XIX è XX âåêîâ Äàâèäîì Ãèëüáåðòîì1 áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 12.1.1 (Òåîðåìà Ãèëüáåðòà î áàçèñå) Êàæäûé èäåàë êîëüöà
ìíîãî÷ëåíîâ F [x1, ..., xn] îò n ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì F äîïóñêàåò êîíå÷íûé
áàçèñ.

Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé: f1(x1, . . . , xn) = 0
f2(x1, . . . , xn) = 0
........................

(38)

Ìû ìîæåì ñîïîñòàâèòü åé íåêîòîðûé èäåàë I ▹ F [x1, ..., xn], ïîðîæäåííûé
ìíîãî÷ëåíàìè, îòâå÷àþùèìè óðàâíåíèÿì ñèñòåìû:

I = (f1(x1, . . . , xn), f2(x1, . . . , xn), . . .).

Åñëè ñèñòåìó (38) îáîçíà÷èòü äëÿ êðàòêîñòè áóêâîé S, òî ñîîòâåòñòâóþùèé
èäåàë áóäåì îáîçíà÷àòü I(S).

1Äàâèäîì Ãèëüáåðò � íåìåöêèé ìàòåìàòèê (1862-1943).
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Ëåììà 12.1.1 Åñëè f ∈ I(S), òî f(α1, . . . , αn) = 0 äëÿ âñÿêîãî ðåøåíèÿ
(α1, . . . , αn) ñèñòåìû S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òîãî ÷òî f ∈ I(S) ñëåäóåò, ÷òî
f = f1r1 + . . .+ fmrm. Òàêèì îáðàçîì,

f(α1, . . . , αn) = f1(α1, . . . , αn)r1(α1, . . . , αn) + . . .

. . .+ fm(α1, . . . , αn)rm(α1, . . . , αn) =

= 0 · r1(α1, . . . , αn) + . . .+ 0 · rm(α1, . . . , αn) = 0.

�

Ïðåäëîæåíèå 12.1.1 Ïóñòü {f1, . . . , fk} è {g1, . . . , gm} � äâà áàçèñà îäíî-
ãî è òîãî æå èäåàëà I ▹ F [x1, ..., xn]. Òîãäà ñëåäóþùèå ñèñòåìû f1(x1, . . . , xn) = 0

........................
fk(x1, . . . , xn) = 0

(39)

è  g1(x1, . . . , xn) = 0
........................

gm(x1, . . . , xn) = 0
− (40)

ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (α1, . . . , αn) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (39), òîãäà
òàê êàê gi ∈ I = (f1, . . . , fk), òî â ñèëó ëåììû 12.1.1 ñëåäóåò, ÷òî gi(α1, . . . , αn) =
0. Àíàëîãè÷íî, êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû (40) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (39).
�

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èäå-
àëîì ñèñòåìû. Ðàçëè÷íûå áàçèñû îäíîãî èäåàëà îòâå÷àþò ýêâèâàëåíòíûì ñè-
ñòåìàì. À èç òåîðåìû Ãèëüáåðòà î áàçèñå ïîëó÷èì

Ñëåäñòâèå 12.1.1 Êàæäàÿ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îò n íåèç-
âåñòíûõ ýêâèâàëåíòíà êîíå÷íîé ñèñòåìå.

Âñÿêàÿ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îò îäíîãî íåèçâåñòíîãî ýêâèâà-
ëåíòíà ñèñòåìå èç îäíîãî óðàâíåíèÿ.
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12.2 Áàçèñ Ãð¼áíåðà ïîëèíîìèàëüíîãî èäåàëà

Ïðè ðåøåíèå ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ èäåàëàìè, ïî-
ðîæäåííûìè êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè ìíîãî÷ëåíîâ îò n ïåðåìåííûõ, áîëüøóþ
ðîëü èãðàåò ïîíÿòèå áàçèñà Ãð¼áíåðà ïîëèíîìèàëüíîãî èäåàëà. Ýòî ïîíÿòèå
âîçíèêëî â ìàòåìàòèêå ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî: îíî áûëî ââåäåíî Á. Áóõáåðãå-
ðîì1 â 1965 ãîäó è íàçâàíî â ÷åñòü Â.Ãð¼áíåðà2 � íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ Áóõ-
áåðãåðà. Áóõáåðãåð òàêæå ðàçðàáîòàë îñíîâíûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ áàçèñîâ.

Ïðè ðàññìîòðåíèè àëãîðèòìà äåëåíèÿ â êîëüöå F [x] è àëãîðèòìà ïðèâåäåíèÿ
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ìåòîäîì Ãàóññà êëþ÷åâûì
ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå óïîðÿäî÷èâàíèÿ ÷ëåíîâ ìíîãî÷ëåíà (õîòÿ ýòî, êàê
ïðàâèëî, íå ïîä÷åðêèâàåòñÿ).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ áàçèñà Ãð¼áíåðà èäåàëà I ▹ F [x1, ..., xn] íàì ïîòðåáóåòñÿ
ââåñòè ïîíÿòèå óïîðÿäî÷èâàíèÿ ÷ëåíîâ ìíîãî÷ëåíà èç
F [x1, ..., xn] è ïîíÿòèå ñòàðøåãî ÷ëåíà ìíîãî÷ëåíà f(x1, . . . , xn).

Çàìåòèì, ÷òî êàæäîìó îäíî÷ëåíó axi11 ...x
in
n ∈ F [x1, ..., xn] ìîæíî ñîïîñòà-

âèòü íàáîð (i1, ..., in) öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ íàáî-
ðîì ñòåïåíåé. Åñëè çàäàòü óïîðÿäî÷èâàíèå íàáîðà ñòåïåíåé, òî ïîëó÷èì óïî-
ðÿäî÷èâàíèå è îäíî÷ëåíîâ.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð (i1, ..., in) áîëüøå íàáîðà
(j1, ..., jn), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå k, k ≤ n, ÷òî i1 = j1, i2 = j2, ..., ik−1 =
jk−1, ik > jk.

Òàêîé ñïîñîá óïîðÿäî÷èâàíèÿ íàáîðîâ íàçûâàåòñÿ ÷èñòî ëåêñèêîãðàôè÷å-
ñêèì.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îäíî÷ëåí axi11 ...x
in
n áîëüøå bxj11 ...x

jn
n ,

åñëè (i1, ..., in) áîëüøå (j1, ..., jn).

Çàìå÷àíèå. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî ëåêñèêîãðàôè÷å-
ñêèõ óïîðÿäî÷èâàíèé - êàæäîìó óïîðÿäî÷èâàíèþ ïåðåìåííûõ îòâå÷àåò ñâîå.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå îäíîðîäíûé ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê: ó äâóõ
íàáîðîâ (i1, ..., in) è (j1, ..., jn) âíà÷àëå ñðàâíèâàþòñÿ ñòåïåíè

∑n
t=1 it è

∑n
t=1 jt

è òîëüêî â ñëó÷àå èõ ñîâïàäåíèÿ íàáîðû ñðàâíèâàþòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè.

Îïðåäåëåíèå. Ñòàðøèì ÷ëåíîì fC ìíîãî÷ëåíà

f(x1, ..., xn) =
∑

ai1...inx
i1
1 ...x

in
n

íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèé íåíóëåâîé îäíî÷ëåí, âñòðå÷àþùèéñÿ â
f(x1, ..., xn).

1Á. Áóõáåðãåð � íåìåöêèé ìàòåìàòèê.
2Â.Ãð¼áíåð � íåìåöêèé ìàòåìàòèê.
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Ïóñòü F = {f1, . . . , fm} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ èç
F [x1, ..., xn]. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåí g ðåäóöèðîâàí îòíîñèòåëüíî F , åñëè íè
îäèí èç ñòàðøèõ ÷ëåíîâ f1C , . . . , fmC íå äåëèò ñòàðøåãî ÷ëåíà gC .

Åñëè æå g íå ÿâëÿåòñÿ ðåäóöèðîâàííûì îòíîñèòåëüíî F , ò. å.
gC = fiCq äëÿ íåêîòîðîãî fiC (q � îäíî÷ëåí), òî ïîëîæèâ g1 = g − fiq, ïî-
ëó÷èì g1C < gC . Ýòîò ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ðåäóêöèåé ìíîãî÷ëåíà g ñ ïîìîùüþ

ìíîãî÷ëåíà fiC . Áóäåì îáîçíà÷àòü g
fi−→ g1

Îòìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû g è g1 ëåæàò â îäíîì ñìåæíîì êëàññå îòíîñè-
òåëüíî èäåàëà I, ïîðîæäåííîãî ìíîæåñòâîì F .

Ñëåäîâàòåëüíî, g ∈ I = (f1, ..., fm) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè g1 ∈ I.

Îïðåäåëåíèå. Áàçèñ F = {f1, . . . , fm} èäåàëà I íàçûâàåòñÿ áàçèñîì Ãð¼á-
íåðà ýòîãî èäåàëà, åñëè âñÿêèé ìíîãî÷ëåí g ∈ I ðåäóöèðóåòñÿ îòíîñèòåëüíî
F ê íóëþ.

Çàìåòèì, ÷òî íå âñÿêèé áàçèñ èäåàëà ÿâëÿåòñÿ åãî áàçèñîì Ãð¼áíåðà. Äëÿ
ïîñòðîåíèÿ áàçèñà Ãð¼áíåðà íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü F = {f1, . . . , fm} � áàçèñ èäåàëà I. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåíû fi è fj
èìåþò çàöåïëåíèå, åñëè (fiC , fjC) /∈ F . Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

S(fi, fj) = α
h

fiC
fi − β

h

fjC
fj,

ãäå h = [fiC , fjC ], α è β âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû óðàâíÿòü êîýôôèöèåíòû ïðè
ñòàðøèõ ÷ëåíàõ óìåíüøàåìîãî è âû÷èòàåìîãî, íàçûâàåìûé S-ïîëèíîìîì ïàðû
fi è fj.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàöåïëåíèå ðàçðåøèìî, åñëè S-ïîëèíîìîì
S(fi, fj) ðåäóöèðóåòñÿ îòíîñèòåëüíî F ê íóëþ.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 12.2.1 Áàçèñ F = {f1, . . . , fm} èäåàëà I ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ãð¼á-
íåðà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì íåò çàöåïëåíèé èëè êàæäîå çàöåïëå-
íèå ðåäóöèðóåòñÿ ê íóëþ.

Àëãîðèòì Áóõáåðãåðà ïîñòðîåíèÿ áàçèñà Ãð¼áíåðà ïîëèíîìèàëüíîãî èäå-
àëà:

Ïóñòü F = {f1, . . . , fm} � áàçèñ èäåàëà I.
1) Ïðîâåðèì, åñòü ëè â íàáîðå ìíîãî÷ëåíîâ çàöåïëåíèÿ. Åñëè íåò, òî F

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ãð¼áíåðà èäåàëà I.
2) Äëÿ íàéäåííîãî çàöåïëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ fi è fj ñòðîèì S-ïîëè-

íîì S(fi, fj) è ðåäóöèðóåì åãî îòíîñèòåëüíî F . Åñëè îí ðåäóöèðóåòñÿ ê íó-
ëþ, òî âñå õîðîøî. Åñëè æå îí ðåäóöèðóåòñÿ ê íåíóëåâîìó ìíîãî÷ëåíó f , òî
äîáàâèì åãî ê íàáîðó F â êà÷åñòâå fm+1.
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3) Â ïîñòðîåííîì ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ F ′ = {f1, . . . , fm, fm+1} ðàññìàò-
ðèâàåì çàöåïëåíèå, êîòîðîå íå áûëî ðàññìîòðåíî ðàíåå è ò.ä.

Çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìû ïîëó÷èì íàáîð ìíîãî÷ëåíîâ
f1, . . . , fm, fm+1, . . . , fk, â êîòîðîì êàæäîå çàöåïëåíèå ðàçðåøèìî. Ýòî è áóäåò
áàçèñîì Ãð¼áíåðà èäåàëà I = (f1, . . . , fm).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîçâîëÿåò óñêîðèòü àëãîðèòì Áóõáåðãåðà íàõîæäåíèÿ
áàçèñà Ãð¼áíåðà.

Ëåììà 12.2.1 Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè áàçèñ Ãð¼áíåðà èäåàëà, ïîðîæäåí-
íîãî ìíîæåñòâîì F = {f1, . . . , fm}. Ïóñòü

[fiC , fjC ]
... fkC, ãäå fi, fj, fk ∈ F .

Òîãäà åñëè ðàññìîòðåíû S-ïîëèíîìû S(fi, fk) è S(fj, fk), òî íå òðåáóåòñÿ
ðàññìàòðèâàòü S-ïîëèíîì S(fi, fj).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ìîæíî ïðî÷èòàòü â [7].
Ïðèìåð. Íàéòè áàçèñ Ãð¼áíåðà èäåàëà I = (f1, f2, f3) â êîëüöå

R[x, y, z], åñëè f1 = x2 + y2 + z2, f2 = x + y − z, f3 = y + z2 (äëÿ ÷èñòî
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ ïðè x > y > z).

Òàê êàê f1C = x2, f2C = x, òî ìíîãî÷ëåíû f1 è f2 èìåþò çàöåïëåíèå.

S(f1, f2) = f1 − xf2 = y2 + z2 − xy + xz
f2−→

f2−→ 2y2 + 2z2 − 2yz
f3−→ 2z4 + 2z3 + 2z2 ̸= 0.

Äîáàâèâ åãî â êà÷åñòâå ìíîãî÷ëåíà f4 = 2z4+2z3+2z2 (íà êîíñòàíòó ìîæíî
ñîêðàòèòü è ñ÷èòàòü f4 = z4 + z3 + z2), ïîëó÷èì íàáîð
F = {f1, f2, f3, f4}. Òàê êàê áîëüøå çàöåïëåíèé íåò, òî F ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì
Ãð¼áíåðà èäåàëà I.

Ïóñòü F = {f1, . . . , fm} � áàçèñ Ãð¼áíåðà èäåàëà I. Ìîæíî ëè åãî óïðîñòèòü?
Âî-ïåðâûõ, åñëè f1 è f2 � ýëåìåíòû áàçèñà Ãð¼áíåðà èäåàëà I è f1C äåëèòñÿ

íà f2C , òî f1 ìîæíî óäàëèòü. Îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû f2, . . . , fm ïî-ïðåæíåìó
îáðàçóþò áàçèñ Ãð¼áíåðà èäåàëà I.

Îïðåäåëåíèå. Áàçèñ Ãð¼áíåðà F = {f1, . . . , fm} èäåàëà I íàçûâàåòñÿ ìè-
íèìàëüíûì, åñëè fiC íå äåëèòñÿ íà fjC ïðè âñåõ i ̸= j.

Âòîðîå óïðîùåíèå êàñàåòñÿ íåñòàðøèõ ÷ëåíîâ ìíîãî÷ëåíîâ
f1, . . . , fm. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðûé ÷ëåí q ìíîãî÷ëåíà fi äåëèòñÿ íà ñòàð-
øèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà fj. Ðåäóöèðóåì q ñ ïîìîùüþ fj è ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò
çàïèøåì â fi âìåñòî q. Ïðè äàííîé îïåðàöèè ÷èñëî ýëåìåíòîâ â áàçèñå Ãð¼áíåðà
íå èçìåíèòüñÿ, íî ïîíèæàþòñÿ ñòåïåíè ÷ëåíîâ ìíîãî÷ëåíîâ f1, . . . , fm.
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Îïðåäåëåíèå. Áàçèñ Ãð¼áíåðà F = {f1, . . . , fm} èäåàëà I íàçûâàåòñÿ ðå-
äóöèðîâàííûì, åñëè âñå ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ðàâíû 1 è íè îäèí ÷ëåí ìíîãî-
÷ëåíà fi íå äåëèòñÿ íà fjC ïðè âñåõ
i, j = 1, . . . ,m, i ̸= j .

Êàæäûé áàçèñ Ãð¼áíåðà ìîæíî ñâåñòè ê ðåäóöèðîâàííîìó, áîëåå òîãî èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 12.2.2 Ðåäóöèðîâàííûé áàçèñ Ãð¼áíåðà èäåàëà
I ▹ F [x1, . . . , xn] îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî, ò. å. íå çàâèñèò îò âûáîðà èñõîäíîãî
áàçèñà èäåàëà I è îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîâîäèìûõ îïåðàöèé (íî çàâèñèò
îò óïîðÿäî÷èâàíèÿ ìîíîìîâ).

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì áàçèñ Ãð¼áíåðà

f1 = x2 + y2 + z2, f2 = x+ y − z, f3 = y + z2, f4 = z4 + z3 + z2

èç ïðèìåðà 12.2.
1) Òàê êàê f1C = x2 äåëèòñÿ íà f2C = x, òî ìíîãî÷ëåí f1 ìîæíî îòáðîñèòü,

è {f1, f2, f3} ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì áàçèñîì Ãð¼áíåðà.

2) Ïðèìåíèâ ðåäóêöèþ y
f3−→ −z2 è çàìåíèâ y íà −z2 â f2, ïîëó÷èì

f2 99K x− z2 − z.
Òàêèì îáðàçîì, {x − z2 − z, y + z2, z4 + z3 + z2} � ðåäóöèðîâàííûé áàçèñ

Ãð¼áíåðà.
Ñ ïîìîùüþ áàçèñîâ Ãð¼áíåðà ìîæíî ðåøàòü ñëåäóþùèå çàäà÷è:
1) çàäà÷à î ïðèíàäëåæíîñòè èäåàëó;
2) ðåøåíèå ñèñòåì ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé;
3) çàäà÷à íàõîæäåíèÿ íåÿâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.
Â ïðèëîæåíèè äàíî îïèñàíèå ïàêåòà äëÿ ðàáîòû ñ áàçèñàìè Ãð¼áíåðà â ñè-

ñòåìà Maple.

Óïðàæíåíèÿ

1. Íàéòè ñòàðøèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà îòíîñèòåëüíî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïî-
ðÿäêà x21x2x

3
3 + 3x1x

4
2x

2
3 − 2x21x3. Êàê èçìåíèòñÿ ñòàðøèé ÷ëåí åñëè ðàñ-

ñìîòðåòü: à) óïîðÿäî÷èâàíèå ïî ñòåïåíè; á) ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê
ñî ñëåäóþùèì ïîðÿäêîì íà îáðàçóþùèõ: x2 > x1 > x3?

2. Íàéòè áàçèñ Ãð¼áíåðà èäåàëà, ïîðîæäåííîãî ìíîãî÷ëåíàìè
f1 = x2 − 1, f2 = (x− 1)y, f3 = (x+ 1)z.

3. Íàéòè áàçèñ Ãð¼áíåðà èäåàëà, ïîðîæäåííîãî ìíîãî÷ëåíàìè
f1 = xz − 2y + 1, f2 = yz − 1 + z, f3 = yz + xyz + z.

4. Íàéòè áàçèñ Ãð¼áíåðà èäåàëà, ïîðîæäåííîãî ìíîãî÷ëåíàìè
f1 = x3yz − xz2, f2 = xy2z − xyz, f3 = x2y2 − z.
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13 Ôîðìàëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

è èíòåãðèðîâàíèå

13.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Êîìïüþòåðû õîðîøî ñïðàâëÿþòñÿ ñ çàäà÷àìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, ò. å.
íàõîäÿò îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû. Ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ áûëî îäíèì èç ïåðâûõ
ïðèìåíåíèé âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí. ×óòü ïîçäíåå ðåàëèçîâàíî ôîðìàëüíîå
äèôôåðåíöèðîâàíèå è çíà÷èòåëüíî ïîçäíåå � ôîðìàëüíîå èíòåãðèðîâàíèå, ò.
å. íàõîæäåíèå íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Â ýòîì è ñîñòîèò îäíî èç ãëàâíûõ
äîñòèæåíèé êîìïüþòåðíîé àëãåáðû.

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìàëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ
îò ôîðìàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷å-
ñêîé ïðîöåäóðîé. Çíàíèå ïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé è ñëåäóþùèõ
÷åòûðåõ ïðàâèë:

1) (f ± g)′ = f ′ ± g′;

2) (f · g)′ = f ′ · g + f · g′;

3) (fg )
′ = f ′·g−f ·g′

g2 ;

4) (f(g(x)))′ = f ′(g(x)) · g′(x).

äàåò âîçìîæíîñòü ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ. Îñíîâíîé
ïðîáëåìîé ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ÿâëÿåòñÿ óïðîùåíèå ðåçóëüòàòà, òàê êàê
åñëè åãî íå óïðîùàòü, òî, ïðîèçâîäíàÿ îò 3x2+1 âûäàåòñÿ â âèäå 0 ·x2+6 ·x+0.

Èíòåãðèðîâàíèå æå íå ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîöåäóðîé, à âûãëÿäèò
ñëó÷àéíûì íàáîðîì ïðàâèë è ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî áîëåå
èëè ìåíåå îáùåå ïðàâèëî∫

(f ± g) dx =

∫
f dx±

∫
g dx,

êîòîðîå, êñòàòè, íå âñåãäà ðàáîòàåò. Äëÿ äðóãèõ êîìáèíàöèè ôóíêöèé (îòëè÷-
íûõ îò ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ) îáùèõ ïðàâèë íå ñóùåñòâóåò.

Íàïðèìåð, èçâåñòíî, êàê èíòåãðèðîâàòü ôóíêöèè f(x) = ex è
g(x) = x2. Íî èõ ñóïåðïîçèöèÿ f(g(x)) = ex

2

óæå íå ïîääàåòñÿ èíòåãðèðîâà-
íèþ â òîì ñìûñëå, ÷òî å¼ íåâîçìîæíî âûðàçèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè ÷åòûðåõ
àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé è ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèè, ê êîòîðûì ïðè÷èñëÿþò

xa, ax, sinx, cosx, lnx, | x |,

à òàêæå îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Òàêèå èíòåãðàëû íàçûâàþò
�íåáåðóùèìèñÿ� â âèäå êîíå÷íîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
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Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ ôóíêöèè, âûðàæàåìûå òàêèìè �íåáå-
ðóùèìèñÿ� èíòåãðàëàìè (íàïðèìåð,

∫
e−x2

dx,
∫

sinx
x dx) èçó÷àþò îòäåëüíî è

íàçûâàþòñÿ ñïåöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè. Îòìåòèì â ñâÿçè ñ ýòèì, ÷òî íà ïðàê-
òèêå ïîñòîÿííî âñòðå÷àþòñÿ íîâûå íåáåðóùèåñÿ èíòåãðàëû.

Àëãîðèòìè÷åñêàÿ òðóäíîñòü ôîðìàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òî àïðèîðè íåèçâåñòíî, êàêóþ êîìáèíàöèþ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ íóæíî ïðèìå-
íèòü, ÷òîáû íàéòè äàííûé èíòåãðàë. Áîëåå òîãî, ìû íå çíàåì, ìîæíî ëè ýòî
ñäåëàòü â ïðèíöèïå, ðàñïîëàãàÿ îïèñàííûì íàáîðîì ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáîòàíà ðàçâèòàÿ ñèñòåìà ôîðìàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Òàê êàê äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðîùå, ÷åì èíòåãðèðîâàíèå, èìååò ñìûñë ïå-
ðåôîðìóëèðîâàòü ïðîáëåìó èíòåãðèðîâàíèÿ êàê �îáðàòíóþ çàäà÷ó� äëÿ äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ, ò. å. äëÿ äàííîé ôóíêöèè f âìåñòî îòûñêàíèÿ åå èíòåãðàëà
áóäåì èñêàòü òàêóþ ôóíêöèþ g, ÷òî g′ = f .

Äëÿ äâóõ äàííûõ êëàññîâ ôóíêöèé A è B çàäà÷à èíòåãðèðîâàíèÿ èç A â
B ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà f ∈ A
ëèáî âûäàåò ýëåìåíò g ∈ B, òàêîé, ÷òî g′ = f , ëèáî äîêàçûâàåò, ÷òî â B íå
ñóùåñòâóåò òàêîãî ýëåìåíòà g, ÷òî f = g′.

Ïðèìåð. Ïóñòü A = B = Q(x) � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, ãäå â
êà÷åñòâå ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûå ïîëèíîìû. Òîãäà,
åñëè f(x) = 1/x2, òî g(x) = −1/x. Åñëè æå f(x) = 1/x, òî ýëåìåíòà g íå ñóùå-
ñòâóåò. Åñëè æå A = B = Q(x, lnx) ò. å. B � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé,
ãäå â êà÷åñòâå ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûå ïîëèíîìû è
ëîãàðèôìû, òî äëÿ f(x) = 1/x îòâåòîì áóäåò g(x) = lnx.

Çàìåòèì, ÷òî íå äëÿ ëþáûõ êëàññîâ A è B ïðîáëåìà èíòåãðèðîâàíèÿ ðàç-
ðåøèìà. Ðè÷àðäñîí äîêàçàë, ÷òî îíà íåðàçðåøèìà â êëàññàõ

A = B = Q(i, π, exp, log, abs),

ãäå abs îáîçíà÷àåò àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó.

13.2 Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

Ëþáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå
f = p + q/r, ãäå p, q, r � ïîëèíîìû, è q è r � âçàèìíî ïðîñòû è deg q < deg r.
Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî

∫
(f + g) dx =

∫
f dx +

∫
g dx, íî íåîáõîäèìî ñîáëþ-

äàòü îñòîðîæíîñòü, òàê êàê ïåðâûé èíòåãðàë ìîæåò áûòü âûðàæåí â ÿâíîì
âèäå, à îáà èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè áóäóò �íåáåðóùèìèñÿ�. Õîðîøî èçâåñòåí
ñëåäóþùèé ïðèìåð:

∫
(xx + (ln x)xx) dx = xx + c, íî îáà èíòåãðàëà

∫
xxdx è∫

lnx xx dx íåèíòåãðèðóåìû â îïèñàííîì âûøå ñìûñëå. Òàêèì îáðàçîì, ïðèâå-
äåííûì ñîîòíîøåíèåì ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè èçâåñòíî,
÷òî ñóùåñòâóþò äâà èç òðåõ èíòåãðàëîâ.

Äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà p ñóùåñòâóåò
∫
p dx, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîáëåìà èíòå-

ãðèðîâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷àì èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëèíîìà p, êîòîðàÿ ñîâñåì
ïðîñòà, è ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè q/r.
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Åñëè ïîëèíîì r ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè
r(x) =

∏ni

i=1(x − ai)
ni, òî, êàê èçâåñòíî, ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

q/r ðàçëàãàåòñÿ íà ïðîñòåéøèå äðîáè, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì:

q/r =
n∑

i=1

ni∑
j=1

bij
(x− ai)j

,

ãäå bij � ÷èñëà.
Â ýòîì ñëó÷àå ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü èìååò èíòåãðàë, êîòîðûé âûðàæàåòñÿ â

âèäå ñóììû ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé è ëîãàðèôìîâ îò ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îòìåòèì íåäîñòàòêè ýòîãî ïîäõîäà ñ àëãîðèòìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ:
1) ïðîâåñòè ðàçëîæåíèå ïîëèíîìà r íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè íå âñåãäà óäà-

åòñÿ â èñõîäíîì ïîëå; òðåáóåòñÿ ñäåëàòü åãî àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå, ÷òî
âåñüìà íåæåëàòåëüíî;

2) ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ïîëèíîìà r äîñòàòî÷íî âûñîêîé ñòåïåíè �
î÷åíü äîðîãîñòîÿùàÿ îïåðàöèÿ;

3) äîñòàòî÷íî ñëîæíî íàéòè ïðåäñòàâëåíèå q/r â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ
äðîáåé.

Â òî æå âðåìÿ íåêîòîðûå èíòåãðàëû îò ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé ëåãêî íàõî-
äÿòñÿ è áåç ðàçëîæåíèÿ íà ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé. Íàïðèìåð,∫

5x4 + 1

(x5 + x+ 1)2
dx = − 1

x5 + x+ 1
+ C.

Äàííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà çíàìåíàòåëü íå
ðàçëàãàåòñÿ íà ìíîæèòåëè íàä Q, ìîæíî ïðîâåñòè èíòåãðèðîâàíèå.

Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà: íàéòè àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ ðà-
öèîíàëüíûõ äðîáåé, êîòîðûé ðàáîòàåò òîëüêî ñ òåìè àëãåáðàè÷åñêèìè âåëè÷è-
íàìè, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ âûðàæåíèÿ èíòåãðàëà.

Ïåðåä òåì êàê èçëîæèòü ìåòîäû ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû, ðàññìîòðèì ðàç-
ëîæåíèå ïîëèíîìà íà ñâîáîäíûå îò êâàäðàòîâ ìíîæèòåëè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëèíîì r ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ìíîæè-
òåëåé r(x) =

∏ni

i=1(x−ai)ni. ßñíî, ÷òî r ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
∏
rii, ãäå ri �

ïðîèçâåäåíèå ñîìíîæèòåëåé êðàòíîñòè i. Â ýòîì ðàçëîæåíèè ïîëèíîìà r ó êàæ-
äîãî ïîëèíîìà ri íåò êðàòíûõ ñîìíîæèòåëåé è ðàçëè÷íûå ïîëèíîìû ri âçàèìíî
ïðîñòû. Ýòî ðàçëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèå ïîëèíîìà r íà ñâîáîäíûå îò
êâàäðàòîâ ìíîæèòåëè.

Ìåòîä Ýðìèòà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ðàöèîíàëüíóþ ÷àñòü èíòåãðàëà ðà-
öèîíàëüíîé ôóíêöèè q/r áåç èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
âåëè÷èí.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r èìååò ðàçëîæåíèå íà ñâîáîäíûå îò êâàäðàòîâ ìíîæè-
òåëè

∏n
i=1 r

i
i. Òàê êàê ïîëèíîìû ri âçàèìíî ïðîñòû, òî ïîäûíòåãðàëüíóþ äðîáü

ìîæíî ðàçëîæèòü íà ïðîñòåéøèå äðîáè:

q

r
=

q∏n
i=1 r

i
i

=
n∑

i=1

qi
rii
.

Òàê êàê êàæäûé ýëåìåíò â ïðàâîé ÷àñòè îáëàäàåò èíòåãðàëîì, äîñòàòî÷íî
ïðîèíòåãðèðîâàòü ïîî÷åðåäíî êàæäûé ýëåìåíò. Â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû ïî-
ëèíîìîâ ri è r

′
i ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëèíîìû a è b, ÷òî ari+ br′i = 1. Òîãäà (ïðè

i ̸= 1) ïîëó÷èì∫
qi
rii
dx =

∫
qi(ari + br′i)

rii
dx =

∫
qia

ri−1
i

dx+

∫
qibr

′
i

rii
dx =

=

∫
qia

ri−1
i

dx+

∫
qib d(

1

(i− 1)ri−1
i

) =

=

∫
qia

ri−1
i

dx− qib

(i− 1)ri−1
i

+

∫
(qib)

′

(i− 1)ri−1
i

dx =

= − qib

(i− 1)ri−1
i

+

∫
qia+ (qib/(i− 1))′

ri−1
i

dx ,

è íàì óäàëîñü ïîíèçèòü ñòåïåíü ïîëèíîìà ri.
Ïðîäîëæèì ïîäîáíûì îáðàçîì äî òåõ ïîð, ïîêà ýòîò ïîêàçàòåëü íå ñòàíåò

ðàâíûì 1, à îñòàâøèéñÿ èíòåãðàë � ñóììîé ëîãàðèôìîâ.

Ïðèëîæåíèå: âû÷èñëåíèå áàçèñîâ Ãðåáíåðà â

ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Maple

Âî ìíîãèõ ñèñòåìàõ êîìïüþòåðíîé àëãåáðû ðåàëèçîâàí àëãîðèòì Áóõáåðãåðà
äëÿ âû÷èñëåíèÿ áàçèñîâ Ãð¼áíåðà, îáû÷íî ýòè ñèñòåìû íàõîäÿò áàçèñ, ýëåìåíòû
êîòîðîãî îòëè÷àþòñÿ îò ýëåìåíòîâ ðåäóöèðîâàííîãî áàçèñà ïîñòîÿííûì ìíîæè-
òåëåì. Ê òàêèì ñèñòåìàì ìîæíî îòíåñòè Maple è Mathematica.

Ìû íå ïûòàåìñÿ äàòü îáùåå ââåäåíèå äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ äàííîé ñèñòåìû �
ýòî çàäà÷à ñïåöèàëüíîãî êóðñà, à ñòàâèì öåëüþ ëèøü ïîçíàêîìèòü ñ ïàêåòîì
äëÿ ðàáîòû ñ áàçèñàìè Ãð¼áíåðà.

Äàííûé ïàêåò âûçûâàåòñÿ êîìàíäîé:

> with(grobner);

(> � ýòî ïðèãëàøåíèå Maple, êàæäûé îïåðàòîð â Maple çàêàí÷èâàåòñÿ òî÷êîé
ñ çàïÿòîé). Ïîñëå çàãðóçêè ïàêåòà ìîæíî äåëèòü ïîëèíîìû, âû÷èñëÿòü áàçèñ
Ãð¼áíåðà è ïðîèçâîäèòü äðóãèå âû÷èñëåíèÿ, îïèñàííûå äàëåå.
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Ìîíîìèàëüíîå óïîðÿäî÷åíèå â Maple íàçûâàåòñÿ termorder. Èç ìîíîìèàëü-
íûõ óïîðÿäî÷åíèé, ðàññìîòðåííûõ íàìè, Maple ðàáîòàåò ñ ÷èñòî (pure) ëåê-
ñèêîãðàôè÷åñêèì plex è îäíîðîäíî ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì tdeg (îò total degree �
ïîëíàÿ ñòåïåíü).

Òàê êàê ìîíîìèàëüíîå óïîðÿäî÷åíèå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ïåðåìåííûõ, òî
Maple äîëæåí çíàòü termorder (plex èëè tdeg) è ñïèñîê ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð,
åñëè âû õîòèòå èñïîëüçîâàòü ÷èñòî (pure) ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷èâàíèå
c x > y > z, òî âàì íåîáõîäèìî ââåñòè plex è ñïèñîê [x, y, z] (ñïèñêè â Maple
çàêëþ÷àþòñÿ â êâàäðàòíûå ñêîáêè). Åñëè termorder íå ââåäåí, òî ïî óìîë÷àíèþ
èñïîëüçóåòñÿ tdeg. Ñïèñîê ïåðåìåííûõ äîëæåí áûòü îáÿçàòåëüíî ââåäåí, ýòî
íåëüçÿ ñäåëàòü ïî óìîë÷àíèþ.

Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå êîìàíäû èç ïàêåòà Ãð¼áíåð � normalf (àëãî-
ðèòì äåëåíèÿ) è gbasis (âû÷èñëåíèå áàçèñà Ãð¼áíåðà). Èìÿ
normalf (íîðìàëüíàÿ ôîðìà) îçíà÷àåò ðåäóêöèþ ìíîãî÷ëåíà . Ýòà êîìàíäà èìå-
åò ñëåäóþùèé ñèíòàêñèñ:

> normalf(f, polylist, varlist, termorder);

Ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ðåäóêöèÿ ïîëèíîìà f îòíîñèòåëüíî ïîëèíîìîâ èç ñïèñêà
polylist ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîíîìèàëüíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ, çàäàííîãî
termorder è varlist. Íàïðèìåð, ðåäóêöèÿ ïîëèíîìà x3 + 3y2 îòíîñèòåëüíî ïî-
ëèíîìîâ x2 + y è x+ 2xy äëÿ îäíîðîäíîãî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ
ñ x > y îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùåé êîìàíäîé:

> normalf(x∧3 + 3 ∗ y∧2, [x∧2 + y, x+ 2 ∗ x ∗ y], [x, y]);

Ìû îïóñòèëè óêàçàíèå termorder, òàê êàê tdeg èñïîëüçóåòñÿ ïî óìîë÷àíèþ. Îñ-
íîâíûì ïîëåì çäåñü ÿâëÿåòñÿ Q. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî normalf íå âû-
äàåò ÷àñòíûõ â àëãîðèòìå äåëåíèÿ.

Êîìàíäà gbasis îçíà÷àåò, ðàçóìååòñÿ, "áàçèñ Ãð¼áíåðà". Îíà èìååò ñëåäóþ-
ùèé ñèíòàêñèñ:

> gbasis(polylist, varlist, termorder);

è âû÷èñëÿåò áàçèñ Ãð¼áíåðà èäåàëà, ïîðîæäåííîãî ïîëèíîìàìè èç ñïèñêà polylist
ïî îòíîøåíèþ ê ìîíîìèàëüíîìó óïîðÿäî÷åíèþ, çàäàííîìó termorder è varlist.
Ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ðåäóöèðîâàííûé áàçèñ Ãð¼áíåðà ñ öåëûìè êîýôôèöèåí-
òàìè. Íàïðèìåð, â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ êîìàíäû

> gb : = gbasis([x∧2 + y, 2 ∗ x ∗ y + y∧2], [x, y], plex);

âûäàåòñÿ ñïèñîê (ñ èìåíåì gb) ïîëèíîìîâ, êîòîðûå îáðàçóþò áàçèñ Ãð¼áíåðà
èäåàëà (x2+ y, 2xy+ y2) ⊂ Q[x, y] äëÿ ÷èñòî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷å-
íèÿ ñ x > y.

Åñëè âû ðàáîòàåòå ñ ïîëèíîìàìè ñ öåëûìè èëè ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè è êîìàíäàìè normalf è gbasis, òî Maple áóäåò ñ÷èòàòü îñíîâíûì ïîëåì
ïîëå Q.
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Ïàêåò äëÿ âû÷èñëåíèÿ áàçèñà Ãð¼áíåðà ñîäåðæèò è äðóãèå ïîëåçíûå êîìàí-
äû:

• leadmon äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà LC(f) è ñòàðøåãî ìî-
íîìà LM(f) äëÿ ïîëèíîìà f (fC = LC(f) · LM(f));

• spoly äëÿ âû÷èñëåíèÿ S−ïîëèíîìà S(f, g);

• solvable äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé äàííîé ïîëèíîìèàëüíîé
ñèñòåìû íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì;

• �nit e äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíå÷íîñòè èëè áåñêîíå÷íîñòè ÷èñëà ðåøåíèé äàí-
íîé ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì;

• solve äëÿ ðåøåíèÿ (íàõîæäåíèÿ ïîëíîãî ñïèñêà ðåøåíèé) ñèñòåì óðàâíå-
íèé.

Áèáëèîòåêà ñîäåðæèò òàêæå ïàêåò �GB�, êîòîðûé âû÷èñëÿåò îñòàòêè îò äå-
ëåíèÿ è áàçèñû Ãð¼áíåðà ïî ìîäóëþ ïðîñòûõ ÷èñåë. Äëÿ åãî çàãðóçêè íåîáõî-
äèìî ââåñòè êîìàíäû:

> with(share);

> readshare(‘mod/GB‘);

Maple ñîäåðæèò îòëè÷íóþ äèàëîãîâóþ ñèñòåìó help, ïîçâîëÿþùóþ ëåãêî
îñâîèòü êîìàíäû. Íàïðèìåð, êîìàíäà

> help(GB);

îáúÿñíèò, êàê ïîëüçîâàòüñÿ êîìàíäîé �GB�. Èíòåðåñíîé îïöèåé ýòîé êîìàíäû
ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ infolevel[GB]. Çàäàâ åå çíà÷åíèå, ìîæíî ïîëó÷àòü èíôîð-
ìàöèþ î õîäå âû÷èñëåíèÿ áàçèñà Ãð¼áíåðà.
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Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé

S(X) � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ìíîæåñòâà X
Sn � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà {1, ..., n}
H ▹G � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G
G/H � ôàêòîð-ãðóïïà ãðóïïû G ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå H
φ(n) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n
U(R) � ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà

a ≡ b(mod m) � öåëûå ÷èñëà a è b ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m ⇔ a− b
... m

Zm � ôàêòîð-êîëüöî Zm = Z/mZ êîëüöà öåëûõ ÷èñåë Z ïî èäåàëó mZ
(êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m)

â = a+mZ, a ∈ Z � ýëåìåíò êîëüöà Zm

Fp[x]m(x) = Fp[x]/m(x)Fp[x] � ôàêòîð-êîëüöî êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ Fp[x] ïî
èäåàëó m(x)Fp[x]

x∆y = (x ∧ Cy) ∨ (y ∧ Cx) � ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü äëÿ áóëåâûõ àëãåáð
HT � ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê ìàòðèöå H
(a, b) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü öåëûõ ÷èñåë a è b
[a, b] � íàèáîëüøåå îáùåå êðàòíîå öåëûõ ÷èñåë a è b
(f(x), g(x)) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x)
[f(x), g(x)] � íàèáîëüøåå îáùåå êðàòíîå ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x)
n(x) � íîìåð ñèìâîëà x â àëôàâèòå A íà÷èíàÿ ñ íóëÿ
chr(n) � ñèìâîë àëôàâèòà A ñ íîìåðîì n
rm(n) � îñòàòîê îò äåëåíèÿ öåëîãî ÷èñëà n íà íåíóëåâîå öåëîå m
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