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Введение

В соответствии с учебным планом по курсу «Б.1.В.ОД.5 Разработка информационных систем генерации оптимальных решений» для студентов по направлению подготовки 09.03.03 Прикладная информатика (бакалавриат) в 3, 4 семестрах предусмотрено выполнение практических работ, домашних заданий и лабораторных работ.

При принятии решения человек старается выбрать правильное, оптимальное из набора возможных.

Дисциплина «Разработка информационных систем генерации оптимальных решений» охватывает разделы математического моделирования, исследования операций, так как именно эти разделы практически всегда используются математические методы решения задач, моделирования систем и анализа их характеристик, а также базируется на дисциплинах разработки информационных систем.
В основе принятия оптимальных решений лежат на трех основополагающих элемента: 
· математическая модель проблемы (ситуации);

· процесс решения задачи на компьютере;

· набор исходных данных.

Математическое моделирование имеет два существенных преимущества: дает быстрый ответ на поставленный вопрос, предоставляет возможность широкого экспериментирования, осуществить которое на реальном объекте зачастую невозможно. Для решения оптимизационных задач используются количественные методы решения. В зависимости от проблемы применяют математический аппарат разной степени сложности.

Экономические агенты в своей деятельности постоянно вынуждены принимать наилучшие и реальные по имеющимся возможностям  решения. Формализация этого явления позволяет строить экономико-математические модели решаемых задач, а, следовательно, переводить эти задачи на язык компьютерных программ, на чем основана современная экономическая наука и компьютеризированная экономическая  практика.
Проектирование — это процесс (разработки проекта), который обладает определённой структурой, то есть последовательностью и составом стадий и этапов, совокупностью процедур и привлекаемых технических средств, взаимодействием участников процесса.

Решение любой задачи начинается с её осмысления и уточнения исходных данных. Технические требования, которые выдаются заказчиком, формулируются на языке потребителя-неспециалиста и не всегда бывают технически четкими и исчерпывающими. Перевести требования на язык предметной области, сформулировать задачу максимально полно и грамотно, обосновать необходимость её решения, это и есть главная цель ТЗ, обязательный этап работы. 

В технике оптимальный (вариант, решение, выбор и т. д.) — наилучший (вариант, решение, выбор) среди допустимых при наличии правила предпочтения одного другому.  Такое правило называется критерием оптимальности, а мерой предпочтения будут служить показатели качества. Можно говорить об оптимальном варианте только при удовлетворении двух условий:
· наличия хотя бы одного критерия,

· наличия не менее двух сравниваемых вариантов (необходимость осуществления выбора).
Оптимальное решение является результатом одного из видов выбора (критериального выбора).

1 Построение математической модели
Любое технико-экономическое исследование всегда предполагает объединение теории и практики (теория – математические модели, практика – данные, эксперименты).  Математическая модель экономического объекта – его гомоморфное отображение в виде совокупности уравнений, неравенств, логических отношений, графиков.  Гомоморфное отображение объединяет группы отношений элементов изучаемого объекта в аналогичные отношения элементов модели.

Модель – условный образ объекта, построенный для упрощения его исследования.

Предполагается, что изучение модели дает новые знания об объекте, либо позволяет определить наилучшее решение в этой или иной ситуации.

Алгоритм построения модели заключается в следующем:

· формируются предмет и цели исследования;

· в рассматриваемой экономической системе выделяются структурные и функциональные элементы, соответствующей данной цели, выявляются наиболее важные качественные характеристики этих элементов;

· словесно-качественно описываются взаимосвязи между элементами модели;

· вводятся символические обозначения для учитываемых характеристик экономического объекта и формализуются взаимосвязи между ними;

· проводятся расчеты по математической модели и анализ полученного решения.

1.1 Пример построения математической модели

Постановка задачи: Торговое предприятие реализует товары T1, Т2 и Т3, используя при этом площади торговых залов и время обслуживающего персонала. Затраты указанных ресурсов на продажу одной партии товара каждого вида, их объемы и прибыль, получаемая от реализации каждой партии товара приведены в таблице. Найти оптимальную структуру товарооборота, обеспечивающую предприятию максимальную прибыль.

	Ресурсы
	Запас ресурса
	Затраты ресурсов на товары
	

	
	
	T1
	T2
	T3

	Время, чел.-ч.
	370
	0,5
	0,7
	0,6

	Площадь, м2
	90
	0,1
	0,3
	0,2

	Прибыль, ден.ед.
	
	5
	8
	6


Введем обозначения:
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 -количество первого товара;
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 - количество второго товара;
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 - количество первого товара.

Математическая модель будет иметь следующий вид:
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1.2 Задания

Вариант №1

Построить математическую модель задачи линейного программирования

Завод производит два вида продукции: велосипеды и мотоциклы. При этом цех по сборке велосипедов имеет мощность 100 тыс. штук в год, цех по сборке мотоциклов – 30 тыс. Механические цеха завода оснащены взаимозаменяемым оборудованием, и одна группа цехов может производить либо детали для 120 тыс. велосипедов, либо детали для 40 тыс. мотоциклов, либо любую комбинацию деталей, ограниченную этими данными. Другая группа механических цехов может выпускать детали либо для 80 тыс. велосипедов, либо для 60 тыс. мотоциклов, либо любую допустимую их комбинацию. В результате реализации каждой тысячи велосипедов завод получает прибыль в 2 тыс.ден.ед., а каждый тысячи мотоциклов – 3 тыс.ден.ед. Найти такое сочетание объемов выпуска, которое дает наибольшую сумму прибыли.

Вариант №2
Построить математическую модель задачи линейного программирования

Для строительства домов на 100 строительных площадках выбраны 5 типовых проектов. По каждому из проектов известны длительность закладки фундамента и строительства остальной части здания, а также жилая площадь дома (данные в таблице). Параллельно можно вести закладку 10 фундаментов и строительство 15 зданий. Составить план строительства, максимизирующий ввод жилой площади в течение года (300 рабочих дней), при условии, что домов II типа должно быть построено не менее 10.

	Вид работ
	Длительность выполнения (дни) для типового проекта

	
	I
	II
	III
	IV
	V

	Закладка фундамента
	20
	30
	35
	30
	40

	Остальные работы
	40
	20
	60
	35
	25

	Жилая площадь, м2
	3000
	2000
	5000
	4000
	6000


Вариант №3
Построить математическую модель задачи линейного программирования

При составлении суточного рациона кормления скота можно использовать грубые корма (не более 50 кг) и концентрированные корма (не более 85 кг). Рацион должен содержать не менее 30 кормовых единиц, 1 кг белка, 100 г кальция и 80 г фосфора. Данные о содержании указанных компонентов в 1 кг каждого корма и себестоимость этих кормов приведены в таблице. Определить оптимальный рацион исходя из условия минимума его себестоимости.

	Корм
	Количество кормовых единиц
	Компоненты, г/кг
	Себестоимость, ден. ед./кг

	
	
	Белок
	Кальций
	Фосфор
	

	Грубые корма
	0,5
	40
	1,25
	2
	1,2

	Концентрированные корма
	0,5
	10
	2,5
	1
	0,8


Вариант №4
Построить математическую модель задачи линейного программирования

Полосы листового проката длиной 200 см необходимо разрезать на заготовки трех типов: А, Б и В длиной соответственно 57, 82 и 101 см для производства 50 изделий. На каждое изделие требуется 4 заготовки типов А и Б и 5 заготовок типа В. Известны пять способов раскроя одной полосы. Количество заготовок, нарезанных из одной полосы при каждом способе раскроя приведено в таблице. Определить, какое количество полос проката нужно разрезать каждым способом для изготовления 50 изделий, чтобы отходы от раскроя были наименьшими.

	Способ раскроя
	Количество заготовок типа

	
	А
	Б
	В

	I
	3
	-
	-

	II
	2
	1
	-

	III
	1
	-
	1

	IV
	-
	2
	-

	V
	-
	1
	1


Вариант №5
Построить математическую модель задачи линейного программирования

Найти оптимальное сочетание посевов проса и подсолнечника на участках различного плодородия площадью 100 и 200 га. Данные об урожайности приведены в таблице. По плану должно быть собрано не менее 1500 ц проса и 4500 ц подсолнечника. Цена 1 ц проса 6 ден.ед., подсолнечника – 4 ден.ед. Критерий оптимальности – максимум валовой продукции в денежном выражении.

	Культура
	Урожайность (ц/га) участка

	
	I
	II

	Просо
	20
	15

	Подсолнечник
	35
	30


Вариант №6
Построить математическую модель задачи линейного программирования

В сплав может входить не менее 4% никеля и не более 80% меди. Для составления сплава используют три вида сырья, содержащего никель, медь и прочие вещества. Стоимость различных видов сырья и процентное содержание в нем соответствующих компонентов представлены в таблице. Определить состав шихты таким образом, чтобы стоимость 1 кг сплава была минимальной.
	Компоненты сплава
	Содержание компонентов (%) для сырья вида

	
	I
	II
	III

	Железо
	70
	90
	85

	Медь
	5
	2
	7

	Прочие
	25
	8
	8

	Стоимость 1 кг, ден.ед.
	6
	4
	5


Вариант №7
Построить математическую модель задачи линейного программирования

Металлургический цех выпускает три вида продукции: Продукт1, Продукт2 и Продукт3. Прибыль от тонны произведенной продукции каждого вида составляет соответственно 35, 25 и 40 ден.ед. Цех располагает необходимым оборудованием, каждый тип которого имеет свой фонд рабочего времени и производительность (таблица). Составить план выпуска продукции, обеспечивающий максимум прибыли.

	Оборудование
	Фонд времени, ч
	Производительность (т/ч) по видам продукции

	
	
	Продукт1
	Продукт2
	Продукт3

	Печь обжига
	2766
	3,5
	2,8
	-

	Травильный агрегат
	624
	0,083
	0,083
	0,104

	Прокатный стан
	416
	0,067
	0,1
	0,083

	Отделочный стан №1
	250
	1
	-
	-

	Отделочный стан №2
	1250
	-
	1
	-

	Отделочный стан №3
	1500
	-
	-
	1


Вариант №8
Построить математическую модель задачи линейного программирования

Предприятию задан план производства по времени и номенклатуре: требуется не более чем за 6 единиц времени выпустить 30 единиц столов и 96 единиц стульев. Каждый из видов продукции может производиться машинами А и Б, значения мощностей которых и затраты, вызванные изготовлением каждого из видов продукции на этой или иной машине заданы в таблице. Требуется составить оптимальный план работы машин, а именно: найти, сколько времени каждая из машин А и Б должна быть занята изготовлением каждого из видов столов и стульев, чтобы стоимость всей продукции предприятия оказалась минимальной и в то же время был бы выполнен заданный план как по времени, так и по номенклатуре.

	Машина
	Мощность машины по видам продукции
	Затраты на производство продукции

	
	столы
	стулья
	столы
	стулья

	А
	6
	24
	4
	47

	Б
	13
	13
	13
	26


Вариант №9
Построить математическую модель задачи линейного программирования

Сельскохозяйственное предприятие отвело три земельных массива площадью в 5000, 8000 и 9000 га под посевы ячменя, проса и гречихи. Средняя урожайность по массивам указана в таблице. За 1 ц ячменя предприятие получает 2 ден.ед. прибыли, за 1 ц проса – 2,5 ден.ед., за 1 ц гречихи – 1,4 ден.ед. Сколько гектаров и на каких массивах следует отвести под каждую культуру, чтобы получить максимальную прибыль, если по плану необходимо сдать не менее 1900 т ржи, 15800 т пшеницы и 30000 т кукурузы?

	Культура
	Средняя урожайность (ц/га) массива

	
	I
	II
	III

	Ячмень
	12
	14
	15

	Просо
	14
	15
	22

	Гречиха
	30
	35
	25


Вариант №10
Построить математическую модель задачи линейного программирования

Три типа самолетов следует распределить между двумя авиалиниями. В таблице заданы количество самолетов каждого типа, месячный объем перевозок каждым самолетом на каждой авиалинии и соответствующие эксплуатационные расходы. Требуется распределить самолеты по авиалиниям так, чтобы при минимальных суммарных эксплуатационных расходах перевезти по каждой из них соответственно не менее 300 и 200 ед груза.

	Тип самолета
	Число самолетов
	Месячный объем перевозок одним самолетов по авиалиниям
	Эксплуатационные расходы на один самолет по авиалиниям

	
	
	I
	II
	I
	II

	1
	50
	15
	10
	15
	20

	2
	20
	30
	25
	70
	28

	3
	30
	25
	50
	40
	70


Вариант №11
Построить математическую модель задачи линейного программирования

Цех выпускает три вида изделий. Суточный плановый выпуск: 90 ед. изделий ПродуктI, 70 ед. изделий ПродуктII и 60 ед. изделий ПродуктIII. Суточные ресурсы: 780 ед. производственного оборудования (станки, машины и т.п.), 850 ед. сырья (металл и т.п.) и 790 ед. электроэнергии. Их расход на одно изделие указан в таблице. Стоимость изделия ПродуктI – 8 ден. ед., изделия ПродуктII – 7 ден. ед., изделия ПродуктIII – 6 ден. ед. Сколько надо производить изделий каждого вида, чтобы стоимость продукции, выпущенной сверх плана, была максимальной?
	Ресурсы
	Расход ресурсоа на изделие

	
	ПродуктI
	ПродуктII
	ПродуктIII

	Оборудование
	2
	3
	4

	Сырье
	1
	4
	5

	Электроэнергия
	3
	4
	2


Вариант №12
Построить математическую модель задачи линейного программирования

Для грузовых перевозок создается автоколонна. На приобретение автомашин выделено 600 тыс. ден.ед. Можно заказать машины трех марок – Камаз, Скания и МАЗ, характеризующиеся данными приведенными в таблице. Количество машин не должно превышать 30, а общее число водителей в автоколонне должно быть не более 144 человек. Сколько автомашин каждой марки следует заказать, чтобы автоколонна имела максимально возможную производительность (т/км) в расчете на одни сутки? Считать, что каждая машина будет использоваться в течение всех трех смен, а водители будут работать по одной смене в сутки.

	Марка машины
	Стоимость машины, тыс.ден.ед.
	Количество водителей, обслуживающих машину за смену
	Число рабочих смен в сутки
	Производительность машины за смену, т/км

	Камаз
	10
	1
	2
	2100

	Скания
	20
	2
	3
	3600

	МАЗ
	23
	3
	2
	3780


Вариант №13
Построить математическую модель задачи линейного программирования

Найти оптимальное сочетание посевов трех культур: пшеницы, гречихи и картофеля. Эффективность возделывания названных культур (в расчете на 1 га) характеризуется показателями, значения которых приведены в таблице. Производственные ресурсы: 6000 га пашни, 5000 чел-дней труда механизаторов, 9000 чел.-дней ручного труда. Критерий оптимальности – максимум прибыли.

	Показатель
	Пшеница
	Гречиха
	Картофель

	Урожайность, ц
	20
	10
	100

	Затраты труда механизаторов, чел. - дней
	0,5
	1
	5

	Затраты ручного труда, чел. – дней
	0,5
	0,5
	20

	Прибыль от реализации 1 ц продукции, ден.ед.
	4
	10
	3


Вариант №14
Построить математическую модель задачи линейного программирования

Для изготовления обуви четырех моделей на фабрике используются два сорта кожи. Ресурсы рабочей силы и материала, затраты труда и материала для изготовления каждой пары обуви, а также прибыль от реализации единицы продукции приведены в таблице. Составить план выпуска обуви по ассортименту, максимизирующий прибыль.

	Ресурсы
	Запас ресурса
	Затраты ресурсов на одну пару обуви по моделям

	
	
	№1
	№2
	№3
	№4

	Рабочее время, чел.-ч
	1000
	1
	2
	2
	1

	Кожа 1-го сорта
	500
	2
	1
	0
	0

	Кожа 2-го сорта
	1200
	0
	1
	4
	1

	Прибыль, ден.ед.
	2
	40
	10
	15


Вариант №15
Построить математическую модель задачи линейного программирования

Автопогрузчики АП-1 и АП-2 заняты работами на площадках П1 и П2. Не более чем за 24 часа на площадке П1 необходимо погрузить 230 т груза, на площадке П2 – 168 т. Количество груза, которое может погрузить каждый автопогрузчик за один час на той или иной площадке, а также стоимость погрузки одной тонны груза приведены в таблице. Установить, сколько тонн должен погрузить каждый автопогрузчик на той или иной площадке так, чтобы своевременно выполнить задание с минимальными затратами.

	Автопогрузчик
	Мощность на площадке
	Стоимость работ на площадке

	
	П1
	П2
	П1
	П2

	АП-1
	10
	12
	8
	7

	АП-2
	13
	13
	12
	13


Вариант №16
Построить математическую модель задачи линейного программирования

Производственные участки У1 и У2 получили заказ на изготовление 32 изделий И1 и 4 изделий И2. Производительность участков по изделиям, фонд рабочего времени участков, затраты, связанные с производством единицы каждого изделия приведены в таблице. Найти оптимальный план размещения заказа по участкам, минимизирующий затраты, при условии, что фонд рабочего времени участка У2 будет использован полностью.
	Участки
	Фонд
	Производительность
	Затраты, связанные с производством единицы изделия

	
	
	И1
	И2
	И1
	И2

	У1
	9,5
	4
	2
	9
	20

	У2
	4
	1
	3
	15
	30


Вариант №17
Построить математическую модель задачи линейного программирования

Из листов стального проката размером 6 x 13 м необходимо выкроить 800 заготовок А размером 4 x 5 м и 400 заготовок Б размером 2 x 3 м. Раскрой можно производить четырьмя способами. В таблице указано количество заготовок каждого типа, получаемых при раскрое одного листа различными способами. Составить такой план раскроя, чтобы расход материала был минимальным.

	Заготовка
	Количество заготовок при способе раскроя

	
	I
	II
	III
	IV

	А
	3
	2
	1
	0

	Б
	1
	6
	9
	13


Вариант №18
Построить математическую модель задачи линейного программирования

Имеющийся фонд материалов Мi (i=1,3) нужно распределить между изготовителями продукции Пj (j=1,5) так, чтобы получить максимальную прибыль от реализации всей продукции, произведенной из имеющихся материалов. Нормы расхода на единицу продукции, запас материалов  и прибыль, получаемая от реализации единицы готовой продукции, приведены в таблице.
	Материал
	Фонд материалов
	Продукция

	
	
	П1
	П2
	П3
	П4
	П5

	М1
	50000
	0,7
	0,9
	1,5
	2,3
	1,8

	М2
	28000
	1,4
	0,3
	0,7
	2,5
	2,0

	М3
	40000
	0,5
	2,1
	1,8
	0,7
	2,0

	Прибыль
	5
	7
	6
	9
	8


Вариант №19
Построить математическую модель задачи линейного программирования

Предприятие может выпускать продукцию П1, П2, П3 и П4, сбыт любого количества которой обеспечен. При производстве продукции расходуются различные ресурсы, запасы которых и удельные затраты приведены в таблице, там же указана цена продукции. Найти оптимальный план выпуска продукции, максимизирующий выручку предприятия от реализованной продукции.

	 Ресурсы
	Запас ресурса
	Нормы расхода на единицу продукции

	
	
	П1
	П2
	П3
	П4

	Трудовые ресурсы, чел.-ч
	4800
	4
	2
	2
	8

	Полуфабрикаты, кг
	2400
	2
	10
	6
	0

	Станочное оборудование, станко-ч
	1500
	1
	0
	2
	1

	Цена единицы продукции, ден.ед.
	65
	70
	60
	120


Вариант №20
Построить математическую модель задачи линейного программирования

На предприятии освоены четыре технологии производства основной продукции. В таблице приведены запасы потребляемых ресурсов, затраты их в течение месяца и объемы выпуска готовой продукции при каждой технологии за этот же период. Установить такое рабочее время предприятия по каждой технологии, при котором выпуск продукции будет максимальным, а расход ресурсов не превысит их наличия.

	Ресурсы
	Запас ресурса
	Расход ресурса при технологии

	
	
	I
	II
	III
	IV

	Р1
	34
	2
	4
	1
	5

	Р2
	16
	4
	1
	4
	1

	Р3
	22
	2
	3
	1
	2

	Объем выпуска продукции
	7
	3
	4
	2


Вариант №21
Построить математическую модель задачи линейного программирования

На приобретение оборудования для нового производственного участка выделено 30 тыс.ден.ед. и помещение площадью в 46 м2. Участок может быть оснащен машинами трех типов, характеристики которых приведены в таблице. Найти оптимальный план приобретения машин, обеспечивающий новому производственному участку максимальную производительность.
	Машина
	Стоимость машины, тыс.ден.ед.
	Занимаемая площадь, м2
	Производительность за смену, тыс.ед.

	М1
	6
	9
	8

	М2
	3
	4
	4

	М3
	2
	3
	3


Вариант №22
Построить математическую модель задачи линейного программирования

Организация «Зеленый мир», занимающаяся озеленением Оренбурга, должна засадить молодыми деревцами несколько улиц и скверов города. Для засадки используются саженцы тополя, липы, березы и ели. Количество саженцев по каждому виду ограничено и составляет соответственно 126, 165, 120, 83 единицы. Количество саженцев каждого вида необходимых для засадки одного сквера и одной улицы, а также издержки организации приведены в таблице.

	
	Сквер
	Улица
	Требуется составить такой план посадок, который обеспечит организации минимальные издержки при засадке скверов и улиц.

	Тополь
	0
	4
	

	Липа
	4
	0
	

	Береза
	3
	2
	

	Ель
	1
	2
	

	Издержки
	2,5
	3,4
	


Вариант №23
Построить математическую модель задачи линейного программирования

Механический завод при изготовлении деталей Д1 и Д2 использует токарное, фрезерное и сварочное оборудование. Обработку деталей можно вести по технологиям I и II. Полезный фонд времени  на изготовление детали (в часах) и прибыль от выпуска каждой детали приведены в таблице. Составить оптимальный план загрузки оборудования, обеспечивающий заводу максимальную прибыль.

	Оборудование
	Фонд времени, ч
	Деталь


	
	
	Д1
	Д2

	
	
	Технология

	
	
	I
	II
	I
	II

	Токарное
	37
	3
	1
	1
	2

	Фрезерное
	20
	2
	2
	3
	0

	Сварочное
	30
	0
	1
	1
	4

	Прибыль, ден.ед.
	11
	6
	9
	6


Вариант №24
Построить математическую модель задачи линейного программирования

В опытном хозяйстве установлено, что откорм крупного рогатого скота выгоден только тогда, когда каждое животное получает в суточном рационе не менее 20 кормовых единиц, не менее 2000 г белка и не менее 100 г кальция. Для кормления животных используется сено, силос и концентраты. Содержание указанных питательных веществ в 1 кг корма каждого вида, а также себестоимость 1 кг корма приведены в таблице. Возможности хозяйства позволяют включать в суточный рацион не более 20 кг сена, не более 25 кг силоса и не более 10 кг концентратов. Составить кормовой рацион минимальной стоимости, учитывающий минимальные суточные нормы потребления питательных веществ и возможности хозяйств по ресурсам.

	Корм
	Содержание в 1 кг
	Себестоимость 1 кг корма, ден.ед.

	
	кормовых единиц
	белка, г
	кальция, г
	

	Сено
	0,5
	40
	5
	2

	Силос
	0,2
	10
	4
	1

	Концентрат
	1,0
	200
	3
	4


Вариант №25
Построить математическую модель задачи линейного программирования

Имеются два проекта на строительство жилых домов. Расход стройматериалов, их запас и полезная площадь дома каждого проекта приведены в таблице. Определить, сколько домов первого и второго проекта следует построить, чтобы полезная площадь была наибольшей.

	Стройматериалы
	Расход материалов (м3) на один дом
	Запас стройматериалов, м3

	
	I  проекта
	II проекта
	

	Кирпич силикатный
	7
	3
	1365

	Кирпич красный
	6
	3
	1245

	Пиломатериалы
	1
	2
	650

	Полезная площадь, м2
	60
	50
	


2 Задачи линейного программирования
Общая задача линейного программирования имеет следующий вид :
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, при котором функция F обращается в оптимум называется оптимальным решением.

Будем считать, что число уравнений меньше числа переменных. Все правые части системы (2) неотрицательны. 
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Задачу (1),(2) можно записать в следующем виде: 
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Матрицу А называют матрицей условий задачи. Вектор В называется вектором ограничений. Задача линейного программирования, в которой ограничения представлены равенствами, называется канонической задачей ЛП, но в большинстве задач ограничения представлены не в виде равенств, а виде систем линейных неравенств:

[image: image250.wmf]2

x

[image: image251.wmf]1

x


[image: image25.wmf]m

n

mn

m

m

n

n

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

£

+

+

+

£

+

+

+

...

...

..........

..........

..........

..........

...

2

2

1

1

1

1

2

12

1

11

  (6)      или          
[image: image26.wmf]m

n

mn

m

m

n

n

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

³

+

+

+

³

+

+

+

...

...

..........

..........

..........

..........

...

2

2

1

1

1

1

2

12

1

11

  (7)

Система ограничений может быть смешанной. Однако любую систему ограничений можно привести к системе уравнений вида (2). Для этого к левой части каждого неравенства вида (6) прибавляют (если система представлена в виде (7) то отнимают) какое – то не отрицательное число – добавочную переменную, с тем чтобы каждое неравенство обратилось в уравнение. В результате такого добавления соответствующих добавочных переменных 
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                   система 6 примет следующий вид:
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Аналогично получается система уравнений системы (7).

Вектор  
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 удовлетворяющий ограничению (2) задачи линейного программирования  называется ее решением или планом. Если переменные  
[image: image30.wmf])
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  удовлетворяют и условию неотрицательности (3), то вектор Х называется допустимым решением или допустимым планом. 

Система m линейных  уравнений с n переменными может быть как совместной, так и не совместной.

Несовместимость системы означает, что ее уравнения противоречивы. Кроме этого уравнения системы (2) могут быть зависимыми и не зависимыми.

Уравнение системы (2) называется независимыми, если не существует таких  постоянных  
[image: image31.wmf]m
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 из которых хотя бы одно отлично от 0, чтобы выполнялось равенство: 
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В противном случае, т.е., если такие постоянные существуют, уравнения называются зависимыми.

Будем считать что все m уравнений системы 2 – независимы. В противном случае из системы можно исключить часть уравнений так, чтобы уравнения системы стали независимы. Любые  m переменных системы m  линейных уравнений с n переменными называются основными или базисными, если определитель из коэффициентов при них отличен от 0. Остальные (n-m) переменных называются свободными или не базисными.

Базисным решением или планом называется допустимое решение, содержащее m  неотрицательных основных переменных и (n-m) свободных компонент, причем свободные переменные в базисном решении равны 0.

Основные переменные, как правило, не равны 0. Если хотя бы одна из основных  переменных равна 0, то соответствующее базисное решение называется вырожденным.

2.1 Практический пример решения задачи линейного программирования графическим методом
Решить задачу линейного программирования графическим методом
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Решение.

Шаг 1. Необходимо построить область допустимых решений. Для этого ограничения системы записываются в виде уравнений:
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Учитывая знак неравенства системы и ограничения, получается область допустимых решений, ограниченной четырехугольником 0ABC, показанной на рисунке 1.

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Рисунок 1 – Область допустимых решений

Шаг 2. Необходимо построить вектор направления целевой функции: 
[image: image37.wmf])
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, где 
[image: image38.wmf]1
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 и 
[image: image39.wmf]2

с

 коэффициенты при целевой функции. Полученный вектор показан на рисунке 2.

Шаг 3. Необходимо построить прямую, соответствующую целевой функции. Для этого целевую функцию присваиваем к константе.


[image: image40.wmf]15

3

5

2

1

=

+

x

x


Полученная прямая показана на рисунке 2.

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Рисунок 2 – Вектор целевой функции и прямая,

соответствующая целевой функции

шаг 4. Перемещая прямую, соответствующей целевой функции в противоположном направлении вектора 
[image: image42.wmf]n

 до первого соприкосновения с областью допустимых решений, получим координаты, при значении которых целевая функция имеет максимальное значение (рисунок 3).

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Рисунок 3 – Соприкосновение прямой целевой функции

с областью допустимых решений

Первое соприкосновение прямой (
[image: image44.wmf]F

¢

) с областью допустимых решений будет в точке B. Для нахождения координат точки В необходимо решить систему уравнений:
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Подставляем значения в целевую функцию:


[image: image48.wmf]36

,

12

11

,

7

25

,

5

37

,

2

3

05

,

1

5

max

=

+

=

×

+

×

=

F


Ответ. Функция будет иметь максимальное значение 12,36 при следующих значениях: 
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2.2 Задания для решения графическим способом
Вариант №1
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmax = x1+3x2
x1-x2 (1

2x1+x2 ( 2

x1-x2 (0

x1(0, x2(0
Вариант №2
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmax = 5x1+3x2
3x1+5x2 (15

5x1+2x2 ( 10

x1(0, x2(0

Вариант №3
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmax = 4x1+2x2
2x1+3x2 (18

-x1+3x2 ( 9

2x1-x2 (10

x1(0, x2(0

Вариант №4
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmin = -3x1-5x2
3x1+2x2 ( 6

2x1-3x2 ( -6

x1-x2 ( 4

            x1(0, x2(0

Вариант №5
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmax = 10x1+3x2
2x1+3x2 ( 33

x1+6x2 ( 14

5x1-4x2 ( 2

x1-2x2 ( 6

x1(0, x2(0

Вариант №6
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmax = x1+x2
9x1+8x2 ( 157

4x1-x2 ( 6

-3x1+11x2 ( 16

            x1(0, x2(0

Вариант №7
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmax = 3x1+2x2
-4x1+5x2 ( 29

3x1-x2 ( 14

5x1+2x2 ( 38

            x1(0, x2(0

Вариант №8 
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmax = 2x1+3x2
x1  ( 100

x2 ( 30

1/200 x1+1/40 x2 ( 1

1/80 x1+1/60 x2 ( 1

            x1(0, x2(0

Вариант №9
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmin = 1,2 x1+0,8 x2
x1  ( 50

x2 ( 85

0,5 x1+0,5 x2 ( 30

40 x1+10 x2 ( 1000

1,25 x1+2,5 x2 ( 100

 2 x1+ x2 ( 80

              x1(0, x2(0

Вариант №10
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmax = -20 x1-30 x2+3800

x1  ( 100

x2 ( 200

20 x1+15 x2 ( 1500

35 x1+30 x2 ( 5000

             x1(0, x2(0

Вариант №11
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmax = 0,15 x1+0,1 x2
x1  ( 35 

x1 + x2 ( 100

x2 ( 0,3 (x2 + x2)

            x1(0, x2(0

Вариант №12
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmin = -3x1-5 x2
3x1+2x2 ( 6

x1-x2 ( 4

2x1-3x2 ( -6

            x1(0, x2(0

Вариант №13
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmax = 5x1+3x2
3x1+5x2 ( 15

5x1+2x2 ( 10

            x1(0, x2(0

Вариант №14
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmax = 3x1+2x2
-4x1+5x2 ( 6

3x1-x2 ( 8

            -x1+x2 ( 1

            x2 ( 2

             x1(0, x2(0

Вариант №15
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmax = x1
x1-2x2 ( 0

x1-x2 ( -1

x1+x2 ( 1

            x1(0, x2(0

Вариант №16
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmax = 4x1+3 x2
5x1+3x2 ( 15

x2 ( 2,5

x1-x2 ( -2

x1-2x2 ( 2

2x1-x2 ( -2

            x1(0, x2(0

Вариант №17
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmin = 4x1+7 x2
4x1+3x2 ( 10

x1+4x2 ( 8

            x1(0, x2(0

Вариант №1
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmax = 3x1- x2
3x1-2x2 ( 3

-5x1-4x2 ( -10

2x1+x2 ( 5

            x1(0, x2(0

Вариант №18
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmin = 3x1+8 x2
4x1+5x2 ( 2

3x1+7x2 ( 2

            x1(0, x2(0

Вариант №19
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmax = 3x1+5x2
x1+2x2 ( 10

3x1+3x2 = 5

            x1(0, x2(0

Вариант №20
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmin = 0,5x1+0,2x2
30x1+5x2 ( 4

10x1+60x2 ( 13

            x1(0, x2(0

Вариант №21
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmin = -5x1+4x2
2x1-4x2 ( 12

-x1+x2 ( 8

x1+x2 ( 10

            x1(0, x2(0

Вариант №22
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmax = 4x1+7x2
4x1+3x2 ( 25

2x1+4x2 ( 15

            x1(0, x2(0

Вариант №23
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmax = 15x1+30x2
9x1+3x2 ( 1000

6x1 ( 400

25x1+7x2 ( 900

            x1(10

             x2( 10

            x1(0, x2(0

Вариант №24
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmax = x1+3x2
x1-x2 ( 1

2x1+x2 ( 2

x1-x2 ( 0

            x1(0, x2(0

Вариант №25
Решить задачу линейного программирования графическим методом

Fmin = x1+x2
9x1+8x2 ( 157

4x1-x2 ( 6

-3x1+11x2 ( 16

            x1(0, x2(0

2.3 Пример решения задачи симплекс-методом

Решить задачу линейного программирования симплекс методом.

[image: image51.png]Z e = 60x +70x, +120x, +130x,
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Для приведения задачи к каноническому виду добавим три дополнительных переменных:
[image: image52.png]X +x, HaHx+x =16
6x, +5x, + 4x, +3x, +x, =110
4x, + 6x, +10x, +13x, + x, =100




Построим симплекс таблицу
	 
	Y0
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y5
	Y6
	Y7
	

	x5
	16
	1
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	

	x6
	110
	6
	5
	4
	3
	0
	1
	0
	

	x7
	100
	4
	6
	10
	13
	0
	0
	1
	

	
[image: image53.wmf]j

D


	 
	60
	70
	120
	130
	0
	0
	0
	

	Ej
	7,69
	0,31
	0,46
	0,77
	1,00
	0,00
	0,00
	0,08
	


План неоптимален, т.к. в строке 
[image: image54.wmf]j

D

 имеются положительные значения. 
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[image: image56.wmf](
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Определим ведущий элемент. В выборе ведущего столбца участвуют те, у которых 
[image: image57.wmf]0

>

D

j

, в данном случае таких столбцов четыре. Выбирается тот, который имеет наибольшую оценку 
[image: image58.wmf]j

D

. Для определения ведущей строки необходимо среди положительных значений элементов ведущего столбца найти минимальное отношение значения решения на соответствующее положительное значение ведущего столбца. Это будет строка 
[image: image59.wmf]7

x

. Ведущие строка и столбец выделены цветом. На пересечении ведущих строки и столбца будет ведущий элемент
Ведущий столбец определяет переменную (
[image: image60.wmf]4

x

), которая будет вводиться в базис, а ведущая строка определяет переменную (
[image: image61.wmf]7

x

), которая будет выводиться из базиса.

 Построим новую симплекс таблицу, в которой введем новую переменную в базис. С учетом пересчета коэффициентов симплекс таблица имеет вид.
	 
	Y0
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y5
	Y6
	Y7
	

	x5
	8,31
	0,69
	0,54
	0,23
	0
	1
	0
	-0,08
	

	x6
	86,92
	5,08
	3,62
	1,69
	0
	0
	1
	-0,23
	

	x4
	7,69
	0,31
	0,46
	0,77
	1
	0
	0
	0,08
	

	
[image: image62.wmf]j

D


	 
	20
	10
	20
	0
	0
	0
	-10
	

	Ej
	12
	1
	0,778
	0,333
	0
	1,444
	0
	-0,11
	


План неоптимален, т.к. в строке 
[image: image63.wmf]j

D

 имеются положительные значения. 
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[image: image65.wmf](
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	Y0
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y5
	Y6
	Y7
	

	x1
	12
	1
	0,78
	0,33
	0
	1,44
	0
	-0,11
	36

	x6
	26
	0
	-0,33
	0
	0
	-7,33
	1
	0,33
	0

	x4
	4
	0
	0,22
	0,67
	1
	-0,44
	0
	0,11
	6

	
[image: image66.wmf]j
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	0
	-5,56
	13,33
	0
	-28,89
	0
	-7,78
	

	Ej
	6
	0
	0,3
	1
	1,5
	-0,7
	0
	0,2
	


План неоптимален, т.к. в строке 
[image: image67.wmf]j

D

 имеется положительное значение. 
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[image: image69.wmf](
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	Y0
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y5
	Y6
	Y7

	x1
	10
	1
	0,67
	0
	-0,5
	1,67
	0
	-0,17

	x6
	26
	0
	-0,33
	0
	0
	-7,33
	1
	0,33

	x3
	6
	0
	0,33
	1
	1,5
	-0,67
	0
	0,17
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 План 
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 является оптимальным .
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Ответ. 
[image: image73.wmf]1320
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2.4 Задания для симплекс-метода
Вариант №1
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmax = 3x1-x2+5

x1+x2-x3-x4 =-4

x1-2x2-x3-x5 = -7

2x1-x2+x4+x5 = 7

xj (0  (j=1,5)

Вариант №2
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmin = -x1+3x2+2x3
x1+x2+2x3 (-5

2x1-3x2+x3 ( 3

2x1-5x2+6x3 ( 5

xj (0  (j=1,3)
Вариант №3
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmax = x1-3x2-2x3- x4+5

4x1-2x2-2x3+3x4 =2

2x1-x2+x3-x4 = 3

2x1-x2+5x3-6x4 = 1

xj (0  (j=1,4)

Вариант №4
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmax = 2x1+3x2
3x1+2x2-x3 = 84

3x1+13x2-x4 = 150

xj (0  (j=1,4)

Вариант №5
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmin = 29x1+4x2+42x3+36 x4+17x5

3x1+2x2+x3 =200

x2+2x4+x5 = 200

x3+x5 = 250

xj (0  (j=1,5)

Вариант №6
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmax = 8x1+6x2
5x1+2x2+x3 =20

6x1+12x2+x4 = 72

xj (0  (j=1,4)

Вариант №7
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmax = 4x4+x5
5x1-2x2+2x3+x4-x5 =13

2x1-x2+x3-x4+x5 = 5

x1+2x2+4x4-2x5 = 5

xj (0  (j=1,5)

Вариант №8
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmin = x3-2x4-3x5
x1+2x2-3x3-7x4+15x5 = 4

x1+x3-2x4+2x5 = 3

2x1+x3+5x4 = 7

xj (0  (j=1,5)

Вариант №9
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmax = 2x1+3x2
x1+x2 ( 5

x1+3x3 ( 9

x1 ( 4

x1+2x2 ( 8

                  xj (0  (j=1,2)

Вариант №10
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmax = 2x1+x2+x3+x4 +x5+x6+x7+2x8
5x1+6x2+11x7+6x8 = 26

x1+5x2+6x3+6x7+11x8 = 33

x2+5x3+6x4+6x6-5x7+6x8 = 27

x3+5x4 +6x5+11x6-11x7+x8 = 15

x4 +5x5+6x6-6x7 = 6

xj (0  (j=1,8)

Вариант №11
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmax = 2x1-x2+2x3-x4 +2x5-3x6+x7-x8
x1+x2+x3+x4 +4x5-4x6+2x7+2x8 = 4

x1+2x2+3x3+4x4 +10x5-10x6+7x7+3x8 = 9

x1+3x2+6x3+10x4+20x5-20x6+16x7+4x8 = 16

x1+4x2+10x3+20x4 +35x5-35x6+30x7+5x8 =25

xj (0  (j=1,8)

Вариант №12
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmin = 2x1+x2-x3-x4
x1+x2+2x3-x4 = 2

2x1+x2-3x3+x4 = 6

x1+x2+x3+x4 = 7

xj (0  (j=1,4)

Вариант №13
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmax = 2x1-6x2+3x5
-2x1+x2+x3+x5 = 20

-x1-2x2+x4+3x5 = 24

3x1-x2-12x5 ( 18

xj (0  (j=1,5)

Вариант №14
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmax = 2x1+8x2-5x3+15x4 

3x1-x2+x3+10x4 ( 25

x1+2x2+x3+5x4 ( 10

2x1+10x2+2x3-5x4 ( 26

xj (0  (j=1,4)

Вариант №15
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmin = x1+x2-x3-2x5 

x1-2x2+x4 = -3

x3-2x4 = 2

3x2-x4+x5 ( 5

x2+x5 ( -3

xj (0  (j=1,5)

Вариант №16
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmax = -3x1+x2+2x3
2x1+2x2+x3 ( 7

-x1+3x3 ( 2

4x1+x2-2x3 ( 4

xj (0  (j=1,3)

Вариант №17
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmin = 2x1-3x2+x5+2x6 

x1+x2-3x4+2x6 ( 5

2x1-3x3+x4+x5 ( 4

3x1-x2+3x3-2x5 ( 3

xj (0  (j=1,6)

Вариант №18
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmax = 6x1+x3-8 

4x1+x2+x3 = 8

2x1-x2 ( 2

x1+x2-x4 = 2

xj (0  (j=1,4)

Вариант №19
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmin = -2x1+3x2-6x3-x4 

2x1+x2-2x3+x4 = 24

x1+2x2+4x3 ( 22

x1-x2+2x3 ( 10

xj (0  (j=1,4)

Вариант №20
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmax = 2x1-3x2+6x3+x4 

x1+2x2-4x3 ( 20

x1-x2+2x3 ( 10

2x1+x2-2x3+x4 = 24

xj (0  (j=1,4)

Вариант №21
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmax = x1+2x2-x3 

2x1-x2+2x3 = 4

-x1+4x2-2x3 ( 6

x1+x2+2x3 ( 6

xj (0  (j=1,3)

Вариант №22
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmax = 60x1+70x2+120x3+130x4 

x1+x2+x3+x4 ( 16

6x1+5x2+4x3 +3x4 ( 110

4x1+6x2+10x3+13x4 ( 100

xj (0  (j=1,4)

Вариант №23
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmax = 2x1-2x2-2x3+x4 +x5+x6+x7+x8
3x1-7x2+6x3+4x4 +x5+2x6+3x7+4x8 =10

5x1-5x2+8x3+x4 +2x5+3x6+4x7+x8 =10

7x1-3x2+2x3+2x4 +3x5+4x6+x7+2x8 =10

5x1-5x2+6x3+3x4 +4x5+x6+2x7+3x8 =10

xj (0  (j=1,8)

Вариант №24
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmax = x1+x2+x3-x4 +x5-x6+x7
3x1+4x2+x3+2x4 +x5+2x6+x7 =7

x1+3x3+2x4 +x5+2x6+x7 =9

x1+4x2+x3-2x4 +3x5+4x6+x7 =7

x1+4x2+x3-2x4 +x5+4x6+3x7 =7

xj (0  (j=1,7)

Вариант №25
Решить задачу линейного программирования симплекс-методом

Zmax = 3x1+2x2+x3+4x4 +3x5+2x6+x7
x1+2x2-x3-x4 +x5-x7 =0

-2x1+x2-x3+x4-x5+x6 = -1,5

x1+x2+x3+2x4 +5x5+4x6+3x7 = 4,5

x1-x2-2x3+x4 -x5-2x6-x7 = -0,5

                 xj (0  (j=1,7)

3 Задачи целочисленного программирования
3.1 Пример решения задачи целочисленного программирования методом Гомори 
Пример 1.
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Избавимся от дробной части


[image: image76.wmf]{

}

{

}

{

}

{

}

{

}

{

}

{

}

{

}

456

456

4567

4567

0,330,330,673,67

0,330,33(1)0,67

0,330,3300,33

0,670,6700,67

3,673,6730,67

0,670,330,670,67

0,670,330,670,67

0,670,330,670,67

xxx

xxx

xxxx

xxxx

-++³

-=---=

=-=

=-=

=-=

++³

++-=

---+=-


	 
	Y0
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y5
	Y6
	Y7

	x3
	4
	0
	0
	1
	2
	1
	0
	0

	x2
	3,67
	0
	1
	0
	-0,33
	0,33
	0,67
	0

	x1
	0,33
	1
	0
	0
	-0,67
	-0,33
	0,33
	0

	x7
	-0,67
	0
	0
	0
	-0,67
	-0,33
	-0,67
	1

	j
	 
	0
	0
	0
	-6,33
	-3,67
	-0,33
	0

	Ej
	1
	0
	0
	0
	1
	0,493
	1
	-1,493

	
	
	
	
	
	9,453
	11,11
	0,498
	


	 
	Y0
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y5
	Y6
	Y7

	x3
	4
	0
	0
	1
	2
	1
	0
	0

	x2
	3
	0
	1
	0
	-1
	0
	0
	1

	x1
	0
	1
	0
	0
	-1
	-0,5
	0
	0,5

	x6
	1
	0
	0
	0
	1
	0,49
	1
	-1,49

	j
	 
	0
	0
	0
	-6
	-3,5
	0
	-0,5

	Ej
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



[image: image77.wmf]1

2

3

max

max

0

3

4

033*415

033*415

x

x

x

F

F

=

=

=

=-++=

=--=-


Пример 2.

F = - x1+ x4 -> min
2x1  + x4+ x5=1

  x1+ x2 -2x4   =3

  x1+ x3+3x4   =3

Умножим коэффициенты исходной функции на -1.

F =  x1- x4 -> max

	-2
	0
	0
	1
	1

	1
	1
	0
	-2
	0

	1
	0
	1
	3
	0


A=
	1

	3

	3


b=
Б= x2, x3, x5
Н/Б= x1, x4
F’= x2+x3+x5 -> min

x2= x1-2x4-3

x3= x1+3x4-3

x5= -2x1+x4-1

F’= 2x4 - 7

	
	Y0
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y5
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	1
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	0
	0
	1
	1
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	1
	0
	-2
	0
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	1
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	Y1
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	1
	1/7

	x2
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	1
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	∆j
	0
	0
	-1
	0
	-2/7

	εj
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X0 Б = ( 0 , 5 , 0 , 1 , 0 )

F’= 2*1 - 7 = -5                        F=0+1=1
Ответ: Решение получилось целочисленным.

Оптимальный целочисленный план можно записать так:

	x4=1

	x2=5

	x3=0


F=1
3.2 Задания

Вариант №1
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmax = x1+x2
2x1+11x2 ( 38

x1+x2 ( 7

4x1-5x2 ( 5

xj (0  (j=1,2)                 xj – целые

Вариант №2
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmax = 4x1+5x2+x3
3x1+2x2 ( 10

x1+4x2 ( 11

3x1+3x2+x3 ( 13

xj (0  (j=1,3)

            xj – целые

Вариант №3
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmax = x1+x2+x3
-x1+4x2 ( 12

4x1-x2 ( 12

xj (0  (j=1,3)                xj - целые

Вариант №4
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmin = -x1+x4
-2x1+x4 +x5= 1

x1+x2 -2x4= 3

x1+x3 +3x4= 3

xj (0  (j=1,5)                 xj - целые

Вариант №5
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmin = -x1-x2
x1+2x2 +x3= 6

3x1+2x2 +x4= 9

xj (0  (j=1,4)                 xj - целые

Вариант №6
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmin = -4x1-3x2
4x1+x2 ( 44

x1 ( 22

x2 ( 18

xj (0  (j=1,2)                 xj - целые

Вариант №7
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmin = x1+2x2+x3

1/3x1+1/3x2 +2/3 x3 ( 1

2x1 +x2 ( 1

1/2x2 +3/4 x3 ( 1

xj (0  (j=1,3)                 xj - целые

Вариант №8
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmin = -x1-4x2
x2 ( 7/2

x1 +x2( 7

-x1+x2 ( 2

xj (0  (j=1,2)                 xj - целые

Вариант №9
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmin = -x1-x2
x1+2x2 ( 4

2x1+ x2 ( 4

xj (0  (j=1,2)                 xj - целые

Вариант №10
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmax = 7x1+4x2
3x1+2x2 ( 21

6x1+3x2 ( 37

xj (0  (j=1,2)                 xj - целые

Вариант №11
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmax = x1+2x2
3x1+x2 ( 7

x1+3x2 ( 7

xj (0  (j=1,2)                 xj - целые

Вариант №12
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmin = x1+2x2+x3
x1+x2+2x3  ( 3

2x1+x2 ( 1

2x2+3x3 ( 4

xj (0  (j=1,3)                 xj - целые

Вариант №13
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmax = x1-x2
x1-2x2+x3  = 1

x1+3x2+x4 = 3

xj (0  (j=1,4)                 xj - целые

Вариант №14
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmin = x4-x5
x1+x4-2x5  = 1

x2-2x4+x5 = 2

x3+3x4 +x5= 3

xj (0  (j=1,5)                 xj - целые

Вариант №15
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmin = 3x1+2x2+x3
x1+3x2+x3  ( 10

2x1+4x3 ( 14

2x2+x3 ( 7

xj (0  (j=1,3)                 xj - целые

Вариант №16
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmax = 2x1+x2+x3
x1+2x2+2x3  = 16

x1+x2 ( 7

3x1+2x3 ( 18

xj (0  (j=1,3)                 xj - целые

Вариант №17
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmax = 4x1+3x2
8x1+2x2  ( 3

x1 ( 22

5x2 ( 90

xj (0  (j=1,3)                 xj - целые

Вариант №18
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmax = x1+2x2+3x3
6x1+4x2+3x3  ( 25

5x1+3x2 +2x3( 15

xj (0  (j=1,3)                 xj - целые

Вариант №19
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmax = 110x1+90x2
3x1+4x2  ( 10

2x1+x2 ( 8

x2 ( 5

xj (0  (j=1,2)                 xj - целые

Вариант №20
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmax = x1+4x2
-x1+2x2 ( 2

3x1+2x2( 6

xj (0  (j=1,2)                 xj - целые

Вариант №21
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmax = 3x1+4x2
3x1+2x2  ( 8

x1+4x2( 10

xj (0  (j=1,2)                 xj - целые

Вариант №22
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmin = x1-x2-3x3
2x1-x2+x3  ( 1

-4x1+2x2 -x3( 2

3x1+x3 ( 5

xj (0  (j=1,3)                 xj - целые

Вариант №23
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmin = -2x1+x2+5x3
x1+x2-x3  ( 4

x1-5x2 +x3 ( 5

xj (0  (j=1,3)                 xj - целые

Вариант №24
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmin = 3x1+2x2-4x3
x1+x2-2x3  ( 4

3x1+x2 -4x3 ( 7

xj (0  (j=1,3)                 xj - целые

Вариант №25
Найти оптимальное целочисленное решение

Fmax = x1+x2
2x1+11x2  ( 38

x1+x2( 7

4x1-5x2 ( 5

xj (0  (j=1,2)                 xj - целые

4 Транспортная задача линейного программирования 

Постановка транспортной задачи.
Имеется m- пунктов отправления груза  и объемы отправления по каждому пункту: a1, a2, …, am. Известна потребность в грузах b1, b2, bn по каждому из n- пунктов назначения. Задана матрица стоимостей доставки по каждому варианту Cij  ( i=1,…,m; j=1,..,n) . Необходимо составить оптимальный план перевозок.

Исходные данные представлены в таблице:

	Пост/Потреб
	B1
	B2
	…
	Bn
	Запасы

	А1
	              с11
     x11
	              с12
     x12
	…
	              с1n
x1n
	а1

	А2
	с21
x21
	с22
x22
	…
	с2n
x2n
	а2

	...
	...
	…
	…
	…
	…

	Am
	сm1
xm1
	сm2
xm2
	…
	сmn
xmn
	аm

	Потребность
	b1
	b2
	…
	bn
	


Транспортная задача называется закрытой, если суммарный объем отправленных грузов равен суммарному объему потребности в этих грузах, если такое равенство не соблюдается  задачу называют открытой.

Представим условие задачи и целевую функцию в виде математических уравнений:
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Уравнение баланса является обязательным условием решения транспортной задачи, поэтому, когда в исходных условиях дана открытая задача ее необходимо привести  к закрытой форме.  
Приведение открытой задачи к закрытой осуществляется следующим образом:

- если потребности по пунктам назначения превышают запасы по пунктам направления, то вводится фиктивный поставщик am+1  с недостающим объемом отправления: 
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2 Если запасы поставщиков превышают потребности потребителей, то вводится фиктивный потребитель bn+1 c необходимым объемом потребления:  
[image: image84.wmf]å

å

=

=

+

-

=

m

i

n

j

j

i

n

b

a

b

1

1

1


Варианты, связывающие фиктивные пункты с реальными имеют нулевые оценки. Поле введения фиктивных пунктов задача решается как закрытая.

Планом транспортной задачи называют матрицу X=(xij) c размерностью m x n. План транспортной задачи называется опорным, тогда и только тогда, когда из занятых им (m+n-1)  клеток нельзя образовать ни одного цикла.

Транспортной задаче присущи следующие особенности:

- распределению подлежат однородные ресурсы;

- условия задачи описываются только уравнениями;

- все переменные выражаются в одних единицах измерения.

Методом решения транспортной задачи линейного программирования является метод потенциалов. Алгоритм метода потенциалов состоит из следующих шагов:

Шаг1 Разработка начального плана

Шаг2 Расчет потенциалов

Шаг3 Проверка плана на оптимальность

Шаг4 Составление контура перераспределения ресурсов

Шаг5 Определение минимального элемента в контуре перераспределения и перераспределение ресурсов по контуру

Шаг6 Получение нового плана.

Для всех способов обязательным является условие, чтобы в процессе заполнения распределительной таблицы в каждую загружаемую клетку вписывалась максимально возможная по величине поставка. В этом случае каждый раз будет либо исчерпываться запас груза у поставщика (закрываться строка), либо полностью удовлетворяться спрос потребителя (закрываться соответствующий столбец).

 Для разработки начального плана могут использоваться следующие методы:

- метод северо-западного угла;
- метод минимальной стоимости:

- метод Фогеля.
В методе северо-западного угла первой загружается клетка с номером (1,1). Если закрывается строка, то следующей загружается клетка (2,1). Если же закрывается столбец, то следующей загружается клетка (1,2). И так каждый раз загружается клетка соседняя: либо по строке, либо по столбцу. Последней загружается клетка с номером (m,n).  

В методе минимального элемента первой в таблице загружается клетка с наименьшим тарифом. Далее загружается клетка той же строки (столбца) со следующим по величине тарифом. Поскольку при заполнении таблицы учитываются величины тарифов, то построчный план оказывается ближе к оптимальному по сравнению с планом, построенным методом северо-западного угла.

В методе Фогеля по каждой строке и по каждому столбцу находят разности 2-х наименьших тарифов. Из этих разностей выделяется наибольшая и в соответствующей строке загружается клетка с наименьшим тарифом. Закрывшаяся строка (столбец) исключается из дальнейшего рассмотрении. Данная процедура выполняется до тех пор, пока не закроются все строки и столбцы -  (m+n-1) раз.

В процессе решения на каждой итерации по загруженным клеткам проверяется следующее условие: N=n+m-1(N - количество загруженных клеток).

Если это условие не выполняется план называется вырожденным. В этом случае в любые свободные клетки необходимо поставить столько нулей, чтобы с их учетом выполнялось данное условие. Клетка, которой стоит ноль считается занятой.

Расчет потенциалов выполняется по загруженным клеткам, для которых должно выполняться равенство(U1=0): Ui +Vj= Cij, где Ui – потенциал i – той строки, Vj – потенциал j- го столбца.

Проверка полученного план на оптимальность осуществляется по незагруженным клеткам, используя следующее неравенство:  Ui +Vj <= Cij
Если для незагруженных клеток условие выполняется, то план оптимальный. В противном случае по клеткам, где условие оптимальности не выполнено определяют величину ΔСij = Сij - (Ui+Vj). Характеристики ΔСij показывают размер экономии транспортных издержек на одной единице перевозимого груза из i-го пункт в j-ый. Клетка с наибольшим значением ΔСij необходимо загрузить за счет перераспределения ресурсов из других загруженных клеток. В таблице выбранная клетка помечается знаком «+».
Контур перераспределения ресурсов составляется по следующим правилам: 

- Этот контур представляет замкнутый многоугольник с вершинами в загруженных клетках за исключением клетки с вершиной максимальной неоптимальности и звеньями, лежащими вдоль строк и столбцов матрицы.

- Ломанная линия должна быть связанной в том смысле, что из любой вершины можно попасть в другую вершину по звеньям командной цепи.

 - В каждой вершине контура встречается только два звена: одно из них располагается по строке, другое – по столбцу.

- Число вершин контура – четно, все они в процессе перераспределения делятся на: загружаемые и разгружаемые.

- В каждой сроке или столбце имеются две вершины: одна загружается, другая – разгружается.

Перераспределение ресурсов по контуру осуществляется с целью получения оптимального плана. Начиная с клетки со знаком «+», все вершины контура обозначают по порядку З (загружаемые) и Р (разгружаемые).

В процессе перераспределения ресурсов по контуру в соответствии с условием неотрицательности переменных Xij ни одно из этих значений не должно превратиться в отрицательное число. Поэтому анализируют только клетки помеченные знаком «Р», из которых выбирают клетку с минимальным объемом перевозок.

Получение нового плана осуществляется аналогично. По загруженным клеткам по новой загрузке, вычисляется потенциал  Ui и Vj, по незагруженным клеткам производится проверка плана на оптимальность, находится вершина максимальной неоптимальности и строится новый контур перераспределения и так далее до тех пор, пока не будет получено оптимальное решение.
4.1 Пример решения транспортной задачи
Решить транспортную задачу. В пунктах 
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 единиц. Себестоимость единицы продукции в 
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. Готовая продукция поставляется в пункты 
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, потребности которых составляют 
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 единиц. Стоимости 
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 перевозки единицы продукции из пункта 
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 в пункт 
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 заданы матрицей 
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. Требуется: 1) методом потенциалов найти план перевозок продукции при котором минимизируются суммарные затраты по ее изготовлению и доставке потребителям, при условии, что продукция пункта, в котором себестоимость ее производства наименьшая распределяется полностью; 2) вычислить суммарные затраты 
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; 3) установить пункты, в которых остается нераспределенная продукция, и указать ее объем.
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Решение.

Для решении задачи создадим начальный план, представленный в таблице 1, где 
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 – поставщики с их запасами и 
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 – потребители с их потреблением. Стоимости перевозок и себестоимость единицы продукции будут суммироваться и отображаться в правом верхнем углу и называются тарифом. А величины (объемы) поставок 
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 будут отображаться в центре клеток.

Таблица 1 – Исходный план задачи

	Пост/Потреб
	B1
	B2
	B3
	B4
	Запасы

	А1
	              4
     x11
	              8
     x12
	              6
     x12
	              9
x1n
	400

	А2
	9
x21
	5
x22
	              10
     x12
	4
x2n
	300

	A3
	7
xm1
	11
xm2
	              8
     x12
	6
xmn
	500

	Потребность
	350
	250
	150
	250
	1200

	
	
	
	
	
	1000


В правом нижнем углу таблицы отражены суммы запасов и потребления. В поставленной задаче суммы потребления меньше суммы запасов, т.е задача открытая. Для того, чтобы задача была закрыта введем фиктивного потребителя 
[image: image105.wmf]5
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, у которого стоимость перевозок от поставщика равна нулю, а его объем потребления равен разнице сумм запасов и потребления:
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В таблице 2 отображен начальный план задача с введенным фиктивным потребителем.

Таблица 2 – Начальный план задачи
	Пост/Потреб
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	Запасы

	А1
	              4

     100
	             8

     250
	              6

     50
	            9
     x12
	            2
     x12
	400

	А2
	9
x21
	5
x22
	             10

     100
	            4
     x12
	            3
     200
	300

	A3
	7
250
	11
xm2
	              8
     x12
	            6

     250
	            1
     x12
	500

	Потребность
	350
	250
	150
	250
	200
	1200

	
	
	
	
	
	
	1200


Согласно условию задачи, продукция поставщика с наименьшей себестоимостью распределяется полностью. Это поставщик 
[image: image107.wmf]3
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. Для того чтобы минимизировать затраты на поставку продукции от поставщика 
[image: image108.wmf]3
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, необходимо выбрать потребителя с наименьшим тарифом и указывается максимально возможная поставка. Затем, из оставшихся потребителей выбирается с наименьшим тарифом и указывается максимально возможная поставка, и т.д., пока не будет распределен весь объем продукции, производимой поставщиком 
[image: image109.wmf]3
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. По остальным поставщикам объемы распределяются произвольно. Исходное распределение показано в таблице 2.

Произведем расчет потенциалов. При анализе потенциалов не будем обращать внимание на поставщика 
[image: image110.wmf]3
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, считая, что его продукция распределена оптимально.

Потенциалы по загруженным клеткам:
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Потенциалы по поставщикам и заказчикам:
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Потенциалы по незагруженным клеткам:
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– верно
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– верно
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– неверно
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– неверно
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– верно

План неоптимальный и его необходимо улучшить. Стоимость реализации полученного плана:
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Проверка плана на вырожденность:
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 – количество заполненных ячеек;
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 – количество строк;
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 – количество столбцов.
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Загружаемые клетки обозначаются (З), разгружаемые – (Р), а цикл представлен стрелками, как показано в таблице 3.
Таблица 3

	Пост/Потреб
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	Запасы

	А1
	              4

     100
	             8
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Результат распределения показан в таблице 4

Таблица 4

	Пост/Потреб
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	Запасы

	А1
	              4
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Потенциалы по загруженным клеткам:
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Потенциалы по поставщикам и заказчикам:
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Потенциалы по незагруженным клеткам:
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План неоптимальный и его необходимо улучшить. Стоимость реализации полученного плана:
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Проверка плана на вырожденность:
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 – количество заполненных ячеек;
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 – количество строк;
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 – количество столбцов.
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 – план невырожденный.

Для пересчета применим цикл, показанный в таблице 4. Результат оптимизации показан в таблице 5.
Таблица 5

	Пост/Потреб
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	Запасы

	А1
	              4

     100
	             8

     150
	              6

     150
	            9
     x12
	            2

    150
	400

	А2
	9
x21
	5
     250
	             10

     100
	            4
     x12
	            3
    50
	300

	A3
	7
250
	11
xm2
	              8
     x12
	            6

     250
	            1
     x12
	500

	Потребность
	350
	250
	150
	250
	200
	1200

	
	
	
	
	
	
	1200


Потенциалы по загруженным клеткам:
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Потенциалы по поставщикам и заказчикам:
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Потенциалы по незагруженным клеткам:
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Полученный план оптимален. Стоимость плана равна:
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Нераспределенная продукция и объем остается в следующих пунктах:
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4.2 Задания

Вариант №1
Решить транспортную задачу.

В пунктах Ai (i=1,3) производится однородная продукция в количествах ai единиц. Себестоимость единицы продукции в i–м пункте равна ci. Готовая  продукция поставляется в пункты  Bj (j=1,4), потребности которых составляют bj единиц. Стоимости cij перевозки единицы продукции из пункта Ai в пункт Bj заданы матрицей [cij]3x4. Требуется: 1) методом потенциалов найти план перевозок продукции при котором минимизируются суммарные затраты по ее изготовлению и доставке потребителям, при обязательном условии, что продукция пункта, в котором себестоимость ее производства наименьшая распределяется полностью; 2) вычислить суммарные затраты fmin; 3) установить пункты, в которых остается нераспределенная продукция, и указать ее объем.

ai=(400, 300, 500)                ci=(2, 3, 1)                bj=(350, 250, 150, 250)
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Вариант №2
Решить транспортную задачу.

В пунктах Ai (i=1,3) производится однородная продукция в количествах ai единиц. Себестоимость единицы продукции в i–м пункте равна ci. Готовая  продукция поставляется в пункты  Bj (j=1,4), потребности которых составляют bj единиц. Стоимости cij перевозки единицы продукции из пункта Ai в пункт Bj заданы матрицей [cij]3x4. Требуется: 1) методом потенциалов найти план перевозок продукции при котором минимизируются суммарные затраты по ее изготовлению и доставке потребителям, при обязательном условии, что продукция пункта, в котором себестоимость ее производства наименьшая распределяется полностью; 2) вычислить суммарные затраты fmin; 3) установить пункты, в которых остается нераспределенная продукция, и указать ее объем.

ai=(750, 200, 550)                ci=(4, 3, 1)                bj=(450, 300, 350, 250)
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Вариант №3
Решить транспортную задачу.

В пунктах Ai (i=1,3) производится однородная продукция в количествах ai единиц. Себестоимость единицы продукции в i–м пункте равна ci. Готовая  продукция поставляется в пункты  Bj (j=1,4), потребности которых составляют bj единиц. Стоимости cij перевозки единицы продукции из пункта Ai в пункт Bj заданы матрицей [cij]3x4. Требуется: 1) методом потенциалов найти план перевозок продукции при котором минимизируются суммарные затраты по ее изготовлению и доставке потребителям, при обязательном условии, что продукция пункта, в котором себестоимость ее производства наименьшая распределяется полностью; 2) вычислить суммарные затраты fmin; 3) установить пункты, в которых остается нераспределенная продукция, и указать ее объем.

ai=(250, 550, 350)                ci=(4, 1, 5)                bj=(300, 150, 400, 150)
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Вариант №4
Решить транспортную задачу.

В пунктах Ai (i=1,3) производится однородная продукция в количествах ai единиц. Себестоимость единицы продукции в i–м пункте равна ci. Готовая  продукция поставляется в пункты  Bj (j=1,4), потребности которых составляют bj единиц. Стоимости cij перевозки единицы продукции из пункта Ai в пункт Bj заданы матрицей [cij]3x4. Требуется: 1) методом потенциалов найти план перевозок продукции при котором минимизируются суммарные затраты по ее изготовлению и доставке потребителям, при обязательном условии, что продукция пункта, в котором себестоимость ее производства наименьшая распределяется полностью; 2) вычислить суммарные затраты fmin; 3) установить пункты, в которых остается нераспределенная продукция, и указать ее объем.

ai=(300, 700, 400)                ci=(2, 1, 4)                bj=(250, 450, 150, 350)
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Вариант №5
Решить транспортную задачу.

В пунктах Ai (i=1,3) производится однородная продукция в количествах ai единиц. Себестоимость единицы продукции в i–м пункте равна ci. Готовая  продукция поставляется в пункты  Bj (j=1,4), потребности которых составляют bj единиц. Стоимости cij перевозки единицы продукции из пункта Ai в пункт Bj заданы матрицей [cij]3x4. Требуется: 1) методом потенциалов найти план перевозок продукции при котором минимизируются суммарные затраты по ее изготовлению и доставке потребителям, при обязательном условии, что продукция пункта, в котором себестоимость ее производства наименьшая распределяется полностью; 2) вычислить суммарные затраты fmin; 3) установить пункты, в которых остается нераспределенная продукция, и указать ее объем.

ai=(450, 200, 350)                ci=(3, 5, 1)                bj=(150, 300, 50, 400)
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Вариант №6
Решить транспортную задачу.

В пунктах Ai (i=1,3) производится однородная продукция в количествах ai единиц. Себестоимость единицы продукции в i–м пункте равна ci. Готовая  продукция поставляется в пункты  Bj (j=1,4), потребности которых составляют bj единиц. Стоимости cij перевозки единицы продукции из пункта Ai в пункт Bj заданы матрицей [cij]3x4. Требуется: 1) методом потенциалов найти план перевозок продукции при котором минимизируются суммарные затраты по ее изготовлению и доставке потребителям, при обязательном условии, что продукция пункта, в котором себестоимость ее производства наименьшая распределяется полностью; 2) вычислить суммарные затраты fmin; 3) установить пункты, в которых остается нераспределенная продукция, и указать ее объем.

ai=(350, 750, 300)                ci=(2, 4, 3)                bj=(200, 50, 600, 400)
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Вариант №7
Решить транспортную задачу.

В пунктах Ai (i=1,3) производится однородная продукция в количествах ai единиц. Себестоимость единицы продукции в i–м пункте равна ci. Готовая  продукция поставляется в пункты  Bj (j=1,4), потребности которых составляют bj единиц. Стоимости cij перевозки единицы продукции из пункта Ai в пункт Bj заданы матрицей [cij]3x4. Требуется: 1) методом потенциалов найти план перевозок продукции при котором минимизируются суммарные затраты по ее изготовлению и доставке потребителям, при обязательном условии, что продукция пункта, в котором себестоимость ее производства наименьшая распределяется полностью; 2) вычислить суммарные затраты fmin; 3) установить пункты, в которых остается нераспределенная продукция, и указать ее объем.

ai=(250, 650, 300)                ci=(2, 1, 5)                bj=(350, 50, 150, 450)
[image: image267.wmf]=
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Вариант №8
Решить транспортную задачу.

В пунктах Ai (i=1,3) производится однородная продукция в количествах ai единиц. Себестоимость единицы продукции в i–м пункте равна ci. Готовая  продукция поставляется в пункты  Bj (j=1,4), потребности которых составляют bj единиц. Стоимости cij перевозки единицы продукции из пункта Ai в пункт Bj заданы матрицей [cij]3x4. Требуется: 1) методом потенциалов найти план перевозок продукции при котором минимизируются суммарные затраты по ее изготовлению и доставке потребителям, при обязательном условии, что продукция пункта, в котором себестоимость ее производства наименьшая распределяется полностью; 2) вычислить суммарные затраты fmin; 3) установить пункты, в которых остается нераспределенная продукция, и указать ее объем.

ai=(200, 500, 300)                ci=(4, 5, 2)                bj=(150, 450, 50, 250)
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Вариант №9
Решить транспортную задачу.

В пунктах Ai (i=1,3) производится однородная продукция в количествах ai единиц. Себестоимость единицы продукции в i–м пункте равна ci. Готовая  продукция поставляется в пункты  Bj (j=1,4), потребности которых составляют bj единиц. Стоимости cij перевозки единицы продукции из пункта Ai в пункт Bj заданы матрицей [cij]3x4. Требуется: 1) методом потенциалов найти план перевозок продукции при котором минимизируются суммарные затраты по ее изготовлению и доставке потребителям, при обязательном условии, что продукция пункта, в котором себестоимость ее производства наименьшая распределяется полностью; 2) вычислить суммарные затраты fmin; 3) установить пункты, в которых остается нераспределенная продукция, и указать ее объем.

ai=(500, 900, 100)                ci=(2, 5, 3)                bj=(200, 650, 150, 300)
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Вариант №10
Решить транспортную задачу.

В пунктах Ai (i=1,3) производится однородная продукция в количествах ai единиц. Себестоимость единицы продукции в i–м пункте равна ci. Готовая  продукция поставляется в пункты  Bj (j=1,4), потребности которых составляют bj единиц. Стоимости cij перевозки единицы продукции из пункта Ai в пункт Bj заданы матрицей [cij]3x4. Требуется: 1) методом потенциалов найти план перевозок продукции при котором минимизируются суммарные затраты по ее изготовлению и доставке потребителям, при обязательном условии, что продукция пункта, в котором себестоимость ее производства наименьшая распределяется полностью; 2) вычислить суммарные затраты fmin; 3) установить пункты, в которых остается нераспределенная продукция, и указать ее объем.

ai=(500, 200, 600)                ci=(4, 5, 3)                bj=(250, 150, 350, 250)
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Вариант №11
Решить транспортную задачу.

Три судна доставили  в порт 6000 т чугуна, 4000 т железной руды и 3000 т апатитов. Разгрузка судов может быть осуществлена или непосредственно в железнодорожные вагоны, или на склады. В первом случае можно разгрузить 8000 т, а остаток (5000 т) придется направить на склад. Стоимость выгрузки 1 т в вагоны составляет соответственно 4,30; 5,25 и 2,20; а при отправке на склад – 7,80; 6,40 и 3,25 ден.ед. Спланировать разгрузку с минимальными затратами, учитывая при этом, что поданные в порт вагоны не приспособлены для перевозки апатитов.

Вариант №12
Решить транспортную задачу.

Найти оптимальное распределение трех видов механизмов, имеющихся в количествах 45, 20 и 35, между четырьмя участками работ, потребности которых равны соответственно 10, 20, 30 и 40, при следующей матрице производительности каждого из механизмов на соответствующем участке работы.

	5
	4
	0
	5

	3
	5
	3
	0

	0
	6
	7
	6


Нулевые элементы означают, что данный механизм не может быть использован на данном участке работы.

Вариант №13
Решить транспортную задачу.

Четыре различных предприятия могут выпускать любой из четырех видов продукции. Производственные мощности предприятий позволяют обеспечить выпуск каждого вида в количествах 50, 70, 100 и 30 тыс.шт., а плановое задание составляет соответственно 30, 80, 20 и 100 тыс.шт. 

	Матрица


	9
	5
	4
	8
	    характеризует себестоимость единицы i-го вида продукции при производстве его на j-м предприятии. Найти оптимальное распределение планового задания между предприятиями.

	
	5
	7
	9
	4
	

	
	6
	4
	8
	6
	

	
	8
	6
	7
	5
	


Вариант №14
Решить транспортную задачу.

Заводы №1, 2, 3 производят однородную продукцию в количествах соответственно 490, 450 и 470 ед. Себестоимость производства единицы продукции на заводе №1 составляет 25 ден.ед., на заводе №2 – 20, на заводе №3 – 23 ден.ед. Продукция отправляется в пункты А, Б и В, потребности которых равны соответственно 300, 340 и 360 ед. Стоимость перевозок единицы продукции задаются матрицей

	7
	5
	1
	Составить оптимальный план перевозки продукции с учетом ее себестоимости при условии, что коммуникации между заводом №2 и пунктом А не позволяют пропускать в рассматриваемый период более 200 единиц продукции. Установить, во что обошлось ограничение пропускной способности указанного маршрута.

	3
	4
	5
	

	4
	2
	1
	


Вариант №15
Решить транспортную задачу.

Завод имеет  три цеха А, Б, В и четыре склада №1, 2, 3, 4. Цех А производит 30 тыс. изделий, цех Б – 40, цех В – 20 тыс. изделий. Пропускная способность складов за то же время характеризуется следующими показателями: склад №1 – 25 тыс. изделий, склад №2 – 30, склад №3 – 35, склад №4 – 15. Стоимость перевозки из цеха А соответственно на склады №1, 2, 3, 4 одной тысячи изделий равна 2; 3; 0,5; 4 ден.ед., из цеха Б – 3; 2; 5; 1 ден.ед., а из цеха В – 4; 3; 2; 6 ден.ед. Составить план перевозки изделий на склады, минимизирующий транспортные расходы. Необходимо учесть, что на складах №1 и 4 созданы лучшие условия для хранения готовой продукции, а поэтому их следует загрузить полностью.

Вариант №16
Решить транспортную задачу.

Для контроля за космической ракетой установлены датчики четырех типов Д1, Д2, Д3 и Д4   в количестве 20, 40, 50 и 40 шт. соответственно. Каждый датчик определяет одну из характеристик (температуру, давление и т.п.) и результат передает по отдельному каналу связи любому из трех типов наземных автоматических регистрирующих устройств Р1, Р2, Р3, количество которых равно соответственно 70, 90 и 60 шт. Затраты времени на включение соответствующего канала связи определяются элементами матрицы 

	1
	5
	3
	где 4, например, - время, затрачиваемое на включение канала связи датчика Д2  с регистрирующим устройством Р3. Как закрепить датчики за регистрирующими устройствами, чтобы суммарные затраты времени на переключение каналов связи была минимальными.

	1
	2
	4
	

	5
	5
	1
	

	3
	5
	2
	


Вариант №17
Решить транспортную задачу.

В резерве трех железнодорожных станций А, Б и В находится соответственно 60, 80 и 70 вагонов. Составить оптимальный план перегона этих вагонов к четырем пунктам погрузки зерна, если пункту №1 требуется 40 вагонов, пункту №2 – 60, пункту №3  - 80, а пункту №4 – 60 вагонов. При этом следует учесть, что в пунктах №2 и 3 нет условий для длительного хранения зерна, а поэтому его необходимо вывезти из этих пунктов полностью. Стоимость перегона одного вагона со станции А в указанные пункты равна соответственно 11, 12, 15 и 14 ден.ед., со станции Б – 14, 13, 12 и 11 ден.ед., со станции В – 15, 12, 14 и 16 ден.ед.

Вариант №18
Решить транспортную задачу.

На заводах №1, 2 и 3 производится однородная продукция в количестве соответственно 500, 700 и 600 ед.  При этом затраты на производство единицы продукции на указанных заводах составляют 10, 3 и 6 ден.ед.  Для четырех потребителей требуется соответственно 400, 800, 200 и 500 ед. продукции. Расходы по перевозке единицы продукции с i-го завода j–му потребителю задаются элементами матрицы

	3
	5
	6
	1
	Для полного удовлетворения потребителей необходимо составить оптимальный план расширения производства продукции, если имеются следующие возможности: 1) расширить мощность завода №1 с дополнительными затратами на единицу продукции, равными 3 ден.ед.

	5
	1
	3
	3
	

	4
	5
	8
	1
	


2) расширить мощность завода №2 с дополнительными затратами на единицу продукции, равными 2 ден.ед. 3) построить новый завод с затратами на производство единицы продукции, равными 5 ден.ед., и расходами по перевозке единицы продукции, равными соответственно 7, 6, 5, 9 ден.ед.

Вариант №19
Решить транспортную задачу.

Каждая из автоматических установок А1, А2, А3  и А4 в зависимости от настройки может изготавливать мороженое  трех наименований (А, Б, В). За рассматриваемый отрезок времени установки могут изготовить соответственно 520, 600, 850, 2000 порций мороженого. Прибыль от реализации одной порции зависит от ее наименования и установки, на которой она изготовлена, и представлена элементами таблицы. За рассматриваемый отрезок времени реализуется 1470 порций мороженого А, 1000 порций мороженого Б, 1500 порций мороженого В. Сколько порций и каких наименований следует производить на каждой установке, чтобы полностью удовлетворить спрос на мороженое и получить при этом максимальную прибыль.

	Установка
	Мороженое

	
	А
	Б
	В

	А1
	4
	2
	1

	А2
	3
	5
	3

	А3
	1
	3
	2

	А4
	2
	6
	4


Вариант №20
Решить транспортную задачу.

Механизмы М1, М2 и М3, имеющиеся в количествах 10, 5 и 15 ед., могут использоваться для работ на участках  У1, У2, У3, У4, с которых поступили заявки соответственно  на 7, 12, 14 и 13 механизмов. Производительность каждого механизма на соответствующем участке приведена в матрице 

	5
	4
	6
	9
	Распределить механизмы согласно заявкам так, чтобы общий объем выполненной работы был максимальным при непременном условии, что заявка участка У2 удовлетворена полностью.

	3
	9
	8
	4
	

	6
	3
	5
	7
	


Вариант №21
Решить транспортную задачу.

Заводы З1, З2, З3 выпускают однородную продукцию в количествах 40, 20, 50 ед. себестоимостью 1, 3, 7 ед. соответственно. Продукция поставляется в пункты А, Б, В в количествах соответственно 30, 25, 45 ед. с тарифами, приведенными в матрице

	7
	6
	13
	Пятнадцать единиц продукции завода З3 предназначено для пункта Б. Продукцию завода, где себестоимость ее наименьшая, распределить полностью. Составить наиболее экономный план удовлетворения потребностей в продукции, учитывающий затраты на ее производство и доставку.

	1
	7
	6
	

	4
	3
	2
	


Вариант №22
Решить транспортную задачу.

Коммерческие банки Бi (I=1,4) выделяют предприятиям Пj (j=1,4) кредиты на совершенствование производства с целью увеличения выпуска высококачественной продукции. Процентная ставка сij банка зависит от срока возмещения кредита. Естественно, что банки рассчитывают получить максимально возможную прибыль от использования кредитов предприятиями. Суммы ai , которые банки могут выделить на кредиты, потребность предприятий bj в кредитах и процентные ставки cij в расчете на 100 ден.ед. приведены в таблице. Найти оптимальное распределение банковских кредитов между предприятиями , максимизирующее общую прибыль, которую могут получить банки за пользование взятыми предприятиями кредитами.

	ai             
	100
	200
	250
	100

	bj
	
	
	
	

	150
	17
	15
	19
	16

	200
	20
	19
	18
	21

	100
	18
	17
	16
	19

	150
	19
	14
	17
	15


Вариант №23
Решить транспортную задачу.

На заводах №1, 2 и 3 производится однородная продукция в количестве соответственно a1, a2 и a3 ед.  При этом затраты на производство единицы продукции на указанных заводах составляют c1, c2 и c3 ден.ед.  Четырем потребителям требуется соответственно b1, b2, b3 и b4 ед. продукции. Расходы по перевозке единицы продукции с i-го завода j–му потребителю известны. Для полного удовлетворения потребителей необходимо увеличить выпуск продукции. При этом возможны следующие варианты: 1) расширить мощность завода №1 с дополнительными затратами на единицу продукции, равными  (c1 ден.ед.;  2) расширить мощность завода №2 с дополнительными затратами на единицу продукции, равными  (c2 ден.ед.;  3) наладить выпуск продукции на заводе №4 с затратами на производство единицы продукции, равными c4 ден.ед., и расходами по перевозке единицы продукции, равными соответственно c41, c42, c43, c44.

Требуется: 1) найти оптимальный план расширения производства продукции, при котором полностью удовлетворяется спрос, а совокупные затраты, связанные с изготовлением продукции и ее доставкой потребителям, минимизируются; 2) определить минимальные совокупные затраты на производство продукции и доставку ее потребителям по оптимальному плану расширения выпуска продукции.

	ai=
	700
	300
	600
	
	(c2=
	6
	
	(c2=
	3

	c1=
	5
	c2=
	7
	c3=
	4
	c4=
	10
	
	

	
	7
	8
	7
	9
	
	
	
	
	

	cij=
	8
	5
	3
	8
	
	
	
	
	

	
	7
	4
	3
	7
	
	
	
	
	

	c41=
	13
	c42=
	13
	c43=
	10
	c44=
	14
	
	

	bi=
	350
	550
	250
	650
	
	
	
	
	


Вариант №24
Решить транспортную задачу.

На заводах №1, 2 и 3 производится однородная продукция в количестве соответственно a1, a2 и a3 ед.  При этом затраты на производство единицы продукции на указанных заводах составляют c1, c2 и c3 ден.ед.  Четырем потребителям требуется соответственно b1, b2, b3 и b4 ед. продукции. Расходы по перевозке единицы продукции с i-го завода j–му потребителю известны. Для полного удовлетворения потребителей необходимо увеличить выпуск продукции. При этом возможны следующие варианты: 1) расширить мощность завода №1 с дополнительными затратами на единицу продукции, равными  (c1 ден.ед.;  2) расширить мощность завода №2 с дополнительными затратами на единицу продукции, равными  (c2 ден.ед.;  3) наладить выпуск продукции на заводе №4 с затратами на производство единицы продукции, равными c4 ден.ед., и расходами по перевозке единицы продукции, равными соответственно c41, c42, c43, c44.

Требуется: 1) найти оптимальный план расширения производства продукции, при котором полностью удовлетворяется спрос, а совокупные затраты, связанные с изготовлением продукции и ее доставкой потребителям, минимизируются; 2) определить минимальные совокупные затраты на производство продукции и доставку ее потребителям по оптимальному плану расширения выпуска продукции.

	ai=
	600
	400
	700
	
	(c2=
	3
	
	(c2=
	5

	c1=
	2
	c2=
	4
	c3=
	3
	c4=
	3
	
	

	
	4
	2
	6
	8
	
	
	
	
	

	cij=
	5
	7
	3
	9
	
	
	
	
	

	
	4
	8
	6
	2
	
	
	
	
	

	c41=
	7
	c42=
	9
	c43=
	4
	c44=
	2
	
	

	bi=
	500
	300
	800
	200
	
	
	
	
	


Вариант №25
Решить транспортную задачу.

На заводах №1, 2 и 3 производится однородная продукция в количестве соответственно a1, a2 и a3 ед.  При этом затраты на производство единицы продукции на указанных заводах составляют c1, c2 и c3 ден.ед.  Четырем потребителям требуется соответственно b1, b2, b3 и b4 ед. продукции. Расходы по перевозке единицы продукции с i-го завода j–му потребителю известны. Для полного удовлетворения потребителей необходимо увеличить выпуск продукции. При этом возможны следующие варианты: 1) расширить мощность завода №1 с дополнительными затратами на единицу продукции, равными  (c1 ден.ед.;  2) расширить мощность завода №2 с дополнительными затратами на единицу продукции, равными  (c2 ден.ед.;  3) наладить выпуск продукции на заводе №4 с затратами на производство единицы продукции, равными c4 ден.ед., и расходами по перевозке единицы продукции, равными соответственно c41, c42, c43, c44.

Требуется: 1) найти оптимальный план расширения производства продукции, при котором полностью удовлетворяется спрос, а совокупные затраты, связанные с изготовлением продукции и ее доставкой потребителям, минимизируются; 2) определить минимальные совокупные затраты на производство продукции и доставку ее потребителям по оптимальному плану расширения выпуска продукции.

	ai=
	300
	600
	1000
	
	(c2=
	2
	
	(c2=
	6

	c1=
	7
	c2=
	6
	c3=
	2
	c4=
	11
	
	

	
	4
	5
	7
	9
	
	
	
	
	

	cij=
	7
	4
	9
	7
	
	
	
	
	

	
	8
	2
	3
	8
	
	
	
	
	

	c41=
	12
	c42=
	15
	c43=
	8
	c44=
	15
	
	

	bi=
	500
	700
	400
	450
	
	
	
	
	


5 Двойственная задача линейного программирования

Исходная ЗЛП: 
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Двойственная задача по отношению к исходной (1-3):
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Двойственная задача (4-5) строится по следующим правилам.

1 Упорядочивается запись исходной задачи, т.е., если целевая функция задачи максимизируется, то ограничение неравенства должны быть «
[image: image192.wmf]£

», если минимизируется – ограничение вида «
[image: image193.wmf]³

».

2 Если исходная задача является задачей максимизации, то двойственная – минимизации, при этом вектор, образованный из коэффициентов при неизвестных целевой функции исходной задачи совпадает с вектором констант в правых частях ограничений в двойственной задаче. Аналогично связаны между собой векторы, образованные из коэффициентов при неизвестных целевой функции двойственной задачи и константы в правых частях ограничений исходной задачи.

3 каждой переменной 
[image: image194.wmf]i

U

 в двойственной задаче соответствует i-ое ограничение исходной задачи и наоборот, каждой переменной 
[image: image195.wmf]j

x

 исходной задачи соответствует j-е ограничение двойственной задачи.

4 матрица из коэффициентов при неизвестных двойственной задачи образуется транспонированием матрицы А, составленной из коэффициентов при неизвестных исходной задачи.

5 если на j-ую переменную исходной задачи наложено условие неотрицательности, то j-ое ограничение двойственной задачи будет неравенство. В противном случае j-ое ограничение будет равенством. Аналогично связываем между собой ограничение исходной задачи и переменные двойственной.

Несимметричные задачи:

1 Исходная:                               Двойственная:
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2 Исходная:                               Двойственная:
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5.1 Задания 

Вариант 1

Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Lmax = 4x1+3x2+2x3+x4
x1-3x2+x3+x4 =6

x1-2x2+x3+2x4 = 4

x1+x3 = 1

xj (0  (j=1,4)
Вариант 2
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Lmin = x1+x2+x3+x4
3x1+2x2+5x3+x4 =22

2x1+5x2+4x3+x4 = 24

3x1+4x2+5x3+x4 = 26

xj (0  (j=1,4)
Вариант 3
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Lmax = x1-x2+x3-x4
3x1+x3+2x4 =2

-x1+x2+x3+5x4 = 5

xj (0  (j=1,4)
Вариант 4
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Lmax = 3x1+4x2+2x3+6x4
2x1+3x2+2x3+3x4 =10

2x1+2x3+x4 = 7

x1+3x2+2x3+5x4 = 8

xj (0  (j=1,4)
Вариант 5
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Lmin = 2x1+x2+x3+2x4
2x1+x2+3x3+x4 =20

x1+2x2+x3+2x4 = 30

3x1+3x2+x3+3x4 = 40

xj (0  (j=1,4)
Вариант 6
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Lmax = x1+2x2+3x3+4x4
x1+x2+x3+x4 =60

x1+2x2+x3+4x4 = 9

2x1+3x2+4x3+x4 = 12

xj (0  (j=1,4)
Вариант 7
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Lmin = 3x1-2x2+x3+8 x5
x1-x2-10x4 +3 x5= 12

2x1-3x2-15x3-10x4 +6 x5= 28

2x1-x2+8x3-6x4 +10 x5= 40

xj (0  (j=1,5)
Вариант 8
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Fmax = 8x1+6x2
5x1+2x2+x3 =20

6x1+12x2+x4 = 72

xj (0  (j=1,4) )                 xj - целые

Вариант 9
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Fmax = 4x4+x5
5x1-2x2+2x3+x4-x5 =13
2x1-x2+x3-x4+x5 = 5

x1+2x2+4x4-2x5 = 5

xj (0  (j=1,5) )                 xj – целые

Вариант 10
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Fmin = -3x1-5x2
3x1+2x2 (6

2x1-3x2 ( -6

x1-x2 ( 4

x1(0, x2(0

Вариант 11
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Fmin = x1+x2
x1+x2 ( 1

-x1+x2 ( 2

-x1+x2 ( -3

            x1(0, x2(0
Вариант 12
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Lmin = 4x1+6x2+3x3
3x1+x2+2x3 ( 9

x1+2x2+2x3 ( 8

x1+6x2 ( 12

xj (0  (j=1,3)
Вариант 13
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Fmin = 3x1+2x2
-4x1+5x2 ( 29

3x1-x2 ( 14

5x1+2x2 ( 38

            x1(0, x2(0

Вариант 14
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Lmax = 5x1-x2-4x3
-x2+2x3 ( 9

-x1+x2 ( 1

x1+x2-3x3 ( 8

x1-x3 ( 4

xj (0  (j=1,3)
Вариант 15
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Fmin = x1+x2
9x1+8x2 ( 157

4x1-x2 ( 6

-3x1+11x2 ( 16

            x1(0, x2(0

Вариант 16
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Lmax = 3x1+2x2
x1-x2 ( 2

2x1+x2 ( 6

xj (0  (j=1,2)
Вариант 17
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Fmin = 10x1+3x2
2x1+3x2 ( 33

x1+6x2 ( 14

5x1-4x2 ( 2

x1-2x2 ( 6

            x1(0, x2(0
Вариант 18
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Fmax = -3x1+x2+2x3
2x1+2x2+x3 ( 7

-x1+3x3 ( 2

4x1+x2-2x3 ( 4

xj (0  (j=1,3) )                 xj - целые

Вариант 19
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Zmin = x1-x2+x3+x4 +x5-x6
x1+x4 +6x6 =9

3x1+x2-4x3+2x6 =2

x1+2x2+x5+2x6 =6

                  xj (0  (j=1,6)

Вариант 20
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Zmin = x1-x2+3x3-2x4 +x5
3x1+x2+2x3+x4 +x5 =2

2x1-x2+x3+x4 +4x5 =3

                  xj (0  (j=1,5)

Вариант 21
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Zmax = x1+x2+2x3-x4 +x5-x6
x1+3x2+x3-3x4 +4x5+x6 =6

x1-x2-x3+x4+x6 =2

                  xj (0  (j=1,6)

Вариант 22
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Fmax = x1-3x2-2x3- x4+5

4x1-2x2-2x3+3x4 =2

2x1-x2+x3-x4 = 3

2x1-x2+5x3-6x4 = 1

xj (0  (j=1,4) )                 

Вариант 23
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Fmax = 2x1+3x2
3x1+2x2-x3 = 84

3x1+13x2-x4 = 150

xj (0  (j=1,4) )                 

Вариант 24
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Fmin = 29x1+4x2+42x3+36 x4+17x5

3x1+2x2+x3 =200

x2+2x4+x5 = 200

x3+x5 = 250

xj (0  (j=1,5) )                

Вариант 25
Применив двойственный симплекс-метод решить задачу

Zmax = x1+2x2+3x3-4x4 

x1+x2-x3+x4  =2

x1+14x2+10x3-10x4  =24

                  xj (0  (j=1,4)

6 Многокритериальная оптимизация

Многокритериальная оптимизация включают множество возможных или допустимых решений и набор целевых функций 
[image: image204.wmf]n

R

x

Î

(критерии) 
[image: image205.wmf]m

f

f

f

...

2

,

1

, заданных на множестве X(m>1).

Набор целевых функций образуют вектор функцию, которая обозначает 
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. Наряду с множеством допустимых решений рассматривают множество Y . 
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 (1), называемые множеством оценок, а его элементы называется оценками.

Пространством 
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, в котором содержаться X называют пространством решений, а 
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, в котором содержаться  Y называется пространством оценок или критериальным пространством каждому. Каждому 
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 EMBED Equation.3  [image: image211.wmf]соответствует одна определенная оценка 
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.  С другой стороны, каждой оценке y, принадлежащих множеству оценок отвечают те решения  
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. Многокритериальной задачей оптимизации для описаний предпочтений лица, принимающего решения используют мат. понятие называемое отношением. 

Пусть А - некоторое множество, образуем декартово произведение АxА-это множество всех упорядоченных пар вида (a,b),  где 
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Отношением R, заданным на множестве A называют подмножество множества AxA, если выполнено соотношение 
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, то говорят  находятся в отношении R и обозначается 
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. Декартово произведение  это множество упорядоченных пар, поэтому  запись 
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где 
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Т.к.  отношение – это некоторое множество, то к различным отношениям, заданным на одном и том же множестве можно применить множественные операции.

Теорема 1.  Если множество Z не пусто и содержит конечное число элементов, а отношение    ассиметрично и транзитивно, то opt Z( (
Доказательство представляет собой алгоритм нахождения множества оптимальных решений. Введем обозначение                                             .     
Если n1 =1, то                   = opt Z1. Поэтому далее будем считать n1  >1.

Первый шаг алгоритма заключается в попарном сравнении решения z(li)     с каждым из остальных решений. Если для некоторого    i({2,3,…,n }     выполняется соотношение                 , то решение   z(li)   из множества   Z1  удаляют; оно не может быть оптимальным. В противном случае, т. е. когда   z(11)  (z(li)   либо  z(li)      z(11)  , решение  z (li)  сохраняют. После выполнения всех сравнений решение   z(11)    также следует удалить из Z1 . 

Оставшееся в результате удаления множество решений обозначим через 


Если        ( , то решение z(11) оптимальное (оно хранится в памяти), поскольку в силу ассиметричности отношения    из соотношения  

z(11)   z(li)    следует, что соотношение z(li)    z (11) , i=2, 3, …, n1 , не может иметь места. В этом случае процедура отыскания множества opt   Z1  закончена. Если же      (, то переходят к следующему шагу алгоритма.

Второй шаг аналогичен первому и заключается в попарном сравнении решения        с каждым из решений                   . Все решения       , для которых                  , из множества  Z2  исключают. Кроме того, удаляют решение        . При этом, если ни для какого i=2, 3, …, n  не оказалось выполненным соотношение                  , то      Более того,                     и решение      следует запомнить. В самом деле, соотношение                  не может иметь места, так как решение     не было удалено из Z2   на первом шаге. Соотношение z(li)       z(21) ,  для     
       \              , также не может быть выполнено, поскольку               и отношение    транзитивно:    из                   и  z (li)       z(21)  следует, что z (11)       z(21),  . Оставшееся после исключения множество решений обозначают через                                                 . 

Если          (, то переходят к следующему шагу и т. д.

Достаточные условия оптимальности по Парето и  слабой оптимальности по Парето.

Функция 
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 является возрастающей по отношению  
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 всегда следует справедливость неравенства 
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Теорема: Пусть функция F(y) определена на множестве оценок 
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 была оптимальной по Парето (слабо-оптимальной по Парето) оценкой достаточно, чтобы она являлась точкой максимума на множестве  Y функции  F(y), возрастающей  по отношению 
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Для решений: Если функция F(y) возрастает по отношению 
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 и 
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 на множестве X, то 
[image: image247.wmf])

(

)

(

)

0

(

Y

P

X

f

Î

, соответственно 
[image: image248.wmf])

(

)

0

(

x

P

X

f

Î


6.1 Задания
Вариант №1.
На заданном множестве решений определить множество Парето-оптимальных и множество слабо оптимальных по Парето и оптимальное лексикографическое множество.

	
	Вариант1
	Вариант2
	Вариант3
	Вариант4
	Вариант5
	Вариант6
	Вариант7

	Критерий1
	10
	8
	10
	8
	9
	6
	5

	Критерий2
	3
	4
	5
	4
	6
	4
	6

	Критерий3 
	9
	8
	6
	5
	9
	9
	4

	Критерий4
	5
	6
	5
	6
	5
	5
	5

	Критерий5
	8
	8
	6
	6
	4
	4
	3


Задание 2. На заданном множестве решений определить множество Парето-оптимальных и множество слабо оптимальных по Парето и оптимальное лексикографическое множество.

	
	Вариант1
	Вариант2
	Вариант3
	Вариант4
	Вариант5
	Вариант6

	Критерий1
	5
	6
	5
	7
	3
	3

	Критерий2
	6
	6
	7
	3
	6
	8

	Критерий3 
	7
	6
	9
	1
	6
	7

	Критерий4
	5
	5
	6
	9
	6
	9

	Критерий5
	6
	4
	4
	3
	7
	8


Задание 3. На заданном множестве решений определить множество Парето-оптимальных и множество слабо оптимальных по Парето и оптимальное лексикографическое множество.

	
	Вариант1
	Вариант2
	Вариант3
	Вариант4
	Вариант5
	Вариант6
	Вариант7

	Критерий1
	6
	10
	9
	10
	7
	7
	8

	Критерий2
	6
	8
	8
	8
	7
	6
	8

	Критерий3 
	5
	7
	8
	9
	9
	5
	6

	Критерий4
	7
	5
	6
	7
	9
	7
	7

	Критерий5
	9
	9
	8
	9
	8
	7
	8


Задание 4. На заданном множестве решений определить множество Парето-оптимальных и множество слабо оптимальных по Парето и оптимальное лексикографическое множество.

	
	Вариант1
	Вариант2
	Вариант3
	Вариант4
	Вариант5
	Вариант6

	Критерий1
	3
	4
	6
	5
	6
	6

	Критерий2
	7
	8
	8
	7
	9
	9

	Критерий3 
	4
	5
	2
	4
	7
	10

	Критерий4
	2
	3
	6
	6
	6
	6

	Критерий5
	7
	6
	9
	9
	8
	2


Задание 5. На заданном множестве решений определить множество Парето-оптимальных и множество слабо оптимальных по Парето и оптимальное лексикографическое множество.

	
	Вариант1
	Вариант2
	Вариант3
	Вариант4
	Вариант5
	Вариант6

	Критерий1
	7
	7
	5
	7
	9
	9

	Критерий2
	6
	6
	7
	8
	9
	9

	Критерий3 
	8
	8
	7
	5
	3
	3

	Критерий4
	5
	6
	7
	7
	7
	5

	Критерий5
	6
	6
	4
	6
	7
	7


Задание 6. На заданном множестве решений определить множество Парето-оптимальных и множество слабо оптимальных по Парето и оптимальное лексикографическое множество.

	
	Вариант1
	Вариант2
	Вариант3
	Вариант4
	Вариант5
	Вариант6
	Вариант7

	Критерий1
	7
	8
	7
	6
	9
	9
	8

	Критерий2
	7
	6
	6
	8
	6
	6
	6

	Критерий3 
	6
	6
	5
	6
	4
	8
	6

	Критерий4
	5
	6
	7
	8
	6
	5
	5

	Критерий5
	5
	6
	7
	6
	7
	8
	8


Задание 7. На заданном множестве решений определить множество Парето-оптимальных и множество слабо оптимальных по Парето и оптимальное лексикографическое множество.

	
	Вариант1
	Вариант2
	Вариант3
	Вариант4
	Вариант5
	Вариант6
	Вариант7

	Критерий1
	4
	7
	9
	7
	5
	7
	9

	Критерий2
	6
	6
	4
	7
	7
	8
	8

	Критерий3 
	6
	5
	7
	4
	5
	8
	8

	Критерий4
	6
	7
	6
	9
	9
	5
	4

	Критерий5
	6
	7
	6
	5
	9
	4
	7


Задание 8. На заданном множестве решений определить множество Парето-оптимальных и множество слабо оптимальных по Парето и оптимальное лексикографическое множество.

	
	Вариант1
	Вариант2
	Вариант3
	Вариант4
	Вариант5
	Вариант6
	Вариант7

	Критерий1
	6
	8
	6
	6
	9
	6
	8

	Критерий2
	8
	8
	9
	9
	6
	9
	9

	Критерий3 
	4
	7
	8
	8
	8
	5
	6

	Критерий4
	5
	7
	8
	6
	10
	8
	6

	Критерий5
	7
	5
	5
	7
	10
	9
	5


Задание 9. На заданном множестве решений определить множество Парето-оптимальных и множество слабо оптимальных по Парето и оптимальное лексикографическое множество.

	
	Вариант1
	Вариант2
	Вариант3
	Вариант4
	Вариант5
	Вариант6
	Вариант7

	Критерий1
	6
	9
	6
	7
	9
	6
	8

	Критерий2
	8
	8
	9
	7
	6
	9
	8

	Критерий3 
	4
	7
	8
	8
	8
	5
	6

	Критерий4
	5
	7
	8
	6
	7
	8
	6

	Критерий5
	7
	4
	5
	7
	10
	9
	7


Задание 10. На заданном множестве решений определить множество Парето-оптимальных и множество слабо оптимальных по Парето и оптимальное лексикографическое множество.

	
	Вариант1
	Вариант2
	Вариант3
	Вариант4
	Вариант5
	Вариант6
	Вариант7

	Критерий1
	6
	8
	8
	7
	5
	5
	5

	Критерий2
	7
	6
	7
	9
	7
	7
	4

	Критерий3 
	8
	5
	6
	6
	8
	7
	8

	Критерий4
	6
	5
	7
	8
	8
	6
	8

	Критерий5
	5
	4
	9
	4
	6
	9
	


Задание 11. На заданном множестве решений определить множество Парето-оптимальных и множество слабо оптимальных по Парето и оптимальное лексикографическое множество.

	
	Вариант1
	Вариант2
	Вариант3
	Вариант4
	Вариант5
	Вариант6
	Вариант7

	Критерий1
	10
	8
	10
	8
	9
	6
	5

	Критерий2
	3
	4
	5
	4
	6
	4
	6

	Критерий3 
	9
	8
	6
	5
	9
	9
	4

	Критерий4
	5
	6
	5
	6
	5
	5
	5

	Критерий5
	8
	8
	6
	6
	4
	4
	3


Задание 12. На заданном множестве решений определить множество Парето-оптимальных и множество слабо оптимальных по Парето и оптимальное лексикографическое множество.

	
	Вариант1
	Вариант2
	Вариант3
	Вариант4
	Вариант5
	Вариант6

	Критерий1
	5
	6
	5
	7
	3
	3

	Критерий2
	6
	6
	7
	3
	6
	8

	Критерий3 
	7
	6
	9
	1
	6
	7

	Критерий4
	5
	5
	6
	9
	6
	9

	Критерий5
	6
	4
	4
	3
	7
	8


Задание 13. На заданном множестве решений определить множество Парето-оптимальных и множество слабо оптимальных по Парето и оптимальное лексикографическое множество.

	
	Вариант1
	Вариант2
	Вариант3
	Вариант4
	Вариант5
	Вариант6
	Вариант7

	Критерий1
	6
	10
	9
	10
	7
	7
	8

	Критерий2
	6
	8
	8
	8
	7
	6
	8

	Критерий3 
	5
	7
	8
	9
	9
	5
	6

	Критерий4
	7
	5
	6
	7
	9
	7
	7

	Критерий5
	9
	9
	8
	9
	8
	7
	8
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