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ВВЕДЕНИЕ 
 

 

Основная цель пособия — организация самостоятельной 

аудиторной и внеаудиторной деятельности студентов по кур-

су «Элементы аналитической геометрии».  

Данный курс занимает одно из центральных мест в 

структуре подготовки бакалавров по направлению «Педаго-

гическое образование», профили «Математика и информати-

ка», «Математика и физика», а также по направлению «Мате-

матическое обеспечение и администрирование информацион-

ных систем» и знакомит студентов с положениями аналити-

ческой геометрии двумерного и трехмерного евклидовых 

пространств. 

В основу изложения положена аксиоматика Вейля. Так 

как студенты первого курса не знакомы с этой аксиоматикой, 

то в начале изучения курса теоремы векторной алгебры дока-

зываются на основе «школьной» аксиоматики. Однако основ-

ные теоремы и определения даны так, что если эти теоремы 

не доказывать, а объявить аксиомами, то можно получить 

аксиоматическое изложение геометрии точечно-векторного 

пространства. В рамках блока практических занятий студенты 

овладевают методами аналитической геометрии, решая зада-

чи, необходимые для работы учителя математики, изучения 

других математических дисциплин, применения полученных 

знаний и навыков в решении профессиональных задач. 

Целью курса является целенаправленное формирование 

математического мышления как инструмента для правильной 

постановки задачи, оценки ее данных, выделения существен-

ных из них и выбора способа ее решения, а также математи-

ческой интуиции, позволяющей предвидеть нужный резуль-

тат, прежде чем он будет получен, наметить путь исследова-

ния с помощью правдоподобных рассуждений; формирование 

строгих логических рассуждений и их применение к основ-

ным методам в математических исследованиях — математи-

ческим доказательствам. Этому способствуют как материал 

пособия, так и задания, носящие проблемно-поисковый ха-

рактер.  

Пособие адресовано в первую очередь студентам бака-

лавриата первого и второго семестра очной формы обучения 

(направление подготовки «Педагогическое образование», 
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профили «Математика и информатика», «Математика и физи-

ка»), изучающим предмет «Аналитическая геометрия», а так-

же может быть использовано студентами заочной формы 

обучения, слушателями курсов профессиональной переподго-

товки и повышения квалификации учителей, преподающих 

геометрию. 

Книгу можно рекомендовать преподавателям вузов в ка-

честве руководства и дополнительного материала к практиче-

ским занятиям. 
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1. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА 
 

§ 1. Определение вектора. Простейшие свойства  

векторов 

 

Отрезок АВ называется направленным, если указан поря-

док следования его концов. Для направленного отрезка 


АВ   

точка А является началом, точка В является концом. Длиной 

|


АВ | направленного отрезка 


АВ  называется длина отрезка 

АВ. 

Два направленных отрезка 


АВ  и 


CD  называются колли-

неарными, если лучи AB и CD параллельны. Нулевой отрезок 

считается коллинеарным любому другому отрезку. 

Направленные отрезки 


АВ  и 


CD  называются сонаправ-

ленными (противоположно направленными), если лучи AB и 

CD сонаправлены (противоположно направлены). 

Направленные отрезки 


АВ  и 


CD  называются равными, 

если 

1) направленные отрезки 


АВ  и 


CD  сонаправлены; 

2) длины направленных отрезков равны, т. е. |


АВ | =  

|


CD |. 

От любой точки пространства можно отложить (постро-

ить) единственный направленный отрезок, равный данному. 

Вектором называется множество равных между собой 

направленных отрезков пространства. 

Каждый из направленных отрезков в этом случае называ-

ется представителем вектора. Принято обозначать векторы 

следующим образом: ,a


,b


,c


… Условие, означающее, что 

направленный отрезок 


АВ  является представителем вектора 

,a


 записывается в виде aАВ





. 

Каждый вектор характеризуется длиной и направлением. 

Длина (модуль) вектора полагается равной длине его предста-
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вителя, а направление вектора определяется любым его пред-

ставителем. 

Обозначают длину вектора через | a


|. Нуль-вектор 0


 

имеет нулевую длину и не имеет определенного направления. 

От каждой точки M можно отложить представитель век-

тора  aMK





. Два вектора a


 и b


 называются коллинеарны-

ми (сонаправленными, противоположно направленными), ес-

ли коллинеарны (сонаправлены, противоположно направле-

ны) любые их представители. 

Принято обозначать через a


|| b


 — коллинеарные векто-

ры, через a


↑↑ b


 — сонаправленные векторы и через 

a


↑↓ b


 — противоположно направленные векторы. 

 

 

 

§ 2. Сложение векторов, умножение вектора на число 

 

Рассмотрим два вектора a


 и b


 и некоторую точку О. От 

точки О отложим вектор 


ОАa


, от точки А отложим вектор 


 АВb


. Направленный отрезок 


ОВ   определит третий вектор 

с


, который называют суммой векторов a


 и b


. Записывают 

результат сложения векторов в виде с


= a


+ b


. 

Сумма двух векторов a


 и b


 не зависит от выбора 

начальной точки. 

Существуют два практических способа сложения векто-

ров: способ треугольника, способ параллелограмма. Первый 

способ может применяться для любых двух векторов. По-

строение суммы проводится в этом случае в полном соответ-

ствии с определением. 

Согласно второму способу оба вектора откладываются от 

одной точки, на полученных направленных отрезках строится 

параллелограмм. Диагональ параллелограмма определяет 

представителя нового вектора, являющегося суммой данных 

векторов. 

Свойства операции сложения векторов: 

1. Для Ɐ a


 и Ɐ b


: a


+ b


 = b


+ a


 (коммутативность). 
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2. Для Ɐ a


, Ɐ b


, Ɐ с


: ( a


+ b


)+ с


 = a


+( b


+ с


) (ассоциа-

тивность). 

3. Для Ɐ a


: a


+ 0


 = a


. 

4. Для Ɐ a


, существует a


: a


+ a


 = 0


. 

Разностью двух векторов a


 и b


 называется третий 

вектор x


, удовлетворяющий условию b


+ x


= a


. 

Обозначают разность векторов следующим образом: 

x


= a


– b


. 

Для построения разности векторов a


 и b


 выбирают 

произвольную начальную точку О, откладывают от нее век-

торы aОА





, bОB





. Тогда вектор baBА





 является 

представителем искомой разности. 

Произведением числа λ на вектор a


 называется вектор 

b


, обладающий следующими свойствами: 

1) | b


| = |λ| ·| a


|; 2) b


↑↑ a


, если λ ≥ 0; 3)  b


↑↓ a


, если λ < 0. 

Принято записывать b


= λ · a


. 

Операция умножения вектора на число обладает свой-

ствами: 

1) 1· a


= a


; 

2) λ· (μ· a


) = (λ · μ) · a


; 

3) λ· ( a


+ b


) = λ · a


+ λ· b


; 

4) (λ+ μ)· a


 = λ · a


+ μ· a


. 

Два ненулевых вектора a


 и b


 коллинеарны тогда и 

только тогда, когда существует число α, такое что 

b


= α · a


. 
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§ 3. Связь между коллинеарностью и компланарностью 

векторов и их линейной зависимостью 

 

Рассмотрим систему векторов kaaa


...,,, 21   и систему чи-

сел α1, α2,…,αk. Составим вектор kkaaab


  ...2211 . 

Вектор b


 называют линейной комбинацией векторов 

kaaa


...,,, 21 . 

Система векторов kaaa


...,,, 21  называется линейно зави-

симой, если существует система чисел α1, α2,…,αk  такая, 

что 0...2211


 kkaaa   и хотя бы одно число α1 ≠ 0 

(i = 1, 2, …, k). 

Если среди векторов системы kaaa


...,,, 21  хотя бы один 

вектор есть нуль-вектор, то такая система линейно зависимая. 

Система векторов kaaa


...,,, 21  линейно зависима тогда и 

только тогда, когда хотя бы один из векторов системы являет-

ся линейной комбинацией других векторов. 

Если среди системы векторов kaaa


...,,, 21 существует ли-

нейно зависимая подсистема, то и вся система векторов ли-

нейно зависимая. 

Два вектора линейно зависимы тогда и только тогда, 

когда они коллинеарны. 

Вектор a


 параллелен плоскости , если его представите-

ли параллельны некоторой прямой этой плоскости. 

Три вектора a


,  b


, с


 называются компланарными, если 

они параллельны некоторой плоскости. Если три компланар-

ных вектора отложить от одной точки, то получатся три 

направленных отрезка, лежащих в одной плоскости. 

Три вектора линейно зависимы тогда и только тогда, 

когда они компланарны. 

Если вектора a


, b


, с


 компланарны и векторы a


, b


 не 

коллинеарны, то вектор с


 является линейной комбинацией 

векторов a


, b


, т. е. с


= α· a


+β· b


. 

Любые четыре вектора трехмерного евклидова про-

странства линейно зависимы. 

Если векторы a


, b


, с


 линейно независимы (некомпла-

нарны), то любой четвертый вектор d


 трехмерного евклидова 
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пространства может быть представлен как линейная комби-

нация векторов a


, b


, с


, т. е. d


= α· a


 + β· b


+ γ· с


. 

 

 

 

 

§ 4. Векторное пространство. Базис. Координаты  

вектора в базисе. Свойства координат 
 

Для множества векторов евклидова пространства выпол-

няются свойства: 

1. Ɐ a


, Ɐ b


: a


+ b


 = b


+ a


. 

2. Ɐ a


, Ɐ b


, Ɐ с


: ( a


+ b


) + с


 = a


+ ( b


+ с


). 

3. Существует 0


, Ɐ a


: a


+ 0


= a


.  

4. Для Ɐ a


, существует a


: a


+ a


 = 0


. 

5. Ɐ a


: 1· a


= a


.  

6. Для любых λ, μ и a


: λ · (μ· a


) = (λ · μ) · a


. 

7. Для любых λ, a


 и b


: λ· ( a


+ b


) = λ · a


+ λ· b


. 

8. Для любых λ, μ и a


: (λ+ μ)· a


 = λ · a


+ μ· a


. 

Такие множества называют векторными пространствами. 

Система векторов neee


...,,, 21  образует базис векторного 

пространства V, если выполняются два условия: 

1) система векторов neee


...,,, 21   — линейно независима; 

2) всякий вектор Va


 есть линейная комбинация век-

торов базиса. 

Во множестве векторов трехмерного евклидова про-

странства существуют тройки линейно независимых векторов 

и в то же время любые четыре вектора линейно зависимы. 

Базис множества векторов трехмерного евклидова простран-

ства состоит из трех некомпланарных векторов. 

Пусть базис V3  состоит из векторов 321 ,, eee


. Тогда лю-

бой вектор a


 должен линейно разлагаться по векторам бази-

са: 321 ezeyexa

 . 

Коэффициенты линейного разложения вектора по базису 

называются координатами вектора в этом базисе. 

Координаты вектора в фиксированном базисе находятся 

единственным образом. 



 

 11 

Координаты суммы векторов равны суммам соответ-
ствующих координат этих векторов. 

Координаты произведения вектора на число равны про-
изведениям координат вектора на это число. 

Координаты вектора, являющегося линейной комбинаци-
ей данных векторов, являются линейной комбинацией соот-
ветствующих координат данных векторов. 

Пусть a


 и b


 два ненулевых вектора. Отложим их от од-

ной точки O и построим лучи с началом в точке O, содержа-

щие представителей векторов a


 и b


. Тогда AOB   называ-

ется углом между векторами a


 и b


. Обозначают этот угол 

как (


,a


b


). 

Базис 321 ,, eee


 векторного пространства называется ор-

тогональным, если векторы базиса попарно ортогональны, 

т. е. (


,a


b


) = (


,b


c


) = (


,c


a


) = 90°. 

Базис, состоящий из 3-х взаимно ортогональных и еди-
ничных векторов, называют ортонормированным базисом, 
или ортобазисом. Векторы ортобазиса пространства обозна-

чают как kji


,, , векторы ортобазиса плоскости как ji


, . 

Для вектора a


 = x· i


+y· j


+z· k


 длина определяется по 

формуле 222|| zyxa 


. 

 

 

§ 5. Скалярное произведение векторов 
 

Скалярным произведением двух ненулевых векторов a


 и 

b


 называют число, равное произведению длин этих векторов 

на косинус угла между ними. Если хотя бы один из векторов 

нулевой, то скалярное произведение полагается равным нулю. 

Итак, a


b


= | a


|·| b


| ·cos(


,a


b


). 

Скалярное произведение векторов обладает свойствами: 

1. 22 || aa


  (скалярный квадрат вектора равен квадрату 

его модуля). 

2. a


· b


= 0 тогда и только тогда, когда один из векторов 

нулевой либо вектор a


 перпендикулярен вектору b


. 
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3. Скалярное произведение векторов a


(а1,а2,а3) и 

b


(b1,b2,b3), заданных в ортонормированном базисе, равно 

сумме произведений одноименных координат этих векторов, 

т. е. a


· b


= а1·b1 + a2·b2 + a3·b3. 

4. a


· b


= b


· a


 (свойство коммутативности). 

5.  ( a


+ b


)· c


= a


· c


+ b


· c


. 

6. (λ · a


, b


)= λ ( a


· b


) . 

7. .
||||

),cos(
2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

332211

bbbaaa

bababa

ba

ba
ba











 

 

 

§ 6. Векторное произведение векторов 

 

В трехмерном евклидовом пространстве рассмотрим два 

вектора a


 и b


. Выберем в этом пространстве ортобазис 

),,( kjiR


. 

Векторным произведением двух неколлинеарных векто-

ров a


, b


 называется третий вектор с


, который обознача-

ется как [ a


, b


] и удовлетворяет трем условиям:  

1. aс


  ; .bс


  

2. Тройка векторов a


, b


, с


  имеет ту же ориентацию, 

что и тройка векторов .,, kji


 

3. ).,sin(|],[||| bababac
 

  

Векторное произведение коллинеарных векторов счита-

ется равным нуль-вектору. 

Векторное произведение обладает свойствами: 

1. aba


 0],[  и b


 коллинеарны. 

2. Пусть a


(а1,а2,а3), b


(b1,b2,b3),  с


(c1,c2,c3), тогда 

k
b

a

b

a
j

b

a

b

a
i

b

a

b

a
ba




2

2

1

1

1

1

3

3

3

3

2

2
],[ . 

3. ].,[],[ abba


  

4. ].,[],[],[ 2121 bababaa
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5. ].,[],[ baba


   

6. Площадь параллелограмма, построенного на векторах 

a


, b


, равна модулю векторного произведения этих векторов. 

S |],[|),sin( bababa





 

 
 

§ 7. Смешанное произведение векторов 
 

Смешанным произведением трех ненулевых векторов a


, 

b


, c


 называется число, равное скалярному произведению 

вектора a


 на векторное произведение векторов b


 и c


. Если 

хотя бы один из трех векторов нулевой, то смешанное про-
изведение таких векторов полагают равным нулю. 

Обозначают смешанное произведение символом 

( a


, b


, c


). Итак, по определению ( a


, b


, c


) = a


 [ b


, c


]. 

Свойства смешанного произведения. 

1. Если даны векторы a


(а1,а2,а3), b


(b1,b2,b3),  с


(c1,c2,c3),  

в ортобазисе, то ( a


, b


, c


) =   

= a


 [ b


, c


]=

3

3

3

2

2

2

1

1

1

2

2

1

1
3

1

1

3

3
2

3

3

2

2
1

c

b

a

c

b

a

c

b

a

c

b

c

b
a

c

b

c

b
a

c

b

c

b
a  . 

2. ( a


, b


, c


) = 0 тогда и только тогда, когда векторы a


, 

b


, c


 компланарны или хотя бы один вектор нулевой. 

3. Смешанное произведение меняет свой знак при изме-
нении мест любых двух сомножителей, т. е. 

( a


, b


, c


) = ),,(),,(),,( abcbcacab


 . 

4. ),,(),,(),,( 2121 cbacbacbaa


 . 

5. ),,(),,( cbacba


  . 

6. Модуль смешанного произведения трех некомпланарных 

векторов |),,(| cba


 равен объему V параллелепипеда, построен-

ного на векторах a


, b


, c


, отложенных от одной точки. 

7. Объем тетраэдра, построенного на представителях трех 

векторов, отложенных от одной точки, равен  |),,(|
6

1
cba


. 
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§ 8. Вопросы и задачи 

 

1. Векторы. Сложение и вычитание векторов.  

Умножение вектора на число 

 

1. Пусть АВС — любой треугольник, М, N, P — соответ-

ственно середины сторон АС, АВ и ВС. Какие из следующих 

векторов равны, а какие коллинеарны: а) AN  и MP ; б) NP  и 

CA ; в) BM  и PC ; г) PC  и BC ; д) NB  и MP ? 

2. Пусть АВСD — параллелограмм, О — точка пересече-

ния диагоналей, точки M, N, P, Q — соответственно середины 

сторон АВ, ВС, СD и DА. Построить на чертеже следующие 

векторы: а) ОАМО ; б) СРОС ; в) OBOQ  ; г) DРАС  ; 

д) MQAN  ; е) NPOA ; ж) OCAB ; з) ADAB ; 

и) DQAN  ; к) ОВСDОС  ; л) QOQAND  ; 

м) CDONBNAB  . 

3. Записать в векторной форме необходимое и достаточ-

ное условие того, чтобы четырехугольник АВСD был парал-

лелограммом. 

4. Написать векторные равенства, связывающие векторы, 

изображенные на чертежах. 

а
b

c
а

а

b

bc

c
d

d

e
e

 
5. АВСDЕF — правильный шестиугольник, О — его 

центр. Зная, что аОА  , bОВ  , выразить OC , ОD , ОЕ , 

OF , AB , BC , ЕD , ЕС , СА , АD  через векторы а  и b . 

6. На прямой дана последовательность точек А1, А2, А3, 

…, А10, для которых А1А2=А2А3=А3А4=…=А9А10. Выразить: 

21АА  через 78 АА ; 51АА  через 35 АА ; 103 АА  через 75 АА ; 

48 АА  через 39 АА ; 36 АА  через 110 АА . 
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7. Начертить произвольный вектор a


 и построить векто-

ры: a


2 ; a


2 ; a


2

1
; a


2 ; a



5

3
; a



2

3
 . 

8. В треугольнике АВС векторы АК , BL , CM  направ-

лены по медианам. Выразить их через векторы ABa 


 и 

ACb 


. 

9. На стороне НК ромба МНКС взята точка Е так, что 

HEКЕ
5

1
 , Т — середина МН. Выразить векторы CE  и ET  

через векторы pCК


  и nCM


 . 

10. Точка Т лежит на стороне ВС параллелограмма 
АВСD, причем BT = TC, а точка Е — на диагонали ВD и 

BE : ED = 2 : 1. Выразить ЕТ  через a


 и p


, где DАa 


, 

DСp 


. 

11. В тетраэдре АВСD точка Е лежит на ребре АВ и 

ЕВАЕ 3 . Полагая, что АЕa 


, ACb 


, АDc 


, выразить 

через векторы a


, b


, c


 векторы ВD , ВС , СD , ЕD , ЕС . 
 

2. Базис на плоскости и в пространстве. Координаты  

вектора 

12. Доказать, что если векторы a


 и b  не коллинеарны, 

то векторы bam


 2  и ban


3  не коллинеарны. 

13. Дан параллелепипед АВСDА1В1С1D1. Точки М и N — 
середины ребер АD и АА1 соответственно. Выяснить, компла-

нарны ли векторы: а) 1DА , DС , MN ; б) АD , АС , DС ; 

в) АD , АВ , 1АА ; г) АD , 11ВА , ВD . 

14. АВСD — параллелограмм, Е и F — середины сторон 
ВС и АD, О — точка пересечения диагоналей. Взяв векторы 

1eАВ


  и 2eАD


  за базисные, определить координаты век-

торов АС , ОD , FC , BC , EO , EA . 

15. В правильном шестиугольнике АВСDЕF векторы 

1eАВ


  и 2eАЕ


  выбраны за базисные. Найти в данном ба-

зисе координаты векторов АС , АD , AF , EF . 
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16. Дан тетраэдр АВСD. Медианы треугольника АВС пе-

ресекаются в точке K, точка М — середина отрезка DK. Найти 

координаты вектора АМ  в базисе, состоящем из векторов 

1eDА


 , 2eDВ


 , 3eDС


 . 

17. Основанием пирамиды SАВСD служит параллело-

грамм АВСD. Приняв векторы SA , SB , SC  за базисные, 

найти координаты векторов SD , SM , MB , где М — середи-

на АВ. 

18. Даны векторы  1;2u


,  0;1v


. Найти коэффициенты 

разложения вектора  1;9a


 по векторам u


 и v


. 

19. Даны векторы  2;7;5a


;  4;0;3b


,  1;1;6 c


. Найти 

координаты векторов cbap


 23 , cbaq


465  , 

cbar


232  . 

20. Найти коэффициенты разложения вектора  12;2 c


 

по векторам  2;4 a


,  5;3 b


. 

21. Среди векторов  3;6;11 a


,  5;4;02 a


,  0;0;33a


, 

 0;1;04 a


,  6;0;55a


,  6;3;26 a


,  2;0;07 a


,  0;1;38 a


, 

 1;0;69a


,  0;5;010a


 указать векторы: а) коллинеарные вектору 

1e


; б) коллинеарные вектору 2e


; в) компланарные векторам 

1e


 и 2e


; г) компланарные векторам 2e


 и 3e


; д) коллинеарные 

вектору  12;6;4 b


. 

22. Даны векторы: а) 







2;3;

2

3
1a


 и  8;12;62 a


; 

б) 







 2;

4

5
;

3

1
1b


 и 









5

6
;

4

3
;

5

1
2b


; в) 









2

1
4;3;

5

3
31c


 и 











2

1
12;

3

1
8;102c


. Указать среди них пары коллинеарных 

векторов. 

23. Даны тройки векторов: а)  2;0;31 a


,  4;1;22 a


, 

 2;2;113 a


; б)  7;0;11b


,  4;2;12 b


,  1;2;33b


; в)  4;1;51 c


, 

 2;5;32 c


,  2;13;13 c


. Указать среди них тройки компла-

нарных векторов. 
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24. Найти коэффициенты разложения вектора d


 по век-

торам a


, b


, c


, если: а)  1;3;2a


,  0;7;5b


,  4;2;3 c


, 

 3;12;4 d


; б)  0;2;5 a


,  4;3;0 b


,  1;0;6c


,  16;22;25 d


; 

в)  6;5;3a


;  1;7;2 b


,  6;0;12c


,  18;20;0d


. 

25. Найти линейную зависимость между векторами: 

а)  5;3;1a


,  5;4;0b


,  4;8;7 c


,  3;1;2 d


; б)  5;2;1a


, 

 3;6;1b


,  2;0;0c


,  4;0;1d


. 

26. Установить, в каких из следующих случаев тройки 

векторов cbа


,,  будут линейно зависимыми, и, когда это 

возможно, представить вектор c


 как линейную комбинацию 

а


 и b


: а)  2;4;6a


,  3;6;9b


,  3;6;3c


; б)  13;2;5a


, 

 2;4;1b


,  6;1;1c


; в)  12;18;6 a


,  16;24;8 b


,  3;7;8c


. 

 
3. Скалярное произведение векторов 

27. Найти скалярное произведение векторов а


 и b


, если: 

а) 8|| a


, 5|| b


,  60),( ba


; б) 3|| a


, 6|| b


, ba


 ; 

в) 1||||  ba


,  135),( ba


. 

28. Сторона равностороннего треугольника АВС равна 2. 

MN — средняя линия треугольника (MN || АС). Вычислить ска-

лярные произведения: а)  CAMN, ; б)  CBNM , ; в)  CBAC, . 

29. В равнобедренном треугольнике АВС (AB = BC) 

ВD — медиана, ВDЕ , AC = 8, BD = 3. Вычислить скаляр-

ные произведения: а)  АСАВ, ; б)  ВDАВ, ; в)  САВЕ, . 

30. В прямоугольнике АВСD AC = 6,  60АСВ . Найти: 

а)  СDСА, ; б)  СААD, ; в)  DАВС, . 

31. В ромбе АВСD AB = 6,  60А . Найти: а)  АСАВ, ; 

б)  DВАD, ; в)  АDАВАDАВ  , . 

32. Найти угол между векторами а


, b


, если: а) ,2|| a


 

5|| b


, 5),( ba


; б) 8|| a


, ,6|| b


 .224),( ba
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33. Найти ),( bba


  и ),,32( baba


  если ,7|| a


 

,4|| b


 .
3

),(


 ba


 

34. Вычислить ),( ba


, если qpa


34  , qpb


 2 , где 

p


 и q


 — единичные взаимно перпендикулярные векторы. 

35. Найти || a


, где nma


43  , |m| = 2, 1|| n


, 

3
),(


 nm


. 

36. Вычислить угол между векторами а


, b


, если 

qpa


23  , qpb


5 , где p


 и q


 — единичные взаимно 

перпендикулярные векторы. 

37. Известно, что bac


 , 5|| a


, 3|| b


,  60),( ba


. 

Найти || c


. 

38. Известно, что knm


 , 2|| n


, 3|| k


, 

4
),(


 kn


. Найти || m


. 

39. Известно, что |||| ba


  и  60),( ba


. Доказать, что 

векторы c


 и а


 ортогональны, если abc


 2 . 

40. Какой угол образуют векторы s


 и t


, если |||| ts


 , 

qp


 , tsp


2 , tsq


45  . 

41. Вычислить длины сторон и длину диагонали АС па-

раллелограмма АВСD, если baАВ


 2 , baAD


3 , 3|| a


, 

2|| b


, 
3

),(


 ba


. 

42. В ортонормированном базисе },{ ji


 заданы векторы 

 5;1a


,  5;3b


,  8;2c


,  1;3 d


. Вычислить: а) ),( ba


; 

б) ),( ca


; в) 2d


; г) ),( cdba


 ; д) ),( dbca


 . 

43. Найти угол между векторами а


, b


, если: а)  2;1a


, 

 1;3b


; б)  3;1a


,  3;3b


; в)  7;1a


;  4;3 b


 (базис орто-

нормированный). 
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44. В пространстве задан ортонормированный базис и 

даны векторы  1;5;1a


,  2;5;1b


, 








2

3
;1;2c


,  1;0;0d


. Вычис-

лить их попарные скалярные произведения и выяснить, обра-

зуют ли векторы острый, прямой или тупой угол. 

45. В пространстве дан четырехугольник АВСD и 

 2;6;1 АВ ,  1;3;5ВС ,  1;7;1 СD . Доказать, что его диагона-

ли взаимно перпендикулярны (базис ортонормированный). 

46. Дан треугольник АВС. В ортонормированном базисе 

 1;1;0АВ ,  0;2;1ВС ,  1;3;1 СА . Выяснить, является ли 

треугольник остроугольным, тупоугольным или прямоуголь-

ным. 

47. В пространстве дан ортонормированный базис 

},,{ kji


 и дан четырехугольник АВСD:  2;2;1 AB , 

 2;1;2 BC ,  2;2;1CD . Доказать, что АВСD — квадрат. 

 

4. Векторное и смешанное произведение векторов 

48. Преобразовать выражения: а) ],[ baba


 ; 

б) ]2,2[ bacba


 ; в) ],[ acba


 . 

49. Определить координаты и модули векторов: а) ],[ ba


; 

б) ],[ ca


; в) ],[ db


; г) ],[ ad


; д) ],[ da


; е) ],[ cb


, если  0;1;0a


, 

 3;1;2 b


;  2;5;0 c


,  3;2;1 d


. 

50. Определить координаты векторов: а) ]],[,[ cba


; 

б) [ ]],,[ cba


, если  0;1;1a


,  1;3;0b


,  1;0;2c


. 

51. Пользуясь векторным произведением, вычислить 

площадь треугольника АВС, если: а)  4;7;5 АВ , 

 1;3;4АС ; б)  3;5;1 АВ ,  1;1;3 ВС ; в)  5;3;11 ВС , 

 4;1;5СА . 

52. При каком значении α векторы bap


5 , 

baq


 3  будут коллинеарны, если векторы a


 и b


 не кол-

линеарные? 
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53. Дан куб АВСDА1В1С1D1 со стороной, равной 1. 

Начертить: а) ],[ АDАВ ; б) ],[ 111 DССС ; в) ],[ 11 ВССВ ; 

г) ],[ 11 ВDСА ; д) ],[ 11 DDАС ; е) ],[ 11 DВАС ; ж) ],[ 11 DСАD . 

54. Вычислить произведения  cbacba


 ,, , 

 cbacb


2,,  ,  accbaba


 ,2, , если 5),,( cba


. 

55. Найти смешанное произведение векторов a


, b


, c


, 

если: а)  1;3;2 a


,  2;1;1b


,  1;1;3 c


; б)  5;1;2a


,  2;0;3b


, 

 2;4;1c


; в)  1;1;1 a


,  3;2;5 b


,  2;4;1 c


. 

56. Вычислить ),,( cba


 и ]),[,( cab


, если  1;3;2 a


, 

 2;1;1b


,  1;1;3 c


. 

57. a


, b


, c


 — произвольные векторы α, β, γ — произ-

вольные действительные числа. Доказать, что векторы 

ba


  , cb


  , ac

   компланарны. 

58. Проверить, компланарны ли векторы: а)  1;2;11 p


, 

 2;1;32 p


,  13;14;73 p


; б)  3;1;21 q


,  1;4;12 q


,  2;2;33 q


; 

в)  2;1;11 r


,  2;0;22r


,  2;1;33 r


. 

59. Вычислить объем тетраэдра АВСD, если: а)  1;0;3АВ , 

 4;1;1 АС ,  2;1;3 АD ; б)  1;4;3 АВ ,  6;1;1 ВС , 

 8;3;4 СD . 

60. Дан параллелепипед АВСDА′В′С′D′, построенный на 

векторах  0;3;4АВ ,  2;1;2АD ,  5;2;3 АА . Найти: а) объем 

параллелепипеда; б) площади граней; в) длину высоты парал-

лелепипеда, проведенной из вершины А′ на грань АВСD. 

61. В треугольной призме АВСА′В′С′ векторы  1;1;0 АВ , 

 4;1;2 АС  определяют основание, а вектор  2;2;3АА  

направлен по боковому ребру. Найти: а) объем призмы; 

б) площади граней; в) длину высоты призмы. 

62. Дан тетраэдр АВСD, построенный на векторах 

 0;0;2АВ ,  0;4;3АС ,  2;4;3АD . Найти: а) объем тетраэдра; 
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б) площади граней; в) длину высоты тетраэдра, проведенной 

из вершины D. 

63. Дан тетраэдр АВСD:  0;6;1АВ ,  4;6;3 ВС , 

 1;0;2 АD . Найти: а) объем тетраэдра; б) высоту тетраэдра, 

опущенную из вершины D. Репер ортонормированный. 

64. Четырехугольник АВСD задан координатами векто-

ров:  0;4;3 АВ ,  5;8;6АС ,  0;8;6 СD . Найти площадь 

четырехугольника. Репер ортонормированный. 

65. Найти объем параллелепипеда АВСDА'В'С'D', постро-

енного на векторах  10;4;0 АВ ,  3;4;2 АD ,  0;3;2АА , и 

площадь грани АВСD. Репер ортонормированный. 

66. В треугольной призме АВСА'В'С' векторы  0;2;5АВ , 

 0;4;2АС  определяют основание, а вектор  6;3;1АА   направ-

лен по боковому ребру. Найти: а) объем призмы; б) длину 

высоты, опущенной из вершины А' на грань АВС. Репер орто-

нормированный. 

67. Вычислить площадь треугольника АВС и найти длину 

высоты СН, если  4;7;5 АВ ,  3;10;1 ВС . Репер ортонор-

мированный. 

68. В треугольной пирамиде АВСD  1;9;5 АВ , 

 0;2;1ВС ,  2;0;4 СD . Вычислить: а) объем пирамиды; 

б) длину высоты, опущенной из вершины А на грань ВСD. 

Репер ортонормированный. 

69. Для треугольной призмы АВСА'В'С' найти ее объем и 

длину высоты, опущенной из вершины С' на грань АВС, если 

 1;9;5 АВ ,  1;7;4 АС ,  1;7;0 АА . Репер ортонормиро-

ванный. 
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§ 9. Задачи для самостоятельного решения 

 

Вариант 0 

 

1. АВСD — параллелограмм, точки E и F — середины 

сторон ВС и АD, точка О — точка пересечения диагоналей. 

Взяв векторы 21, eFDeАЕ


  за базисные, определить коор-

динаты векторов С,, FАОАВ .  

Дано: АВСD — параллелограмм, точка Е — середина ВС, 

точка F — середина АD; О = АС   ВD. 21, eFDeАЕ


 . 

Найти координаты С,, FАОАВ в },{ 21 ee


. 

Решение  

Для того чтобы 

найти координаты 

вектора в данном 

базисе, надо выра-

зить данный век-

тор через базисные 

векторы. 

 

1) ЕВАЕАВ   

 





















FDDА

DАСВ

СВЕВ

2

2

1

  

 

FDЕВ

FDЕВ



 2
2

1

 

  },{21 21
1;1 eeАВeeАВ

FDАЕАВ







 

2) ЕОАЕАО   

А

В C

D

E

O

F

е1

е2
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121

12
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;
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1
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1

2

1

2

1

2

1
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2

1
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eeeАО
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3) DСFDF С  

21

21

eeDС
eeАВ

АВDС 
 










 

)(С 21 eeFDF


  

212 eeeFС


  

  },{1 21
1;0 eeFСeFС 


  

 

Другой способ. Из свойств параллелограмма следует, что 

длина отрезка АЕ равна длине отрезка FC, прямые АЕ и FС — 

параллельные прямые, точки F и С лежат в одной полуплос-

кости, границей которой является прямая АF. Поэтому 

FСАЕ   и FCАЕ  . Следовательно, FCАЕ  , т.е. 

1eFC


  и   },{ 21
0;1 eeFC  .  

Ответ:   },{ 21
1;1 eeАВ  , 

},{ 21
2

1
;

2

1

ee

АО










,   },{ 21

0;1 eeFC  . 

2. Доказать, что векторы 321 ,, ааа


 — линейно незави-

симы, представить вектор d


 как линейную комбинацию 
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векторов 321 ,, ааа


, если  3;2;11а


,  1;0;12а


,  3;4;13 а


, 

 2;2;6d


. 

Дано:  3;2;11а


,  1;0;12а


,  3;4;13 а


,  2;2;6d


, 

321 aaad

   

Доказать: 1) 321 ,, aaa


 — линейно независимы; 

2)  ,, . 

Решение. 1) По определению система векторов 321 ,, ааа


 

линейно независима, если векторное равенство 

0332211


 ааа   (1) имеет место тогда и только тогда, 

когда .0321   Запишем векторное равенство (1) в 

координатной форме. 
















,033

,0402

,0

321

321

321






















,033

042

,0

321

31

321







2,:/















.033

,02

,0

321

31

321







 

Выразим из второго уравнения системы 1  через 3  и 

подставим в остальные уравнения системы. 
















,03)2(3

,02

,2

323

323

31





















.09

,03

,2

32

32

31







 

Вычтем из второго уравнения системы третье: 













































,0

,0

,0

,0

,3

,2

,060

,03

,2

3

2

1

3

32

31

3

32

31



















 

т.е. векторное равенство (1) имеет место тогда и только тогда, 

когда  0321   321 ,, ааа


 — линейно независимы. 

2) Чтобы найти числа ,,,   запишем векторное равен-

ство 321 aaad

   в координатной форме. 
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,233

,2402

,6







 














,233

/242

,6







2,:   
















,233

,12

,6







 














,23)21(3

,621

,21







  
















,19

,53

,21







 














,66

,35

,21






















,1

,35

,21







 















.1

,8

,1







 

321 8 aaad


 . 

Ответ:  

1) так как  0332211


aaa   0321   

321 ,, aaa


 — линейно независимы. 

2) 321 8 aaad


 . 

3. Найти  baba


3,2  , если 
4

),(,3||,2||


 baba


. 

Дано: 3||,2||  ba


, 
4

),(


 ba


. 

Найти:  baba


3,2  . 

Решение. Для того чтобы найти скалярное произведение 

вектора ba


2  на вектор ,3ba


  воспользуемся свойствами 

скалярного произведения векторов (4, 5, 6 свойства). 

 baba


3,2   =  baa


3,2   +   bab


3,  

   baa


3,2   bab 3,


          bbabbaaa


3,,3,,2  

          bbabbaaa


,3,,3,2  

= 2     baaa


,6,    bbba


,3,  = aaaa
 

 ,cos||||2 +
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baba


,cos||||5 


bbbb


,cos||||3  0cos222  


4

cos325


 0cos333  9
2

2
308 1215  . 

Ответ:  baba


3,2   = 1215  . 

 

 

 

 

 

Вариант 1 

 

1. Дан тетраэдр ОАВС. Выразить через векторы ОА , ОВ , 

ОС  вектор EF , началом которого служит середина Е ребра 

ОА, а концом — середина F ребра ВС. 

2. Доказать, что векторы 321 ,, ааа


 — линейно независи-

мы, и представить вектор d


 как линейную комбинацию век-

торов 321 ,, ааа


:  1;1;11а


,  4;2;12а


,  2;1;13 а


,  4;1;2 d


. 

3. Единичные векторы a


 и b


 образуют угол 60°. Дока-

зать, что вектор ba


2  ортогонален вектору b


. 

 

 

Вариант 2 

 

1. Дан тетраэдр ОАВС. Выразить через векторы ОА , ОВ , 

ОС  вектор EF , где Е — середина ребра ОА, F — точка пере-

сечения медиан ΔABC. 

2. Доказать, что векторы 321 ,, ааа


 — линейно независи-

мы, и представить вектор d


 как линейную комбинацию век-

торов 321 ,, ааа


:  3;5;41а


,  2;3;22а


,  3;2;13а


,  4;9;7d


. 

3. Векторы  ba


 и  ba


  ортогональны. Доказать, что 

ba


 . 
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Вариант 3 

 

1. Даны два треугольника АВС и АʹВʹСʹ. Выразить вектор 

MMʹ, соединяющий точки пересечения медиан этих треуголь-

ников, через векторы АА  , ВВ  , СС  . 

2. Доказать, что векторы 321 ,, ааа


 — линейно независи-

мы, и представить вектор d


 как линейную комбинацию век-

торов 321 ,, ааа


:  2;5;31а


,  2;2;12 а


,  3;2;33а


,  3;9;5d


. 

3. Дан треугольник АВС и известны координаты векторов 

)40;3( AB , ).1;0;7(BC  Найти углы треугольника.  

 

 

Вариант 4 

 

1. Дан правильный шестиугольник АВСDEF. Принимая 

за базисные векторы АВ  и АС , найти в этом базисе коорди-

наты векторов АВ , ВС , СD , DЕ , EF , FA . 

2. Доказать, что векторы 321 ,, ааа


 — линейно независи-

мы и представить вектор d


 как линейную комбинацию век-

торов 321 ,, ааа


:  2;3;51 а


,  4;5;22 а


,  3;3;53 а


, 

 12;14;3 d


. 

3. Зная, что 1a


, 2b


,  
3

,


 ba


, найти значение α, 

при котором векторы  bap


2  и  baq


4  ортогональны. 

 

Вариант 5 

 

1. В трапеции АВСD отношение основания ВС к основа-

нию АD равно λ. Принимая за базис векторы АD  и АВ , 

найти координаты векторов АВ , ВС , СD , DА , АС , ВD . 

2. Доказать, что векторы 321 а,а,а


 — линейно независи-

мы, и представить вектор d


 как линейную комбинацию век-

торов 321 ,, ааа


:  1;3;21а


,  1;3;12а


,  1;2;13 а


,  2;8;7d


. 
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3. Какой угол образуют единичные векторы 1e


 и 2e


, если 

известно, что векторы  21 2eep


  и 21 45 eeq


  взаимно 

перпендикулярны. 

 

 

 

 

Вариант 6 

 

1. Дан параллелепипед ABCDAʹBʹCʹDʹ. Принимая за базис 

векторы АВ , АD , AА  , найти в этом базисе координаты век-

торов, совпадающих с диагональю параллелепипеда и диаго-

налями его граней, для которых вершина Aʹ служит началом. 

2. Доказать, что векторы 321 а,а,а


 — линейно независи-

мы, и представить вектор d


 как линейную комбинацию век-

торов 321 а,а,а


:  1;1;11а


,  2;1;12 а


,  1;1;13 а


,  13;9;3d


. 

3. В равностороннем треугольнике АВС с длиной сторо-

ны, равной единице, aBC


 , bCA


 , cAB


 . Вычис-

лить      .,,, accbba


  

 

 

Вариант 7 

 

1. Дан тетраэдр ОАВС. Принимая за базис векторы ОА , 

ОВ , ОС , найти в этом базисе координаты вектора DЕ , где 

D — середина ребра ОА, Е — середина ребра ВС. 

2. Доказать, что векторы 321 а,а,а


 — линейно независи-

мы, и представить вектор d


 как линейную комбинацию век-

торов 321 а,а,а


:  2;1;11а


,  3;1;12 а


,  1;1;13 а


,  6;4;8 d


. 

3. Вычислить длины диагоналей параллелограмма, по-

строенного на векторах qpа


25   и qpb


3 , если 

22|| p


,  3|| q


 и 
4

),(


 qp


. 
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Вариант 8 

 

1. Дан тетраэдр ОАВС. Принимая за базис векторы ОА , 

ОВ , ОС , найти в этом базисе координаты вектора DF , где 

D — середина ребра ОА, F — точка пересечения медиан гра-

ни ВОС. 

2. Доказать, что векторы 321 а,а,а


 — линейно независи-

мы, и представить вектор d


 как линейную комбинацию век-

торов 321 а,а,а


:  1;1;11а


,  1;3;22 а


,  2;2;33 а


,  2;2;2 d


. 

3. Даны векторы nma


42  , nmb


 , где m


 и n


 — 

единичные векторы, образующие угол в 120°. Найти угол 

между векторами a


 и b


. Базис ортонормированный.  

 

Вариант 9 

 

1. В ромбе АВСD даны аАС


  и bВD


 . Выразить че-

рез векторы а


 и b


 векторы АВ , ВС , СD , DА . 

2. Доказать, что векторы 321 а,а,а


 — линейно независи-

мы, и представить вектор d


 как линейную комбинацию век-

торов 321 ,, ааа


:  3;2;11а


,  2;3;12 а


,  2;1;13а


,  5;2;3d


. 

3. Известно, что 5a


, 2|| b


, 3||  ba


. Найти 

|2| ba


 . Базис ортонормированный.  

 

Вариант 10 

 

1. Пусть АВС — произвольный треугольник, E и F — се-

редины сторон АВ и ВС соответственно. Выразить векторы 

АВ , ВС  и АС  через АЕа 


 и АFb 


. 

2. Доказать, что векторы 321 а,а,а


 — линейно независи-

мы, и представить вектор d


 как линейную комбинацию век-

торов 321 ,, ааа


:  4;2;11а


,  4;3;12а


,  1;4;13а


,  0;12;3d


. 

3. В треугольнике АВС ),3;5;1( AB  ).2;2;6( AC  Найти 

углы треугольника.  
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§ 10. Вопросы для самопроверки 

 

1. Указать координаты вектора с, если )0;1;3(a


, 

)4;0;2(b


, .2 bac


  

2. Даны векторы: )4;3;0(a


 и )4;0;3(b


. Найти косинус уг-

ла между ними. 
3. Даны координаты точек А(2;1;0), В(6;–3;–4), С(5;–2;–3). 

Точка С делит отрезок АВ в отношении АС к СВ. Найти это 
отношение. 

4. Найти длину вектора )0;1;1( a


. 

5. Найти векторное произведение векторов )3;4;3( a


 и 

)3;5;4( b


. 

6. Найти смешанное произведение векторов a, b, с, если 

)4;1;1( a


, )2;2;2( b


, )1;4;1(c


. 

7. Найти координаты вектора AB , заданного упорядо-
ченной парой точек A(3;4;–5). 

8. Даны точки А(–2;3;1) и В(2;1;–5). Найти координаты 
точки С, делящей отрезок АВ в отношении 2:1. 

9. Даны перпендикулярные векторы a и b. Указать про-

пущенную координату: )1;;1( xa


, )2;4;2( b


. 

10. АВСD — параллелограмм, А(–3;0;2), В(–2;1;3), С(5;0;2). 
Найти координаты точки D. 

11. В ΔABC проведена медиана ВМ. Написать разложе-

ние вектора BM  по векторам ABa 


 и ACb 


. 

12. Векторы )1;3;2(a


 и );6;4( xb


 коллинеарны. Указать 

пропущенную координату. 

13. Даны точка А(–5;–1;2) и вектор )6;2;2(AB . Найти ко-

ординаты точки В. 

14. Найти косинус угла между векторами a


 и b


, если 

)0;31;2(a


, )1;2;1(b


. 

15. Найти объем тетраэдра АВСD, если )1;0;3(AB , 

)4;1;1( AC , )2;1;4( АD . 

16. Найти площадь параллелограмма АВСD, если 

)0;1;0(AB , )3;1;2( АD . 
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17. Сторона равностороннего треугольника АВС равна 1. 

МN — средняя линия треугольника, М — середина АВ, N — 

середина АС. Найти скалярное произведение векторов NM  и 

.CB   

18. Векторы );23;12(  a


, )1;3;2( b


 и )4;2;1(c


 ком-

планарны. Найти  α. 

19. В правильном шестиугольнике АВСDЕF aAB


 , 

bAF


 . Выразить вектор AD  через векторы a


 и .b


 

20. Найти площадь треугольника АВС, если )0;0;2(AB , 

)0;4;3(AС . 

21. Записать формулу для нахождения модуля векторно-

го произведения векторов a


 и b


 . 

22. Записать формулу для нахождения объема паралле-

лепипеда, построенного на векторах a


, b


, с


 как на сторонах. 

23. Записать формулу для нахождения объема тетраэдра, 

построенного на векторах a


, b


, с


 как на сторонах. 

24. Записать формулу для нахождения объема треуголь-

ной призмы, построенный на векторах a


, b


, с


 как на сторо-

нах. 
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2. ГЕОМЕТРИЯ ПЛОСКОСТИ И ПРОСТРАНСТВА 
 

§ 1. Системы координат и уравнение фигуры  

на плоскости 

 

Аффинным репером ),,( 21 eeOR


, или аффинной системой 

координат, плоскости называют совокупность точки и двух 

неколлинеарных векторов, взятых в определенном порядке. 

Точка О — начало репера, 21,ee


 — векторы репера, 

1OE  — ось абсцисс, 2OE  — ось ординат. 

Радиус-вектор OM  должен линейно разлагаться по век-

торам базиса 21,ee


, т. е. 21 eyexOM


 . 

Аффинными координатами точки M в репере ),,( 21 eeOR


 

называют коэффициенты линейного разложения радиуса-

вектора точки M  по базису  21,ee


. 

Координаты точки при выбранном репере определяются 

единственным образом. 

Координаты вектора, если известны координаты начала и 

конца представителя этого вектора, определяются по форму-

лам: 

12 xx  , 12 yy  . 

Если даны точка ),( 000 yxM  и вектор ),( a


, то коор-

динаты точки M(x,y), для которой aMM


0 , находятся сле-

дующим образом: 

  00 , yyxx . 

Если дан отрезок 21MM , где ),( 111 yxM , ),( 222 yxM , и 

известно, что точка M(x,y) делит отрезок 21MM в отноше-

нии , т.е. 21 MMMM  , то координаты точки M опреде-

ляются формулами 










1

21 xx
x , 










1

21 yy
y )01(  . 

Для координат середины отрезка справедливы соотно-

шения: 
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2

21 xx
x


 , 

2

21 yy
y


 . 

Аффинная система координат ),,( 21 eeOR


 называется 

прямоугольной декартовой системой координат, если 

121  ee


 и 21 ee


 . 

Расстояние между двумя точками, заданными в прямо-

угольной декартовой системе координат, находится следую-

щим образом: 

2
12

2
122121 )()()( yyxxMMMM  . 

Формулы 

02221

01211 ,

yycxcy

xycxcx




 

определяют закон преобразования аффинных координат 

точки при переходе от одной аффинной системы координат 

к другой. Здесь (x,y) — координаты точки M в старой си-

стеме координат, (xʹ,yʹ) — координаты M в новой системе 

координат, (x0,y0), (c11,c21), (c12,c22) — координаты начала и 

базисных векторов новой системы координат в старой си-

стеме координат. 

Формулы перехода от одной прямоугольной декартовой 

системы координат к другой прямоугольной декартовой си-

стеме координат имеют вид: 

,cossin

,sincos

0

0

yyxy

xyxx








 

где значение ε = 1 отвечает одинаково ориентированным си-

стемам координат, а значение ε = –1 — противоположно ори-

ентированным системам координат. 

Параллельный перенос системы координат определяется 

соотношениями: 

.

,

0

0

yyy

xxx




 

Полярной осью называется луч с заданным сонаправлен-

ным единичным вектором. 

Совокупность точки О (полюса), полярной оси с началом 

в этой точке и единичным вектором e


 называется полярной 

системой координат. 
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Каждой точке М плоскости за исключением точки О ста-

вятся в соответствие два числа: OM  и ),( OMe





 , ко-

торые называются полярными координатами. Значения ρ и α 

изменяются в пределах: 

 0 ,   . 

Если известны полярные координаты точки, то соответ-

ствующие прямоугольные декартовы координаты находятся 

по формулам: 

 sin,cos  yx . 

Под уравнением геометрической фигуры понимают ана-

литические условия, которым удовлетворяют координаты 

точек фигуры и только точек фигуры. 

Аналитические условия на координаты точек фигуры мо-

гут выражаться уравнением, системой уравнений, неравен-

ством, системой неравенств, системой уравнений и нера-

венств на координаты точек фигуры. 

Линией на плоскости называется множество точек, ко-

ординаты которых удовлетворяют уравнению F(x,y) = 0. 

Все линии на плоскости разбиваются на два множества: 

алгебраические линии и трансцендентные линии. 

 

 

§ 2. Теория прямой линии на плоскости 
 

Уравнения прямой. Геометрически прямая линия на 

плоскости может быть определена: 

1. C помощью точки ),( 000 yxM  и направляющего векто-

ра ),( a


. 

2. C помощью двух точек ),( 111 yxM  и ),( 222 yxM . 

Известны следующие уравнения прямой на плоскости: 

1. Векторное уравнение 

aMM


0 , 

где M0 — начальная точка прямой, М — произвольная точка, 

),( a


 — направляющий вектор, λ — произвольный скаляр. 

2. Параметрические уравнения 









0

0 ,

yy

xx
  или  

.

,

0

0









yy

xx
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3. Уравнение прямой, заданной точкой и направляющим 

вектором: 

0
00






yyxx
. 

4. Каноническое уравнение 


00 yyxx 




, где 0,0   . 

5. Уравнение прямой, заданной двумя точками,  

0
1212

11






yyxx

yyxx
, или 

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









, числа в знамена-

телях не равны нулю. 

6. Уравнение прямой в отрезках 

1
b

y

a

x
,  где 0ab . 

7. Уравнение прямой с начальной точкой ),( 000 yxM  и 

угловым коэффициентом k: )( 00 xxkyy  . 

8. Уравнение прямой линии с угловым коэффициентом: 

bkxy  . 

9. Общее уравнение прямой линии 

0 CByAx . 

Расположение прямой на плоскости. Вектор ),( a


 

параллелен прямой с уравнением 0 CByAx  тогда и 

только тогда, когда выполняется соотношение 0  BA . 

Возможны следующие случаи расположения прямой от-

носительно системы координат и соответствующие уравнения 

прямых: 

1. Прямая проходит через начало координат, 0 ByAx . 

2. Прямая параллельна оси ОХ, By + C = 0. 

3. Прямая совпадает с осью OX, By = 0; 

4. Прямая параллельна оси OY, Ax + C = 0. 

5. Прямая совпадает с осью OY, Ax = 0. 

Расположение двух прямых на плоскости. Геометри-

чески две прямые на плоскости могут пересекаться в одной 

точке, быть параллельными, совпадать. 

Прямые l1 и l2 с уравнениями A1x + B1y + C1 = 0, 

A2x + B2y + C2 = 0 совпадают тогда и только тогда, когда,  
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коэффициенты при соответствующих переменных и свобод-

ные члены в уравнениях прямых пропорциональны, т. е. 

21 AA  , 21 BB  , 21 CC  . 

Прямые l1 и l2 с уравнениями A1x + B1y + C1 = 0, 

A2x + B2y + C2 = 0 параллельны тогда и только тогда, когда 

21 AA  , 21 BB  , 21 CC  . 

Прямые l1 и l2 с уравнениями A1x + B1y + C1 = 0, 

A2x + B2y + C2 = 0 пересекаются в точке тогда и только тогда, 

когда 21 AA  , 21 BB  . 

Метрическая теория прямой на плоскости. К метриче-

ской теории относят свойства фигур, связанные с измерением 

расстояний и величин углов. 

Нормальным вектором прямой называется вектор, пер-

пендикулярный любому направляющему вектору этой прямой. 

Уравнение прямой, заданной точкой ),( 000 yxM  и нор-

мальным вектором ),( n


, имеет вид 

0)()( 00   yyxx . 

Расстояние от точки ),( 000 yxM  до прямой l с уравнени-

ем Ax + By + C = 0 находится по формуле 

22

00
0 ),(

BA

CByAx
lMd




 . 

Угол между двумя прямыми определяется по формуле 

2
2

2
2

2
1

2
1

2121

21

21
21 ),cos(

BABA

BBAA

aa

aa
aa
















. 

 

 

§ 3. Вопросы и задачи 

 

1. Выбрать на плоскости некоторый аффинный репер и 

построить точки A(1;1), B(1;0), C(0;–1), D(–2;3), E(2;–5). 

2. Выбрать на плоскости ПДСК и построить точки A(2;1), 

B(1/2;–1), C(– 3 ;2), D(–2;– 5 ). 

3. Начало ПДСК помещено в центре квадрата, сторона 

которого равна 2а. Найти координаты вершин квадрата, если: 

а) стороны квадрата параллельны осям координат; 

б) диагонали квадрата лежат на осях координат. 
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4. Найти координаты вершин правильного шестиуголь-

ника АВСDЕF относительно аффинной системы координат 

),,( 21 eeAR


, где: а) ADeABe  21 ,


; б) AFeABe  21 ,


. 

5. Относительно ПДСК на плоскости дана точка 

),( yxM . Найти координаты точки, симметричной точке M: 

а) относительно начало координат; б) относительно оси абс-

цисс; в) относительно оси ординат; г) относительно биссек-

трисы первого и третьего координатных углов; 

д) относительно биссектрисы второго и четвертого коорди-

натных углов. 

6. Даны вершины четырехугольника АВСD: А(1;–3), 

B(8;0), C(4;8), D(–3;5). Доказать, что АВСD — параллело-

грамм. 

7. Доказать, что четырехугольник АВСD — трапеция, ес-

ли А(1;1), В(2;3), С(5;0), D(7;–5). 

8. Даны координаты вершин А(–4;4), В(2;8) параллело-

грамма АВСD. Точка М(2;2) — точка пересечения диагоналей 

параллелограмма. Найти координаты вершин С и D. 

9. Доказать, что точки А, В, С принадлежат одной пря-

мой: а) А(2;1), В(0;5), С(4;–3); б) А(–1;0), В(1;–2), С(3;–4). 

10. Даны координаты точек P(–1;5), Q(3;2). а) Найти ко-

ординаты точки M, симметричной точке Р относительно точ-

ке Q; б) найти координаты точки N, симметричной точке Q 

относительно Р. 

11. Определить координаты точек, делящих отрезок 

A(2;3), B(–1;2) в отношении 3;2/1;2;1 4321   . 

12. В каком отношении точка C(3;2) делит отрезок АВ, 

если A(0;5), B(–1;6)? 

13. Определить радиус окружности, которая проходит 

через точку A(–2;1) и имеет центр в точке O(2;–3). Репер ор-

тонормированный. 

14. В треугольнике АВС A(4;1), B(7:5), C(–4;7). Вычис-

лить длину биссектрисы АD. Репер ортонормированный. 

15. Найти длину медианы АМ, биссектрисы АD треуголь-

ника АВС, если A(1;–2), B(1;1), C(5;–2). Репер ортонормиро-

ванный. 

16. Даны точки A(–5;12), B(8;12), C(–5;–1). Определить, 

является ли отрезок ВС хордой окружности, проходящей че-

рез начало координат и с центром в точке А. Репер ортонор-

мированный. 
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17. Найти координаты центра и радиус окружности, про-

ходящей через точку A(–8;4) и касающейся осей координат. 

Репер ортонормированный. 

18. Написать уравнение окружности с центром в начале 

координат и радиусом ОМ, если известно, что точка M делит 

отрезок М1М2 в отношении 
3

2 , M1(2;3), M2(1;0). Репер 

ортонормированный. 

19. Дан треугольник АВС: A(4;4); B(–4;2), C(–4;4) и АМ и 

ВN — медианы треугольника. Найти отношение AM : BN. Ре-

пер ортонормированный. 

20. При каком значении k треугольник АВС с основанием 

АВ и вершинами в точках A(1;3), B(2:–1), C(4;k) — равнобед-

ренный? Репер ортонормированный. 

21. По координатам вершин треугольника АВС выяснить, 

будет ли он остроугольным, тупоугольным, прямоугольным: 

а) A(1;1), B(3;1), C(7;3); б) A(4;0), B(1;1), C(5;4); в) A(2;1), 

B(3;1), C(6;3)? Репер ортонормированный. 

22. Определить длины медиан треугольника, вершины 

которого заданы координатами A(2;1), B(–2;3), C(0;3). Репер 

ортонормированный. 

23. Написать уравнение окружности с центром в точке 

P(1;–1) и радиусом РМ, если точка M делит отрезок АВ в от-

ношении λ = –2 и A(3;–2), B(0;–1). Репер ортонормированный. 

24. Даны три точки A(–1;–2), B(0;1), C(2;7), лежащие на 

одной прямой. Определить отношение λ, в котором каждая из 

них делит отрезок, ограниченный двумя другими. 

25. По координатам А и В квадрата АВСD вычислить ко-

ординаты вершин С и D, если A(0;–1), B(–2;1). Репер орто-

нормированный. 

26. На осях координат найти точки, каждая из которых 

равноудалена от точек B(1;1) и C(3;7). Репер ортонормиро-

ванный. 

27. Доказать, что четырехугольник с вершинами A(–2;–3), 

B(1;4), C(8;7), D(5;0) является ромбом. Репер ортонормиро-

ванный. 

28. Точки P(1;1), Q(–1;2), C(2;–1) — три вершины рав-

нобочной трапеции PQCE (PQ||CE). Найти координаты вер-

шины Е. Репер ортонормированный. 
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1. Прямая в аффинной системе координат 

1. Дана прямая с уравнением 052  yx . Выяснить, 

какие из следующих точек принадлежат этой прямой: A(5;15), 

B(1;1), C(0;5), D(–2;1), E(3;0), F(7;–5), K(1;6). 

2. Составить уравнение прямой: 

a) проходящей через точки A(1;1), B(3;–4); 

b) проходящей через начало координат и точку K(2;3); 

c) проходящей через точку E(2;6) и параллельной векто-

ру )3;2( p


; 

d) отсекающей на осях координат отрезки а = 3, b = –2; 

e) проходящей через точку A(–3;4) и параллельной оси ОY; 

f) проходящей через точку F(–2;1) и параллельной оси ОX; 

g) проходящей через точку A(1;–5) и параллельной пря-

мой x – 3y + 1 = 0; 

h) проходящей через точку M(–2;3) и параллельной пря-

мой 2x + y – 4 = 0. 

3. Установить, какие из следующих троек точек лежат на 

одной прямой: а) (2;1), (–1;4), (–7;10); б) (0;5), (7;1), (–2;3); 

в) (1;0), (0;1), (–2;3); г) (2;1), (10;3), (5;2). 

4. Исследовать, как расположены относительно осей ко-

ординат следующие прямые, и изобразить их на чертеже: 

а) 2x + 3y + 1 = 0; б) 3x + y – 3 = 0; в) 5x – 4 = 0; г) x – y = 0; 

д) 7x – 4y = 0; е) 6x = 0. 

5. Записать параметрические уравнения прямых и урав-

нения прямых в отрезках, если прямые заданы общими урав-

нениями: а) 3x – 2y + 6 = 0; б) x – y – 3 = 0; в) 4x + y – 1 = 0; 

г) x – 3 = 0; д) 2y + 5 = 0. 

6. Записать общие уравнения прямых, заданных парамет-

рическими уравнениями: а)








;2

,32

ty

tx
 б)









;65

,2

ty

x
 

в)








;2

,1

ty

tx
 г)









;1

,32

y

tx
 д)









.31

,43

ty

tx
 

7. Составить уравнения прямых, содержащих средние 

линии треугольника АВС, и уравнения прямых, содержащих 

медианы этого треугольника, если а) A(–1;3), B(0;4), C(–2;–2); 

б) A(2;6), B(–4;0), C(4;2); в) A(–2;0), B(–1;3), C(1;1). 

8. Доказать, что четырехугольник АВСD — трапеция и 

написать уравнения прямых, содержащих среднюю линию и 

диагонали трапеции, если A(–2;–2), B(–3;1), C(5/2;5/2), D(3;1). 
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9. Даны уравнения прямых, на которых лежат стороны 

треугольника АВС: x + 2 = 0, 2x – y + 1 = 0, x + y – 1 = 0. Напи-

сать уравнения прямых, содержащих медианы данного тре-

угольника. 

10. Известны уравнения прямых l1: 4x – 5y = 0, l1:  

x – 3y = 0, содержащих медианы треугольника АВС, и верши-

на A(2;–5). Написать уравнения прямых, содержащих стороны 

треугольника АВС. 

11. Даны уравнения прямых, содержащих средние линии 

треугольника АВС: 2x – y + 1 = 0, x + 3y = 0, –x + y + 2 = 0. 

Написать уравнения прямых, содержащих стороны треуголь-

ника. 

12. Дан параллелограмм АВСD и точка О пересечения его 

диагоналей. Составить уравнения прямых АВ, ВС, СD, DА, АС 

и ВD, если: а) A(2;1), B(–3;0), O(–4;3); б) A(3;–1), B(1;2),  

O(–1;0). 

13. Даны середины сторон треугольника M(2;–1),  

N(–3;–3), P(–1;0). Составить уравнения сторон треугольника. 

14. Даны уравнения прямых, содержащих стороны АВ и 

ВС параллелограмма АВСD: x + 3y + 2 = 0, x – y = 0, и точка 

P(2;1) пересечения его диагоналей. Составить уравнение пря-

мых, на которых лежат стороны АD и СD. 

15. Исследовать взаимное расположение пар прямых и в 

случае пересечения найти координаты общей точки: 

а) x + y + 3 = 0 и 2x – 2y – 6 = 0; б) x + 2y + 1 = 0 и x – 2y – 3 = 0; 

в) 033
2

3
 yx  и 0232  yx ; г) y = 3 и x + y = 0; 

д) x + y + 1 = 0 и 3x + 3y + 6 = 0; е) y = 0 и y – 4 = 0. 

16. При каком значении t прямые, заданные уравнениями 

3tx – 8y + 1 = 0  и 02)1(  tyxt , параллельны? 

17. Можно ли подобрать коэффициенты λ и μ так, чтобы 

прямые 3x – 2y + 1 = 0 и 03 yx  : а) совпали; б) были 

параллельны; в) пересекались? 

 

2. Прямая в прямоугольной декартовой системе координат 

18. Составить уравнение прямой: а) проходящей через 

точку A(–1;2)  и имеющей угловой коэффициент, равный 3; 

б) проходящей через начало координат и имеющей угловой 

коэффициент k = –3; в) проходящей через начало координат и 

образующей с осью ОХ угол 60°; г) проходящей через точку 
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M(3;–4) и образующей с осью ОХ угол 135°; д) отсекающей от 

оси ОY отрезок b = –3 и имеющей угловой коэффициент k = –2; 

е) проходящей через точку A(2;–5) и не имеющей углового 

коэффициента. 

19. Написать уравнение прямой: а) проходящей через 

точку A(–1;–3) и перпендикулярной вектору )3;2(n


; 

б) проходящей через точку B(2;–4) и перпендикулярной пря-

мой x + 2y – 3 = 0; в) проходящей через начало координат и 

перпендикулярной прямой x + y – 2 = 0. 

20. Через точку пересечения прямых 3x – y = 0 и  

x + 4y – 12 = 0 проведена прямая, перпендикулярная к прямой 

2x + 7y = 0. Найти уравнение этой прямой. 

21. Определить координаты направляющего вектора p


, 

нормального вектора n


, угловой коэффициент k, отрезки a и 

b, отсекаемые прямой на осях координат, для каждой из сле-

дующих прямых: а) 2x – 5y + 3 = 0; б) x + 4y – 2 = 0; в) x – 3 = 0. 

22. Точка H(3;2) является основанием перпендикуляра, 

опущенного из начала координат на прямую l. Написать 

уравнение прямой l. 

23. Даны точки A(–2;3) и B(4;1). Составить уравнение 

прямой, проходящей через середину отрезка АВ перпендику-

лярно прямой АВ. 

24. На прямой x + 2y – 1 = 0 найти точку, равноудаленную 

от точек A(–2;5), B(0;1). 

25. Даны вершины треугольника АВС A(1;5), B(–1;2), 

C(3;2). Составить уравнения высот треугольника. 

26. Даны вершины A(–1;5), B(3;2) треугольника АВС и 

точка H(5;–3) пересечения его высот. Составить уравнение 

его сторон. 

27. Вершины треугольника находятся в точках A(–4;–5), 

B(4;1), C(–½;7). Написать уравнение прямой, содержащей: 

а) биссектрису угла А; б) медиану, проведенную из вершины 

А; в) высоту, опущенную из вершины С. 

28. Даны уравнения прямых, содержащих стороны тре-

угольника АВС BC: x + y – 1 = 0, CA: 2x – y = 0, AB: x – 2y – 2 = 0. 

Составить уравнения прямых, содержащих высоты этого тре-

угольника. 

29. Доказать, что треугольник АВС равнобедренный, и 

написать уравнение его оси симметрии, если A(2;1), B(4;3), 

C(2;3). 
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30. Даны уравнения прямых l1: 3x – y – 2 = 0,  

l2: x – 3y + 5 = 0. Написать уравнения прямых, содержащих 

биссектрисы углов, образуемых прямыми l1 и l2. 

31. Составить уравнения прямых, отстоящих от прямой 

6x – 8y + 1 = 0 на расстояние, равное 2. 

32. На оси ОХ найти точку, равноудаленную от прямых: 

а) x + 3y + 2 = 0, 3x – y + 1 = 0; б) 4x – 3y = 0. 

33. На прямой x + 2y – 12 = 0 найти точку, равноудален-

ную от прямых x + y – 5 = 0 и 7x – y + 11 = 0. 

34. Вычислить площадь параллелограмма АВСD, если 

A(3;1), B(–1;0), C(2;–1). 

35. Даны уравнения двух сторон прямоугольника  

3x – 2y – 5 = 0, 2x + 3y + 7 = 0 и вершина A(–2;1). Найти пло-

щадь прямоугольника. 

36. Написать уравнение окружности с центром в точке 

P(6;–3), касающейся прямой 3x – 4y – 15 = 0. 

37. Составить уравнение окружности радиуса R = 5, ка-

сающейся прямых, заданных уравнениями: 3x + 4y – 10 = 0, 

5x – 12y + 26 = 0. 

38. Найти угол между прямыми: а) 3x + y – 6 = 0 и  

2x – y + 5 = 0; б) 0633  yx  и 053  yx ; в) x – 2y + 1 = 0 

и 6x + 3y – 2 = 0; г) x – y = 0 и x – 3 = 0; д) y = 0 и 2x – 5 = 0. 

39. Найти величины углов треугольника, стороны кото-

рого заданы уравнениями 18x + 6y – 17 = 0, 14x + 7y + 15 = 0, 

5x + 10y – 9 = 0. 

 

 

§ 4. Системы координат в пространстве 

 

Аффинным репером ),,,( 321 eeeOR


, или аффинной си-

стемой координат, пространства называют совокупность 

точки и трех некомпланарных векторов, взятых в определен-

ном порядке. 

Точка O называется началом репера, векторы 321 ,, eee


 — 

векторами репера. 

Прямые, проходящие через начало репера по направле-

нию векторов 321 ,, eee


, называются координатными осями 

(ось абсцисс, ось ординат, ось аппликат). Координатные 

плоскости обозначают следующим образом: XOY, YOZ, ZOX. 
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Аффинными координатами точки M в репере 

),,,( 321 eeeOR


 называют коэффициенты линейного разложе-

ния радиуса-вектора точки M по базису 321 ,, eee


. 

При заданном аффинном репере каждая точка M про-

странства получает единственный набор координат. 

Координаты вектора, если известны координаты начала 

и конца представителя этого вектора, находятся по форму-

лам: 

12 xx  , 12 yy  , 12 zz   . 

Если даны точка ),,( 0000 zyxM  и вектор ),,( a


, то 

координаты точки ),,( zyxM , для которой aMM


0 , нахо-

дятся следующим образом: 

  00 , yyxx ,  0zz . 

Если дан отрезок M1M2, где ),,( 1111 zyxM , ),,( 2222 zyxM , 

и известно, что точка ),,( zyxM  делит отрезок M1M2 в отно-

шении , т. е. 21 MMMM  , то координаты точки М опреде-

ляются формулами 










1

21 xx
x , 










1

21 yy
y , 










1

21 zz
z , )01(  . 

Прямоугольная декартова система координат простран-

ства характеризуется тем, что векторы 321 ,, eee


 удовлетворя-

ют условиям: 










,,0

,,1
21

ji

ji
ee


, где .3,2,1, ji  

Прямоугольная декартова система координат позволяет 

находить расстояние между точками: 

2
12

2
12

2
122121 )()()()( zzyyxxMMMM   . 

Формулы 

0131211 xzcycxcx  , 

0232221 yzcycxcy  ,

 0333231 zzcycxcz   

определяют закон изменения координат точки пространства 

при переходе от одной аффинной системы координат к дру-

гой, при этом определитель матрицы 0ijc . 
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Формулы преобразования координат точки при переходе 

от одной прямоугольной декартовой системы координат к 

другой получаются из предыдущих формул при выполнении 

дополнительных условий: 

,1

,1

,1

2
33

2
23

2
13

2
32

2
22

2
12

2
31

2
21

2
11







ccc

ccc

ccc

 

.0

,0

,0

313321231113

333223221312

323222211211







cccccc

cccccc

cccccc

 

Формулы параллельного переноса системы координат 

записываются в виде 

.,, 000 zzzyyyxxx   

Поверхностью трехмерного пространства называется 

множество точек, координаты которых в аффинной систе-

ме координат удовлетворяют уравнению 0),,( zyxF . 

Линией называется множество точек, координаты кото-

рых в аффинной системе координат удовлетворяют системе 

уравнений 









.0),,(

,0),,(

2

1

zyxF

zyxF
 

Пусть ),,,( kjiOR


 — прямоугольная декартова система 

координат. Точке M поставим в соответствие три числа 

z,, , где z — аппликата точки )(  z ), а ,  —

полярные координаты проекции точки M на плоскость XOY 

(  20,0  ). Числа z,,  называются цилиндриче-

скими координатами точки M. Цилиндрические координаты 

связаны с прямоугольными декартовыми координатами точки 

M соотношениями 

.

,sin

,cos

zz

y

x











 

Пусть r — расстояние от начала координат O до точки M  

(r > 0),   — угол между вектором k


 и радиусом-вектором 

точки М (  0 ),   — угол между положительным 

направлением оси абсцисс и проекцией радиуса-вектора точ-

ки M на плоскость XOY (  20  ). Эти три числа называют 

сферическими координатами точки М. Сферические коорди-
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наты связаны с прямоугольными декартовыми координатами 

точки М соотношениями 

.cos

,sinsin

,cossin







rz

ry

rx







 

 

 

 

§ 5. Теория плоскости и прямой в пространстве 

 

Плоскость. Существуют различные способы задания 

плоскости, соответственно различные уравнения в одном и 

том же репере. 

1. Уравнение плоскости, заданной точкой ),,( 0000 zyxM и 

двумя направляющими неколлинеарными векторами 

),,( 321 aaaa


, ),,( 321 bbbb


: 

0

321

321

000





bbb

aaa

zzyyxx

. 

2. Векторное уравнение плоскости: 

baMM


 0 . 

3. Параметрические уравнения плоскости: 

110 baxx   , 

220 bayy   , 

330 bazz   . 

4. Уравнение плоскости, заданной тремя точками: 

0

131313

121212

111









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

. 

5. Уравнение плоскости в отрезках: 

1
c

z

b

y

a

x
, 

здесь 0,0,0  cba . 

6. Общее уравнение плоскости: 

0 DCzByAx , где 0222  CBA . 
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Условие параллельности плоскости 0 DCzByAx  

и вектора ),,( a


 записывается в виде 0  CBA . 

Расположение плоскости относительно системы коорди-

нат характеризуется таблицей 1. 
Таблица 1 

 

 

Параллельность плоскости  

с осью (координатной  

плоскостью) 

Условия прохождения  

плоскости через ось  

(совпадения с координатной 

плоскостью) 

Условия 
Уравнение 

плоскости 
Условия 

Уравнение  

плоскости 

Ось OX A = 0 By + Cz + D = 0 A = D = 0 By + Cz = 0
 

Ось OY B = 0 Ax + Cz + D = 0 B = D = 0 Ax + Cz = 0 

Ось OZ C = 0 Ax + By + D = 0 C = D = 0 Ax + By = 0 

Пл. XOY A = B = 0 Cz + D = 0 A = B = D = 0 Cz = 0 

Пл. XOZ A = C = 0 By + D = 0 A = C = D = 0 By = 0 

Пл. YOZ B = C = 0 Ax + D = 0 B = C = D = 0 Ax = 0 

 

Взаимное расположение двух плоскостей пространства с 

уравнениями 

0: 11111  DzCyBxA , 0: 22222  DzCyBxA  

зависит от значений рангов r и   матриц: 










2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 и 









2

1

2

1

2

1

2

1

D

D

C

C

B

B

A

A
. 

Если ,2 r  то плоскости пересекаются по прямой 

линии. Если ,2,1  r  то плоскости не имеют общих точек, 

поэтому они параллельны. Если ,1 r  то плоскости сов-

падают. Условие 1 r  равносильно требованию пропор-

циональности коэффициентов при соответствующих пере-
менных и свободных членов в уравнениях плоскостей. 

Вектор ),,( n


 называется нормальным вектором 

плоскости α, если он перпендикулярен к любому направляю-
щему вектору плоскости. 

Уравнение плоскости, заданной точкой ),,( 0000 zyxM  и 

нормальным вектором ),,( n


, имеет вид: 

0)()()( 000  zzyyxx  . 
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Вектор ),,( CBAa


, где А, В, С — коэффициенты в урав-

нении 0 DCzByAx , является одним из нормальных 

векторов плоскости α. 

Расстояние ),( 0  M  от точки ),,( 0000 zyxM до плоско-

сти α  находится по формуле: 

),( 0  M
222

000

CBA

DCzByAx




 . 

Прямая. 1. Если прямая задана с помощью точки 

),,( 0000 zyxM  и направляющего вектора ),,( a


, то урав-

нения 

,0 txx   

,0 tyy   

tzz  0  

называются параметрическими уравнениями прямой. 

2. Если 0,0,0   , то соотношения: 


000 zzyyxx 







 

называются каноническими уравнениями прямой. 

3. Уравнение прямой, заданной двумя точками 

М1(х1,y1,z1), M2(x2,y2,z2), имеет вид: 

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














, 

где числа, стоящие в знаменателях, не могут быть нулями. 

4. Если прямая линия задана как результат пересечения 

двух плоскостей, то уравнение прямой запишется в виде си-

стемы уравнений: 









.0

,0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
 

В качестве направляющего вектора прямой можно взять 

вектор 

);;(
22

11

22

11

22

11

BA

BA

AC

AC

CB

CB
p


. 

Пусть даны две прямые: l1: ),,( 1111 zyxM , ),,( 1111 a


 и 

l2: ),,,( 2222 zyxM  ),,,( 2222 a


 тогда 
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1) если 0),,( 121 aaMM


, то прямые l1, l2 скрещиваются; 

2) если 0),,( 121 aaMM


, то прямые l1, l2 лежат в одной 

плоскости, при этом 

а) если вектор 1a


 не коллинеарен 2a


, то прямые l1, l2 пе-

ресекаются; 

б) если векторы 1a


, 2a


 коллинеарны между собой и не 

коллинеарны 21MM , то прямые l1, l2 параллельны; 

в) если все векторы 1a


, 2a


, 21MM  коллинеарны, то пря-

мые совпадают. 

Пусть даны плоскость 0 DCzByAx  и прямая l: 

),,( 0000 zyxM , ),,( a


, тогда: 

1) если 0  CBA , то прямая l пересекает плос-

кость  в некоторой точке; 

2) если 0  CBA , но 0000  DCzByAx , то 

прямая l параллельна плоскости; 

3) если 0  CBA  и 0000  DCzByAx , то 

прямая l лежит в плоскости. 

Величина угла между двумя прямыми пространства под-

считывается по формуле 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21
2 ),cos(

















aa

aa
aa 




. 

Угол между прямой l и плоскостью находится следую-

щим образом: 

222222
sin











CBA

CBA
. 

 

 

 

§ 6. Вопросы и задачи 

 

1. Аффинная и прямоугольная декартова системы  

координат в пространстве 

1. Точки D, Е, F — середины ребер ВС, АС, АВ тетраэдра 

ОАВС. Найти координаты вершин этого тетраэдра в репере 

(О,D,Е,F). 
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2. В пространстве дана ПДСК и точка M(2;3;5). Постро-

ить точки M1(2;5;3), M2(3;5;2), M3(5;2;3). 

3. Вершина А параллелепипеда АВСDАʹВʹСʹDʹ принята за 

начало координат, ребра АВ, АD, ААʹ — за базисные векторы, 

то есть 1eAB


 , 2eAD


 , 3eAA


  . Найти в этой системе ко-

ординат координаты всех вершин параллелепипеда. 

4. В пространстве дан тетраэдр АВСD и выбран аффин-

ный репер  321 ,,, eeeD


, где DCeDBeDAe  321 ,,


. Найти 

в этой системе координаты точки М — точки пересечения 

медиан треугольника АВС. 

5. Относительно ПДСК в пространстве дана точка 

),,( zyxM . Найти координаты точки, симметричной точке М 

относительно: а) начала координат; б) плоскости ОХY; в) оси 

ОZ. 

6. Относительно ПДСК в пространстве дана точка 

),,( zyxM . Найти координаты ортогональной проекции точки 

М: а) на ось ОX; б) на плоскость ОYZ; в) на ось ОZ; г) на плос-

кость ОXY. 

7. Определить расстояния dx, dy, dz точки ),,( zyxM  от 

осей координат OX, OY, OZ. Система координат прямоуголь-

ная декартова. 

 

2. Решение простейших задач в пространстве 

8. В параллелепипеде АВСDА1В1С1D1 даны координаты 

четырех вершин A(2;–1;1), B(1;3;4), A1(4;2;0), D(6;0;1). Найти 

координаты остальных вершин. 

9. Даны четыре точки А(2;4;3), В(0;0;5), С(4;1;6),  

D(–2;3;2). Доказать, что прямые АВ и СD пересекаются, найти 

координаты точки пересечения. 

10. На прямой l взяты последовательно точки А1, А2, А3, 

А4, А5, А6 так, что A1A2 = A2A3 = A3A4 = A4A5 = A5A6. Зная коор-

динаты точек А3(1;–1;2) и А5(2;1;–4), определить координаты 

остальных точек. 

11. Выяснить, какие из данных четверок точек лежат в 

одной плоскости: а) А1(0;0;–1), В1(–½;0;½), С1(0;1;2), 

D1(1;1;1); б)  А2(1;7;8), В2(3;5;6), С2(–1;4;4), D2(0;7;6). 

12. Даны две вершины треугольника: A(–4;–1;2) и B(3;5;–6). 

Найти третью вершину С, если середина стороны АС лежит 

на оси ОY, а середина стороны ВС — на плоскости ОХY. 
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13. Найти расстояние между точками: а) A1(1;2;3) и  

A2(1;–2;0); б) B1(2;–3;1) и B2(1;–3;8); в) C1(–1;–1;0) и 

C2(2;3; 5 ); г) O(0;0;0) и D(1;-3; 15 ). 

14. Доказать, что треугольник с вершинами в точках 

A(3;5;–4), B(–1;1;2), C(–5;–5;–2) является равнобедренным. 

15. Определить радиус сферы, проходящей через точку 

A(–2;0;2) и имеющей центр в точке B(1;1;6). 

16. Даны вершины треугольника АВС: A(2;–1;4), B(3;2;–6), 

C(–5;0;2). Вычислить длину его медианы, проведенной из 

вершины А. 

17. На оси ОZ найти точку, равноудаленную от точек  

A(–4;1;7), B(3;5;–2). 

18. Даны вершины треугольника АВС: A(2;–1;3), B(4;0;1), 

C(–10;5;3). Найти длину биссектрисы ВD и длину медианы 

СМ треугольника. 

 

3. Цилиндрическая и сферическая системы координат  

в пространстве 

19. Найти сферические координаты точек по их прямо-

угольным декартовым координатам: A(–8;–4;1), B(–2;–2;–1), 

C(0;–4;3), D(1;–1;–1), E(0;1;0). 

20. Найти сферические координаты точки М, зная, что 

луч ОМ образует с осями OX и OY углы, соответственно рав-

ные π/4 и π/3, а третья координата точки z = –1. 

21. Найти прямоугольные декартовы координаты точки, 

лежащей на шаре радиуса 1, зная ее широту  45  и долго-

ту  330 . 

22. Найти длину меньшей из двух дуг большого круга, 

соединяющей две точки А и В, лежащие на шаре радиуса r, 

зная широту и долготу этих точек );( 11 A , );( 22 B . 

23. Найти цилиндрические координаты точек по их пря-

моугольным декартовым координатам A(3;–4;5), B(1;–1;–1), 

C(–6;0;8). 

24. Найти цилиндрические координаты точки М, зная, 

что луч ОМ составляет с осями координат углы 
3


; 

3


 и 

4

3
, 

а длина отрезка ОМ равна 1. 

25. Найти угол α между вектором OM  и осью ОX, зная 

цилиндрические координаты точки );;( zrM  . 
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4. Плоскость в аффинной системе координат 

26. Определить координаты нескольких точек, лежащих в 

плоскости 01223  zyx . 

27. Определить ординату точки, имеющей абсциссу, рав-

ную единице, и расположенной в плоскостях 062  zyx  

и а) ОХZ; б) ОYZ; в) ОХY. 

28. Найти уравнение плоскости: а) проходящей через точку 

A(2;0;3) и параллельной векторам )5;1;2(1p


 и )1;0;1(2p


; 

б) проходящей через точки M1(1;2;3), M2(2;–1;3) и параллельной 

вектору )2;2;1(p


; в) проходящей через точки M1(1;2;3), 

M2(2;1;3), M3(0;–1;2); г) проходящей через точку M(1;2;–1) и па-

раллельной плоскости ОХZ; д) проходящей через точку  

M(2;1;–5) и параллельной плоскости 0132  zyx ; е) про-

ходящей через точки M1(1;2;–4), M2(2;0;–3) и параллельной оси 

ОY; ж) проходящей через точку P(7;–5;1) и отсекающей на осях 

координат положительные и равные между собой отрезки. 

29. Написать параметрическое уравнение плоскости: 

а) проходящей через точку A(0;0;1) и параллельной векторам 

)1;0;1(1p


 и )3;1;2(2p


; б) проходящей через точки M1(1;0;0), 

M2(1;2;3), M3(0;3;6); в) проходящей через точку M(2;–1;3) и 

параллельной плоскости 0532  zyx . 

30. Проверить, можно ли провести плоскость через сле-

дующие четверки точек: а) A1(3;1;0), A2(0;1;2), A3(–1;0;–5), 

A4(4;1;5); б) B1(2;1;–1), B2(1;–1;2), B3(0;4;–2), B4(3;1;–2); 

в) C1(0;0;–1), C2(1;3;4), C3(5;0;–3), C4(4;4;1). 

31. Даны вершины тетраэдра АВСD: A(4;0;2), B(0;5;1), 

C(4;–1;3), D(3;–1;5). Написать: а) уравнение плоскости, про-

ходящей через ребро АВ и параллельной ребру СD; 

б) уравнение плоскости, проходящей через вершину А и па-

раллельной грани ВСD. 

32. Даны вершины параллелепипеда АВСDА1В1С1D1: 

A(4;0;2), B(0;5;1), C(4;–1;3), A1(3;–1;5). Написать уравнение 

плоскостей, содержащих его грани. 

33. Установить взаимное расположение следующих пар плос-

костей: а) x – 3y + z + 1 = 0 и 2x + y – 4z + 3 = 0; б) 3x + y – z + 2 = 0  

и 6x + 2y – 2z + 3 = 0; в) 0232  zyx   и 

02222  zyx ; г) x + y + z – 1 = 0  и x + y + z = 0. 
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34. Составить уравнение плоскости, проходящей через 

точку M(1;–3;5) и параллельной плоскости: а) 3x – y + z + 4 = 0; 

б)  x – 3y + z = 0; в)  3z – 4 = 0; г) 3x + 5 = 0; д) 2x – 4y + 5z = 0; 

е) 2y – 7z + 6 = 0. 

35. Найти координаты точки пересечения следующих 

трех плоскостей: а) 5x + 8y – z = 0, x + 2y + 3z – 1 = 0,  

2x – 3y + 2z – 9 = 0; б) x – 4y – 2z + 3 = 0, 3x + y + z – 5 = 0,  

–3x + 12y + 6z – 7 = 0; в) 2x – y + 5z – 4 = 0, 5x + 2y – 13z + 23 = 0, 

3x – z + 5 = 0. 

36. Указать особенности в расположении плоскостей в 

каждом из следующих случаев: а) 01
2

1
3  zyx ,  

6x – 2y – 5z + 2 = 0, x + y – 5z + 3 = 0; б) x + y + z + 1 = 0 , 

x + y + z = 0, 2x + 2y + 2z – 3 = 0; в)  0
2

1
32  zyx ,  

4x – 2y + 3z + 1 = 0, –2x + y – 3z + 2 = 0. 

37. Указать особенности в расположении следующих 

плоскостей: а) 3x – 5z + 1 = 0; б) 9y – 2 = 0; в) x + y – 5 = 0; 

г) 2x + 3y – 7z = 0; д) 8y – 3z = 0 — относительно аффинной 

системы координат. 

38. Написать уравнение плоскости: а) параллельной 

плоскости ОХZ и проходящей через точку А(2;–5;3); 

б) проходящей через ось ОZ и точку В(–3;1;–2); 

в) параллельной оси ОХ и проходящей через точки С(4;0;–2) и 

D(5;1;7). 

39. При каких значениях параметров а и b плоскости 

2x + аy + 3z – 2 = 0 и bx – 6y – 6z + 4 = 0: а) пересекаются; 

б) параллельны; в) совпадают? 

 

5. Плоскость в прямоугольной декартовой системе  

координат 

40. Написать уравнение плоскости, проходящей: а) через 

точку М(2;3;–1) и перпендикулярной вектору  4;2;1 n


; б) че-

рез начало координат и перпендикулярной вектору  4;3;0 n


. 

41. Дан тетраэдр АВСD: А(–1;2;5), В(0;–4;5), С(–3;2;1), 

D(1;2;4). Написать уравнения плоскостей, проходящих через 

вершину D и перпендикулярных сторонам АВ, ВС и СА. 

42. Найти множество точек, равноудаленных от точек 

А(2;–1;3) и В(4;5;–3). 
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43. Найти координаты направляющего и нормального 

векторов следующих плоскостей: а) x + 2y – z + 1 = 0;  

б) x – 3z + 5 = 0; в) y + 1 = 0; г) x – 3y + z + 4 = 0. 

44. Составить уравнение плоскости: а) проходящей через 

точки А(1;–1;3), В(1;2;4) и перпендикулярной плоскости  

2x – 3y + z + 1 = 0; б) проходящей через начало координат и 

перпендикулярной плоскостям 2x – y + 3z – 1 = 0 и 

x + 2y + z = 0; в) проходящей через точку М(1;1;–2) и перпен-

дикулярной плоскостям 2x + 3z = 0 и x – y + z – 1 = 0; 

г) проходящей через основание М(2;6;–4) перпендикуляра, 

проведенного к плоскости через начало координат. 

45. Составить уравнение касательной плоскости к сфере 

49222  zyx  в точке М0(2;–3;6). 

46. Составить уравнение касательной плоскости к сфере 

010264222  zyxzyx  в точке А(0;1;3). 

47. Вычислить расстояние от начала координат до плос-

кости: а) 15x – 10y + 6z – 90 = 0; б) 2x – 3y + 5z – 3 = 0; 

в) 7x + y – 5 = 0. 

48. Найти расстояние от точки М0 до плоскости π в каж-

дом из следующих случаев: а) М0(1;–2;2), π: 2x + y + 2z – 7 = 0; 

б) М0(3;0;4), π: 2x + 3z + 8 = 0; в)  2;2;10 М , 

0235:  zyx . 

49. Установить расположение плоскости 2x – 2y – z + 9 = 0  

относительно сферы в каждом из следующих случаев: 

а)       4111
222
 zух ; б)     932

222
 zyx ; 

в)       4333
222
 zyx ; г) (x + 1)2+(y + 2)2+(z–11)2 = 5. 

50. Вычислить расстояние между следующими парами 

параллельных плоскостей: а) x – 2y + 2z – 6 = 0 и  

x – 2y + 2z + 18 = 0; б) 2x – 3y + 6z – 14 = 0 и 4x – 6y + 12z – 21 = 0; 

в) x – y + 5z + 27 = 0 и x – y + 5z – 54 = 0; г) 2x – 3y + 5z + 27 = 0 и 

–6x + 9y – 15z + 9 = 0; д) x – 3y + 2z + 1 = 0 и 2x – 6y + 4z + 3 = 0. 

51. На оси ОZ найти точку, равноудаленную от точки 

М(1;1;4) и от плоскости π: 2x – 2y + z – 12 = 0. 

52. На оси ОY найти точку, равноудаленную от двух 

плоскостей α: x + 2y – z – 1 = 0 и β: 3x + 5 = 0. 

53. Составить уравнение множества точек пространства, 

отстоящих от плоскости 6x – 3y + 2z – 14 = 0 на расстояние, 

равное 3. 
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54. Написать уравнение сферы, центр которой лежит на оси 

ОХ и которая касается двух плоскостей α: 2x – 4y – 3z + 21 = 0 и 

β: 5x – 2z = 0. 

55. Даны вершины тетраэдра АВСD: А(0;0;3), В(1;–2;1), 

С(0;–2;2), D(1;1;1). Вычислить длину высоты DН тетраэдра. 

56. Составить уравнение множества точек пространства, 

равноудаленных от двух параллельных плоскостей, в каждом из 

следующих случаев: а) 2x – y + 3z – 4 = 0 и 2x – y + 3z – 5 = 0; 

б) x + y – 2z – 3 = 0 и x + y – 2z + 7 = 0; в) 3x – y + z + 5 = 0 и  

3x – y + z + 15 = 0. 

57. Определить двугранные углы между следующими па-

рами плоскостей: а) 16x + 8y + 2z + 1 = 0  и 2x – 2y + z + 5 = 0; 

б) 2x + 5y + 4z + 15 = 0 и 6x – 3z + 2 = 0; в) 4x – 5y + 3z – 1 = 0 

и x – 4y – z + 9 = 0; г) 3x – y + 2z + 15 = 0 и 5x + 9y – 3z – 1 = 0. 

 

6. Прямая в аффинной системе координат 

58. Определить координаты нескольких точек, лежащих на 

прямых:  

а) 
1

4

31

1 


 zyx
; б) 















;5

,3

,23

z

ty

tx

 в) 








.05

,03

zyx

x
 

59. Определить, какие из точек  1;2;11 M ,  3;1;22M , 

 1;4;03 M  принадлежат прямой 














.23

,1

,32

:

tz

ty

tx

l  

60. Написать уравнение прямой: а) проходящей через две 

точки 









2

1
;3;21M , 









2

3
;5;32M ; б) проходящей через точку 

 3;1;2 M  и параллельной вектору  1;3;1р


; в) образованной 

пересечением плоскости x + 3y – z + 1 = 0 с координатной 

плоскостью ОХY; г) образованной пересечением плоскости 

x – y + z = 0 с плоскостью, проходящей через точки А(2;0;3), 

В(1;1;1), С(2;4;–3); д) проходящей через точку М(1;–3;4) и 

параллельной прямой 








013

032

zyx

zyx
; е) проходящей через 
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точку K(2;–5;3) и параллельной прямой 
9

3

6

2

4

1 







 zyx
; 

ж) проходящей через начало координат и параллельной пря-

мой 














.52

,26

,13

tz

ty

tx

 

61. Написать уравнения прямых, содержащих ребра тет-

раэдра АВСD, если А(0;0;2), В(4;0;5), С(5;3;0), D(–1;4;–2). 

62. Проверить, лежат ли точки А(3;0;1), В(0;2;4), 









3;

3

4
;1С  на одной прямой. 

63. Написать параметрические уравнения прямых: 

а) 








;0

,03

y

zyx
 б) 









;01

,012

yx

zyx
 в) 









.0

,0

zy

x
 

64. Установить взаимное расположение следующих пар 

прямых: а) 














tz

ty

tx

43

,7

,21

 и 














;2

,21

,36

tz

ty

tx

 б) 














tz

ty

tx

3

,5

,9

  

и 








;032

,09332

zyx

zyx
 в) 









04

,032

z

yx
 и 









;0732

,08

zy

zx
 

г) 














tz

ty

tx

33

,48

,

 и 








;022

,0

zyx

zyx
 д) 















tz

ty

tx

,22

,21

  

и 














;4

,35

,2

z

ty

tx

 е) 








01737

,022

zyx

zy
 и 















.4

,1

,32

tz

y

tx

 

65. Доказать, что прямые 














tz

ty

tx

81

,6

,42

 и 














tz

ty

tx

4

,92

,67

 лежат 

в одной плоскости, и написать уравнения этой плоскости. 

66. Доказать, что следующие пары прямых параллельны, 

и составить уравнение плоскостей, проходящих через каждую 
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пару прямых: а) 














tz

ty

tx

1

,

,21

 и 








;023

,023

zyx

zyx
 

б) 
12

1

3

2 zyx








 и 









.085

,0

zyx

zyx
 

67. Составить уравнение плоскости, проходящей через 

прямую 
2

1

4

3

1

5 





 zyx
 и параллельной прямой 









.0532

,032

zyx

zyx
 

68. Составить уравнение плоскости, проходящей через 

точку М(1;3;7) и прямую 
1

5

5

3

2 







zyx
. 

69. Выяснить взаимное расположение прямой l и плоско-

сти α, если: а) 














tz

ty

tx

l

2

,3

,21

:  и 012:  zyx ; 

б) 
2

2

3

1

1
:







zyx
l  и α: x – 2y + 5z – 6 = 0; в) 

1

1

31

1
:




 zyx
l  

и 0452:  zyx . 

 

7. Метрические задачи на сочетание прямых  

и плоскостей 

Во всех следующих задачах предполагается, что в про-

странстве задан ортонормированный репер }.,,,0{ kjiR


 

70. Найти расстояние от точки Р до прямой l, если: 

а)  7;9;7P , 
23

1

4

2
:

zyx
l 





; б)  2;1;0P , 















.1

,22

,1

:

z

ty

tx

l  

71. Найти расстояние между скрещивающимися прямы-

ми: а) 
1

1

1

1

4

2









 zyx
 и 

3

2

2

2

2

4











 zyx
; 

б) 
22

1

3

2 zyx








 и 

0

1

2

2

3

1 





 zyx
. 
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72. Найти угол между прямой l и плоскостью π:  

а) 
6

4

3

12

2
:







zyx
l  и 010156:  zyx ; 

 б) 














12

,22

,3

:

tz

ty

tx

l  и 05224:  zyx . 

73. Определить угол между следующими прямыми: 

а) 








012

,01

zx

y
 и 









;1

,0

z

x
 б) 















tz

ty

tx

23

,

,12

 и 








.0322

,012

zyx

zyx
 

74. Написать уравнения прямой: а) проходящей через 

точку  3;3;2 M  и перпендикулярной плоскости 

0143  zyx ; б) проходящей через точку  1;3;2 A , пере-

секающей прямую 
34

2

3

1 zyx






 и перпендикулярной к 

ней; в) проходящей через точку  1;3;2M  и перпендикулярной 

прямым








0222

,0432

zyx

zyx
 и 









.042

,01

zyx

zyx
 

75. На прямой 








02943

,012

zyx

zyx
 найти точку, равно-

удаленную от точек  4;11;3A  и  2;13;5 B . 

76. Написать уравнение плоскости: а) проходящей через 

точку  4;3;1A  и перпендикулярной к прямой 

5

2

32

1 





 zyx
; б) проходящей через начало координат и 

перпендикулярной прямой 








;05

,0132

zyx

zyx
 в) проходящей 

через начало координат, параллельной прямой 

1

2

32

1






 zyx
 и перпендикулярной к плоскости 

012  zyx . 
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§ 7. Задачи для самостоятельного решения 

 

Вариант 0 

 

1. Даны вершины треугольника АВС: A(–10;2), B(6;4). Его 

высоты пересекаются в точке H(5;2). Написать уравнения 

прямых, содержащих стороны треугольника и медиану АK. 

 

Дано: ΔАВС, A(–10;2), 

B(6;4),  H(5;2) — точ-

ка пересечения высот 

ΔАВС, АK — медиана. 

Найти: уравне-

ния прямых АВ, ВС, 

АС, АK. 

Решение: Урав-

нение прямой АВ за-

пишем, зная коорди-

наты точек А и В, которые принадлежат этой прямой: 

24

2

106

10








 ух
. То есть 

2

2

16

10 


 ух
. Воспользуемся свой-

ством пропорций:    216102  ух . В результате реше-

ния данного уравнения получаем, что прямая АВ задается 

уравнением 0268  ух . 

Для прямой ВС точка В является начальной точкой, а 

вектор  0;15АН  — нормальным вектором. Поэтому 

    040615:  ухВС , следовательно, 06: хВС . 

Аналогично для прямой АС точка А — начальная точка, 

 2;1 ВН  — нормальный вектор. То есть 

        022101:  ухАС . Полученное уравнение 

умножаем на (–1) и, раскрывая скобки, получаем: 

04210  ух . Таким образом, прямая АС задается урав-

нением 062  ух . 

Так как АK — медиана ΔАВС, то точка K — середина ВС, 

следовательно, для того чтобы найти координаты точки K, 

найдем координаты точки С, зная, что ВСАСС  . Соста-

CА

В

KH
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вим систему из уравнений прямых АС и ВС: 








.06

,062

х

ух
 

Решаем полученную систему, то есть 








.6

,6

у

х
  

Таким образом, точка С имеет координаты  6;6 С . 

Тогда  ухK ; : 
 




















,1
2

64

,6
2

66

у

х

 то есть K(6;–1). 

Запишем уравнение прямой АK, зная координаты точек А 

и K: 

21

2

106

10
:








 ух
АK , то есть 

3

2

16

10






 ух
. В результате 

получаем уравнение прямой АK: 

02163:  ухАK . 

Ответ: AB: x – 8y + 26 = 0, BC: x – 6 = 0, AC: x + 2y + 6 = 0, 

02163:  ухАK . 

 

2. Составить уравнение прямой, проходящей через точку 

A(2;3;–1) и перпендикулярной плоскости x + 2y – z + 1 = 0. Выяс-

нить взаимное расположение этой прямой и плоскости  

2x + y – 3z + 3 = 0. 

Дано: A(2;3;–1), π: x + 2y – z + 1 = 0, α: 2x + y – 3z + 3 = 0, 

lAl :  и l . 

Найти: l, взаимное расположение l и α. 

Решение. Составим уравнение прямой l. Так как lA , 

следовательно, точка А — начальная точка прямой l. По усло-

вию l , нормальный вектор  1;2;1 n


 плоскости π является 

направляющим вектором прямой l. Тогда 

1

1

2

3

1

2
:









 zyx
l . 

Для того чтобы выяснить взаимное расположение пря-

мой l и плоскости α, запишем параметрические уравнения 

прямой l: 














.1

,23

,2

tz

ty

tх

 Решим систему, составленную из урав-
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нений l и α:





















.1

,23

,2

,0332

tz

ty

tх

zух

 В первое уравнение системы 

вместо x, y, z подставим соответствующие выражения: 

      03132322  ttt , раскрываем скобки: 

03332324  ttt , приводим подобные слагае-

мые: 0137 t , откуда 
7

13
t , следовательно, l и α пересе-

каются в точке М, которая имеет координаты 






































,
7

13
1

,
7

13
23

,
7

13
2

z

y

x

 то есть 









7

6
;

7

5
;

7

1
M . 

Ответ: 
1

1

2

3

1

2
:









 zyx
l , 










7

6
;

7

5
;

7

1
Ml  . 

 

3. Составить уравнение плоскости, проходящей через 

точку M(1;–2;1) и перпендикулярной прямой 









.02

,032

zyx

zyx
 

Дано: M(1;–2;1), 








,02

,032
:

zyx

zyx
l   M:  и l . 

Найти: α. 

Решение. Так как M , следовательно, М — начальная 

точка плоскости α. По условию l , следовательно, 

направляющий вектор р


 прямой l является нормальным век-

тором плоскости α. Найдем координаты вектора р


: 













 





11

21
;

11

11
;

11

12
р


. 
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Вычислим определители второго порядка, получим 

 3;2;1р


. Тогда       0132211:  zyx , в уравнении 

раскрываем скобки: 033421  zyx , приводим по-

добные слагаемые, получаем: 032  zyx . 

Ответ: 032:  zyx . 

 

 

Вариант 1 

 

1. Даны вершины тетраэдра:  2;0;4А ,  1;5;0В ,  3;1;4 С  

и  5;1;3D . Написать уравнение плоскости: 

a) проходящей через ребро АВ и параллельной ребру СD; 

б) проходящей через вершину А и параллельной грани 

ВСD. 

2. Написать уравнение прямой, содержащей медиану АМ 

треугольника АВС, если:  2;1;1А ,  0;1;2 В ,  2;2;1С  (си-

стема координат — прямоугольная). 

3. Составить уравнение плоскости, проходящей через 

точку  3;2;1 М  и параллельной прямым 
3

7

3

1

2

1 







 zух
, 

1

3

2

2

3

5











 zух
. 

 

 

Вариант 2 

 

1. В точке  6;2А , лежащей на окружности 

    2532
22
 ух , провести касательную к данной окруж-

ности. 

2. Составить уравнение прямой: 

а) проходящей через точку  4;3;1 М  и параллельной 

прямой 








;013

,032

zyx

zух
 

б) образованной пересечением плоскости 

03275  zyx  с координатной плоскостью OXZ. 
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3. Написать уравнение плоскости, проходящей через 

прямую
3

2

1

4

2

3









 zyx
 и параллельной прямой 

1

1

7

2

4

5 





 zyx
. 

 

 

 

Вариант 3 

 

1. Дан тетраэдр  5;2;1А ,  5;4;0 В ,  1;2;3С ,  4;2;1D . 

Написать уравнение: 

а) плоскости, проходящей через вершину D и перпенди-

кулярной ребру ВС; 

б) грани АВD (система координат — прямоугольная). 

2. Составить уравнение прямой: 

а) проходящей через точки 









2

1
;3;21М  и 









2

3
;5;32М ; 

б) проходящей через точку  3;3;2 М  и перпендикуляр-

ной плоскости 0143  zyx  (система координат — пря-

моугольная). 

3. Через прямую 
2

1

1

3

5

2 





 zyx
 провести плоскость, 

перпендикулярную к плоскости 0734  zyx  (система 

координат — прямоугольная). 

 

 

 

Вариант 4 

 

1. Написать параметрические уравнения плоскости, ко-

торая проходит через точку  3;1;2 A  параллельно плоскости 

0132  zyx . 

2. Составить уравнение прямой: 

а) проходящей через точку  3;0;2 A  и параллельной оси 

OZ; 

б) проходящей через точки  3;2;01 A  и  1;2;32 A . 
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3. Составить уравнение плоскости, проходящей через 

прямую 
2

2

3

2

2

1 







 zyx
 и перпендикулярной плоскости 

0523  zyx  (система координат — прямоугольная). 

 

Вариант 5 

 

1. Доказать, что ΔАВС равнобедренный и составить 

уравнение его оси симметрии, если  1;2A ,  3;4B ,  3;2C . 

2. Показать, что прямые 
1

1

2

1

1

3 





 zyx
 и 

11

2

3

4 zyx






 пересекаются, и найти координаты точки 

пересечения. 

3. Написать уравнение плоскости, проходящей: а) через 

точку  3;4;5P , которая является основанием перпендикуля-

ра, опущенного на плоскость из начала координат; б) прохо-

дящей через точку  5;2;3M  параллельно прямым 

4

4

1

2

3

1 





 zyx
 и 















.65

,31

,22

tz

ty

tx

 Репер ортонормирован-

ный. 

 

Вариант 6 

 

1. Найти проекцию точки  8;0M  на прямую 

023:  yxl . Репер ортонормированный. 

2. Составить уравнение прямой, проходящей через точку 

 7;5;1M  и точку пересечения прямой 
4

3

1

1

2

1
:







 zyx
l  с 

плоскостью 01432:  zyx . 

3. Написать уравнение плоскости, проходящей через 

начало координат параллельно прямой 
1

2

32

1






 zyx
 и 

перпендикулярно плоскости 012  zyx . Репер ортонор-

мированный. 
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Вариант 7 

 
1. На осях координат найти точки, каждая из которых 

равноудалена от точек  1;1B  и  7;3C . Репер ортонормиро-

ванный. 

2. Написать параметрические уравнения прямой, прохо-

дящей через точку  5;2;3 M  параллельно оси ординат. 

3. Доказать, что прямые 
4

3

1

7

2

1
:1







 zyx
l  и 















tz

ty

tx

l

2

,21

,36

:2  лежат в одной плоскости, составить уравне-

ние этой плоскости. 

 

 
Вариант 8 

 
1. Прямая АВ пересекает координатные плоскости OXY и 

OYZ в точках М и N. Вычислить длину MN, если  1;1;2A , 

 3;0;2B . Репер ортонормированный. 

2. Написать уравнение плоскости, проходящей через точ-

ку  1;2;3 M  перпендикулярно к прямой 








.07222

,0132

zyx

zyx
 

Репер ортонормированный. 

3. Выяснить взаимное расположение прямых 









043

,013
:1

zyx

zyx
l  и 















.24

,31

,2

:2

tz

ty

tx

l  

 

 
Вариант 9 

 

1. Показать, что треугольник, заданный уравнениями 

своих сторон 085  yx , 0148  yx , 01747  yx , 

является равнобедренным. Репер ортонормированный. 
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2. Составить параметрические уравнения прямой: 

а) 








;012

,062

zyx

zyx
 б) проходящей через точку  3;1;1 B  

параллельно прямой 
1

1

4

2

2

1 





 zyx
. 

3. Составить уравнение плоскости, проходящей через се-

редину отрезка 21MM  перпендикулярно к нему, если 

 4;2;31 M ,  2;4;12M . Репер ортонормированный. 

 

Вариант 10 

 

1. Дан ΔАВС:  2;1A ,  6;1B ,  10;5C . Составить урав-

нение средней линии ΔАВС, параллельной АВ. 

2. Установить расположение плоскости π относительно 

сферы       4333
222
 zyx , если известно, что плос-

кость π проходит через прямые l1 и l2, где 









,085

,0
:1

zyx

zyx
l  

12

1

3

2
:2

zyx
l 







. Репер ортонорми-

рованный. 

3. Найти сумму координат точки пересечения прямой 









0932

,0423

zyx

zyx
 с плоскостью ХОY. 
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§ 8. Вопросы для самопроверки 

 

1. Даны точки А(2; 3; 0), В(–1; 2; 3). Найти  координаты 

точки С, делящей отрезок АВ пополам. 

2. Записать уравнение плоскости, параллельной оси ОZ. 

3. Записать уравнение плоскости, параллельной плоско-

сти XOZ и проходящей через точку А(2;–5;3). 

4. Записать уравнение плоскости, проходящей через точ-

ку А(3;–5;1) и параллельной плоскости x – 2y + 4z = 0. 

5. Выяснить взаимное расположение плоскостей  

α: x – 3y + z + 1 = 0 и β: 2x + y – 4z + 2 = 0. 

6. Записать общее уравнение плоскости, проходящей че-

рез ось ОХ. 

7. Записать условие параллельности двух плоскостей в 

пространстве, заданных уравнениями А1x + В1y + С1z + D1 = 0 

и A2x + B2y + C2z + D2 = 0. 

8. Записать формулу для нахождения расстояния от точ-

ки M0(x0,y0) до прямой l: Ax + By + C = 0 на плоскости. 

9. Выяснить взаимное расположение прямой и плоско-

сти, если π: Аx + Вy + Сz + D = 0 , ,: 000



zzyyxx
l








 

,0  CBA  Аx0 + Вy0 + Сz0 + D ≠ 0 . 

10. Даны две прямые. Выяснить их взаимное расположение, 

если ,:
1

1

1

1

1

1
1



zzyyxx
l








  

2

2

2

2

2

2
2 :



zzyyxx
l








, 

.,0
2

1

2

1

222

111

121212











 

 zzyyxx

 

11. Записать уравнение прямой на плоскости в «отрезках». 

12. Записать формулу для нахождения расстояния от 

точки M0(x0;y0;z0) до плоскости π: Аx + Вy + Сz + D = 0. 

13. Найти расстояние между плоскостями, заданными 

уравнениями 2x + 3y + 4z + 5 = 0 и 2x + 3y + 4z + 7 = 0. 

14. Выяснить взаимное расположение прямой 

3

3

2

1

3

1











 zyx
 и плоскости 2x – 3y + 4z + 3 = 0.  
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15. Выяснить взаимное расположение прямой 

3

3

2

1

3

1 







 zyx
 и плоскости 2x – 3y + 4z + 3 = 0. 

16. Выяснить взаимное расположение прямой 

4

3

3

1

2

1 







 zyx
 и плоскости  2x – 3y + 4z + 3 = 0. 

17. Выяснить взаимное расположение прямой 

8

3

6

1

4

1 





 zyx
 и плоскости 2x – 3y + 4z + 3 = 0. 

18. Записать координаты вектора n


, перпендикулярного 

плоскости x – 2y + 5z – 4 = 0. 

19. Найти B + C, если на плоскости прямая 2x – y –6 = 0 

параллельна прямой 2x + By + C = 0, проходящей через точку 

(–2;–1). 

20. Выяснить расположение прямой l: x + 1 = 0 относи-

тельно аффинной системы координат на плоскости. 

21. Записать условие, при котором плоскость, заданная 

уравнением Ах + Ву + Сz + D = 0 относительно аффинной си-

стемы координат, проходит  через начало координат. 

22. Выяснить взаимное расположение двух прямых на 

плоскости, если l1: x + y – 1 = 0, l2: 2x + 2y + 4 = 0. 

23. Записать формулу для нахождения  косинуса угла 

между прямыми a: A1x + B1y + C1 = 0 и b: A2x + B2y + C2z = 0. 

24. Выяснить взаимное расположение плоскостей  

α: 2x – y – 3z – 2 = 0 и β: 4x – 3y – z = 0. 

25. Записать уравнение медианы СK треугольника АВС, 

если A(4;4), B(–4;2), C(–4;0).  

26. Записать уравнение плоскости в «отрезках». 

27. Выяснить взаимное расположение прямой и плоско-

сти π: Ах + Ву + Сz + D = 0, ,000



zzyyxx 






 

.0  CBA  

28. Записать уравнение прямой на плоскости, заданной 

начальной точкой и нормальным вектором, если А(4;4) 

n


(2;3).  

29. Записать формулу для нахождения расстояния от 

точки M0(x0;y0;z0) до прямой .: 111



zzyyxx
l
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30. Вычислить расстояние от начала координат до плос-
кости, заданной уравнением 7x + y + 5 = 0. 

31. Записать уравнение плоскости, проходящей через 
точки М1(1;2;3), М2(2;1;3), М3(0;–1;2). 

32. Записать уравнение плоскости, проходящей через 

точку М(1;2;0) перпендикулярно вектору n


(2;–1;3). 

33. Даны точки А(2;–3), В(3;–5). Записать уравнение пря-
мой, проходящей через середину отрезка АВ и перпендику-
лярной к прямой АВ. 

34. Выяснить взаимное расположение прямых на плоско-
сти l1: 2x + y – 1 = 0,  l2: 4x + 2y – 2 = 0. 

35. Записать уравнение плоскости, содержащей ось абс-
цисс и проходящей через точку (2;1;–5). 

36. Записать уравнение плоскости, проходящей через 
начало координат и параллельной плоскости, заданной урав-
нением 2x – 4y + 5z – 9 = 0. 

37. Записать параметрические уравнения прямой в про-

странстве, проходящей через точки M1(1;2;3) и M2(2;1;3). 

38. Записать формулу для нахождения угла между двумя 

плоскостями, заданными общими уравнениями. 

39. Выяснить взаимное расположение двух прямых а и b, 

если ,:
1

1

1

1

1

1



zzyyxx
a








 ,:

2

2

2

2

2

2



zzyyxx
b








 

.,
1

12

1

12

1

12

2

1

2

1

2

1











 zzyyxx 






  

40. Выяснить взаимное расположение прямой и плоско-

сти, если π: Ах + Ву + Сz + D = 0, ,: 000



zzyyxx
l








 

,0  CBA  Аx0 + Вy0 + Сz0 + D0 = 0.  

41. На плоскости указать расстояние от точки M0(1;0) до 

прямой l: x + y + 1 = 0.  

42. На плоскости найти расстояние между параллельны-

ми прямыми a: 4x + 3y + 5 = 0 и b: 8x + 6y + 20 = 0. 

43. Записать уравнение прямой на плоскости, заданной 

начальной точкой A(1;–1) и направляющим вектором p


(2;3). 

44. Найти косинус угла между двумя прямыми 

1

2

4

2

1

3
:









 zyx
a  и 

12

2

2

1
:









 zyx
b . 



 

 69 

3. ЧАСТНАЯ ТЕОРИЯ КРИВЫХ И ПОВЕРХНОСТЕЙ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА 

 

§ 1. Теория кривых второго порядка 

 

Эллипсом называется множество точек плоскости, сумма 

расстояний от которых до двух данных точек есть величина 

постоянная, большая расстояния между точками. 

В канонической системе координат уравнение эллипса 

имеет вид 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

Все точки эллипса лежат внутри прямоугольника, сторо-

ны которого принадлежат прямым с уравнениями ax  , 

by  . 

Эллипс симметричен относительно осей и начала кано-

нической системы координат. 

Число 
a

c
 , где 10   называют эксцентриситетом 

эллипса. 

Уравнения 





sin

,cos

by

ax




 

носят название параметрических уравнений эллипса. 

Гиперболой называется множество точек плоскости, аб-

солютная величина разности расстояний от которых до двух 

данных точек есть величина постоянная, меньшая расстоя-

ния между данными точками. 

В канонической системе координат уравнение гиперболы 

имеет вид 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

Все точки гиперболы лежат вне полосы, границами кото-

рой являются прямые с уравнениями: ax  . Прямые 

x
a

b
y  , x

a

b
y   называют асимптотами гиперболы. 

Гипербола симметрична относительно осей и начала ка-

нонической системы координат. 

Р

ис.4.3 
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Число 
a

c
 , где 1 , называют эксцентриситетом ги-

перболы. 

Параболой называется множество точек плоскости, рас-

стояние от которых до некоторой прямой (директрисы) 

равно расстоянию до некоторой точки (фокуса). 

Уравнение параболы может быть записано в виде 

pxy 22  . 

Парабола симметрична относительно прямой, проходя-

щей через фокус и перпендикулярной к директрисе. 

Уравнение кривой второго порядка в полярных коорди-

натах имеет вид 

pr  )cos1(  , 

при этом если 1 , то это уравнение определяет эллипс 

(  20  ), если 1 , то уравнение определяет параболу 

(  20  ), если 1 , то уравнение определяет правую 

ветвь гиперболы ( 00 2   , где 0  — угол, для кото-

рого 



1

cos 0  ). 

 

 

§ 2. Теория поверхностей второго порядка 

 

Эллипсоидом называется множество точек пространства, 

координаты которых в некоторой прямоугольной декарто-

вой системе координат удовлетворяют уравнению 

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
. 

Эллипсоид симметричен относительно всех координат-

ных плоскостей, координатных осей и начала координат. 

Точки эллипсоида принадлежат части пространства, имею-

щей форму прямоугольного параллелепипеда, грани которого 

расположены на плоскостях с уравнениями x = ± a, 

y = ±b, z = ±c. 

Конусом второго порядка называется множество точек про-

странства, координаты которых в некоторой прямоугольной 

декартовой системе координат удовлетворяют уравнению 



 

 71 

0
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
. 

Конус симметричен относительно координатных плоско-

стей, координатных осей и начала координат. 

Однополостным гиперболоидом называется множество 

точек пространства, координаты которых в прямоугольной 

декартовой системе координат удовлетворяют уравнению 

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
. 

Двуполостным гиперболоидом называется множество 

точек пространства, координаты которых в прямоугольной 

декартовой системе координат удовлетворяют уравнению 

.1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 

Однополостный и двуполостный гиперболоиды симмет-

ричны относительно всех координатных плоскостей, коорди-

натных осей и начала координат. 

Эллиптическим параболоидом называется множество то-

чек пространства, координаты которых в прямоугольной де-

картовой системе координат удовлетворяют уравнению 

z
q

y

p

x
2

22

 , где 0, qp . 

Гиперболическим параболоидом называется множество 

точек пространства, координаты которых в прямоугольной 

декартовой системе координат удовлетворяют уравнению 

z
q

y

p

x
2

22

 , где 0, qp . 

Параболоиды проходят через начало координат. Параболо-

иды симметричны относительно плоскостей YOZ, XOZ и оси OZ. 

Эллиптическим цилиндром называется множество точек 

пространства, координаты которых в прямоугольной декар-

товой системе координат удовлетворяют уравнению 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

Гиперболическим цилиндром называется множество то-

чек пространства, координаты которых в прямоугольной де-

картовой системе координат удовлетворяют уравнению 
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1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

Эллиптический и гиперболический цилиндры симмет-

ричны относительно всех координатных плоскостей, коорди-

натных осей и начала координат. 

Параболическим цилиндром называется множество точек 

пространства, координаты которых в прямоугольной декар-

товой системе координат удовлетворяют уравнению 

pxy 22  . 

Параболический цилиндр симметричен относительно ко-

ординатных плоскостей XOY, XOZ, оси OX. 

Уравнение поверхности, полученной при вращении кри-

вой γ с уравнением 








)(

),(

zy

zx




 вокруг оси OZ, имеет вид 

)()( 2222 zzyx   . 

При вращении кривых второго порядка вокруг их осей 

симметрии получаются поверхности второго порядка. Напри-

мер, эллипсоид вращения ( 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

b

x
), гиперболоиды 

вращения ( 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

b

x
, 1

2

2

2

2

2

2


b

y

c

z

c

x
), параболоид 

вращения ( z
p

y

p

x
2

22

 ). 

 

 
§ 3. Вопросы и задачи 

 

На плоскости и в пространстве выбрана прямоугольная 

декартова система координат. 

 

1. Эллипс 

1. Найти длины полуосей и координаты фокусов следую-

щих эллипсов: а) 03694 22  ух ; б) 05761444 22  ух ; 

в) 99 22  ух ; г) 1259 22  ух . Изобразить эллипсы на чер-

теже. 



 

 73 

2. Найти точки, принадлежащие эллипсу 1
416

22


ух

, 

абсциссы которых равны: а) 2; б) 3; в) 1. 

3. Составить каноническое уравнение эллипса, если: 

а) вершины эллипса имеют координаты A1(6;0), А2(–6;0), 

В1(0;3), В2(0;–3); б) фокальное расстояние равно 10, а малая 

полуось равна 5; в) эксцентриситет равен 
3

3
, а большая по-

луось равна 3; г) эксцентриситет равен 
5

3
, а малая полуось 

равна 2; д) расстояние между фокусами равно 8, а эксцентри-

ситет равен 
2

1
. 

4. Составить уравнение эллипса в канонической системе 

координат, если: а) эллипс проходит через точки 














3

5
;21М  и 

 0;32 М ; б) эллипс проходит через точки  3;11М ,  1;42М ; 

в) эллипс проходит через точку 









4

7
;3М  и расстояние меж-

ду фокусами равно 6; г) эллипс проходит через точку 











15

11
;3М  и имеет эксцентриситет, равный 

15

2
. 

5. Написать уравнения директрис эллипса 1
3645

22


ух

 и 

найти расстояние между ними. 

6. Составить уравнение эллипса, если: а) расстояние 

между директрисами равно 12, а большая ось равна 32 ; 

б) расстояние между директрисами равно 
11

72
, а между фо-

кусами — 112 ; в) расстояние между директрисами равно 

154 , а эксцентриситет равен 
3

2
; г) прямые

13

8
х  слу-

жат директрисами эллипса, а малая полуось равна 2. 
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7. Найти координаты фокусов, уравнения директрис, 

изобразить на чертеже данные кривые, их фокусы и дирек-

трисы: а) 1
416

22


ух

; б) 1
14

22


ух

; в) 1
94

22


ух

. 

 

2. Гипербола 

1. Найти длины полуосей, координаты фокусов следую-

щих гипербол: а) 03649 22  ух ; б) 011625 22  ух ; 

в) 02522  ух ; г) 010210 22  ух . Изобразить гипер-

болы на чертеже. 

2. Составить каноническое уравнение гиперболы, если: 

а) расстояние между вершинами равно 8, а расстояние между 

фокусами равно 10; б) действительная ось равна 6 и гипербо-

ла проходит через точку  32;6А ; в) расстояние между ди-

ректрисами равно 
3

8
 и эксцентриситет равен 

2

3
. 

3. Определить полуоси, координаты фокусов, эксцентри-

ситет, уравнения асимптот и уравнения директрис следующих 

гипербол: а) 3694 22  ух ; б) 144916 22  ух . Сделать чер-

теж. 

4. Составить каноническое уравнение гиперболы, если: 

а) гипербола проходит через точки A(4;0) и  4;174В ; 

б) гипербола проходит через точку P(–5;3) и имеет эксцен-

триситет, равный 2 ; в) гипербола имеет асимптоты 

034  xy  и директрисы 0165 x ; г) гипербола является 

равнобочной и проходит через точки  1;2K ; д) угол между 

асимптотами равен 60° и гипербола проходит через точку 

 2;34М ; е) угол между асимптотами равен 45° и гипербола 

проходит через точку M(5;3); ж) гипербола имеет общие фо-

кусы с эллипсом 1
1035

22


ух

 и проходит через точку 

 3;24М ; з) гипербола имеет общие фокусы с эллипсом 

1
2449

22


ух

 и ее эксцентриситет равен 
4

5
. 
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5. Для равнобочной гиперболы 1
99

22


ух

 написать 

уравнение софокусной с ней гиперболы, проходящей через 

точку  2;4М . 

По данному эксцентриситету в каждом из следующих 
случаев определить угол между асимптотами гипербол: 

а) 2 ; б) 2 ; в) 
3

32
 . 

3. Парабола 
1. Определить координаты фокуса и составить уравнение 

директрисы для каждой из следующих парабол: а) ху 62  ; 

б) ух 32  ; в) ух 42  ; г) ху 22  ; д) 032 2  ух ; 

е) 0163 2  ху . Сделать чертеж. 

2. Составить каноническое уравнение параболы в каждом 
из следующих случаев: а) расстояние от фокуса, лежащего на 
оси ОХ, до вершины равно 4; б) парабола симметрична отно-
сительно оси абсцисс и проходит через точку M(1;2); в) пара-
бола симметрична относительно оси ординат и проходит че-
рез точку M(–5;2); г) парабола симметрична относительно оси 
ординат и проходит через точку M(3;–4). 

3. Составить уравнение параболы, если: а) фокус имеет 
координаты (–6;0); б) фокус имеет координаты (0;4); 
в) директриса задана уравнением x + 4 = 0; г) директриса за-
дана уравнением y – 10 = 0; д) директриса задана уравнением 
x – 5 = 0. 

 

4. Цилиндрические и конические поверхности 
1. Составить уравнение круговой цилиндрической по-

верхности, если известны уравнение ее оси l и координаты 

одной из ее точек М: а) 














tz

ty

tx

l

23

,41

,37

:  и M(2;–1;0); 

б) 














tz

ty

tx

l

23

,21

,

:  и M(1;–2;1). 

2. Составить уравнение цилиндрической поверхности в 
каждом из следующих случаев: а) направляющая лежит в 
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плоскости ОХY и имеет уравнение 










,0

,032 22

z

хухух
 а 

образующие параллельны вектору  1;0;1p


; б) направляющая 

лежит в плоскости ОYZ и имеет уравнение 










,0

,052

x

yzy
 а 

образующие параллельны оси ОХ; в) направляющая лежит в 

плоскости ОXY и имеет уравнение 












,0

,1
45

22

z

yx

 а образую-

щие параллельны вектору  1;2;1 p


; г) направляющая лежит в 

плоскости ОХZ и является окружностью 
 










,0

,41 22

y

zx
 а 

образующие параллельны оси ОY. 
3. Написать уравнение цилиндрической поверхности в 

каждом из следующих случаев, если ее образующие парал-

лельны вектору  ,2;3;5 p


 а направляющая задана уравнени-

ем: а) 










;0

,2522

z

yx
 б) 











;0

,422

x

zy
 в) 











;0

,22

y

zx
 

г) 












.0

,1
94

22

z

yx

 Для каждого случая сделать чертеж. 

4. Написать уравнение конической поверхности, если: 

а) направляющая в плоскости ОХY задана уравнением 











0

,022

z

уух
 и вершина имеет координаты (1;0;1); 

б) направляющая в плоскости ОYZ задана уравнением 











0

,1622

x

zy
 и вершина имеет координаты (1;0;0); 

в) направляющая в плоскости ОХZ задана уравнением 
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0

,1
925

22

y

zx

 и вершина имеет координаты (0;4;–3).  

В каждом случае сделать чертеж. 

5. Написать уравнение конической поверхности с верши-

ной в начале координат, если ее направляющая задана урав-

нением: а) 












;0242

,1
142

222

zух

zyx

 б) 
 











.4

,95
222

z

zyx
 

 

5. Сферическая поверхность. Поверхности вращения 

1. Написать уравнение сферической поверхности: а) с цен-

тром в точке P(0;1;0) и радиусом 5; б) с центром в начале коор-

динат и радиусом 6; в) с центром в точке  

S(5;1;–3) и проходящей через точку M(2;–3–3); г) с центром в 

точке P(1;4;–7) и касающейся плоскости α: 6x + 6y – 7z + 42 = 0. 

2. Определить координаты центра и величину радиуса для 

каждой из следующих сфер: а) x2 + y2 + z2 –6x + 8y + 2z + 10 = 0; 

б) 0442222  yxzyx ; в) ;0106222  xzyx  

г) .095722436363636 222  zyxzyx  

3. Написать уравнение поверхности, образованной вра-

щением вокруг оси ОY каждой из следующих кривых, распо-

ложенных на плоскости ОХY: а) 












;0

,1
164

22

z

yx

 

б) 












;0

,1
1625

22

z

yx

 в) 












;0

,1
169

22

z

yx

 г) 










.0

,62

z

yx
 

4. Написать уравнение поверхности, образованной вра-

щением вокруг оси ОХ (оси ОY) линии, заданной уравнением: 

а) 










;0

,22

z

yx
 б) 









;0

,02

z

yx
 в) 









.0

,5

y

x
  

В каждом случае сделать чертеж. 

5. Исследовать методом сечений поверхности второго по-

рядка: а) x2 + y2 – 2y = 0; б) x2 –2x – 2y + 1 = 0; в) x2 + y2 – 2z2 = 1. 



 

 78 

6. Эллипсоид, гиперболоиды, параболоиды 

1. Исследовать методом сечений следующие поверхности 

второго порядка, заданные уравнениями:  

а) 1
41625

222


zyx

;   б) 0842 222  xzyx ;  

в) 054222  zzyx ;  г) 1
4916

222


zyx

. 

2. Написать уравнение эллипсоида, оси которого совпа-

дают с осями координат, который: а) проходит через точку 

M(2;0;1) и пересекает плоскость ОYZ по эллипсу 













;0

,1
18

22

z

yx

 б) проходит через точку  3;3;11M  и пересе-

кает плоскость ОYZ по эллипсу 












;0

,1
205

22

x

zy

 в) пересекает 

плоскость ОYZ по эллипсу 












,0

,1
225

22

x

zy

 а плоскость ОХY —

по окружности 










;0

,2522

z

yx
 г) проходит через точки 

M1(2;2;4), M2(0;0;6), M3(2;4;2). 

3. Исследовать методом сечений следующие поверхно-

сти: а) 1
94

22
2 

zy
x ; б) 08842 222  zzyx . 

4. Определить сечение однополостного гиперболоида 

1
1625

2
22

 z
yx

 плоскостью, проведенной через точку 

M(0;0;1) параллельно плоскости ОХY. 

5. Написать каноническое уравнение однополостного ги-

перболоида, если поверхность: а) проходит через точку 

 2;3;5М  и пересекает плоскость ОХZ по гиперболе 
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;0

,1
45

22

y

zx

 б) пересекает плоскость ОXY по окружности 











,0

,922

z

yx
 а плоскость ОХZ — по гиперболе 













.0

,1
109

22

y

zx

 

6. Написать уравнение двуполостного гиперболоида, ес-

ли точки М1(3;1;2),  3;11;22M ,  15;2;63M  лежат на дан-

ной поверхности. 

7. Исследовать методом сечений следующие поверхности 

второго порядка: а) 0164 22  zyx ; б) 05422 22  zyx ; 

в) 0142 22  zxyx . 

8. Написать уравнение эллиптического параболоида, ось 

которого совпадает с осью ОZ, проходящего через точки  

А(1;–2;1) и В(–3;–3;2). 

9. Найти уравнения прямолинейных образующих: 

а) гиперболического параболоида z
yx

2
28

22

 , параллель-

ных плоскости 01846  zyx ; б) однополостного гипер-

болоида 1
4925

222


zyx

, проходящих через точку М(5;3;2). 

10. Написать каноническое уравнение двуполостного ги-

перболоида, если поверхность пересекает ось OXZ по гиперболе 

1
54

22


xz

, а плоскость ОYZ — по гиперболе 1
54

22


yz

. 

11. Написать уравнение гиперболического параболоида, 

ось которого совпадает с осью ОY, проходящего через точки 

A(1;–2;1) и B(–3;–3;2). 

12. Написать каноническое уравнение гиперболического 

параболоида, который проходит через точку M(8;0;8) и пере-

секает плоскость ХОZ по параболе –y2 = 16z. 

13. Написать каноническое уравнение эллиптического 

параболоида, если поверхность пересекает плоскость ОХZ по 

параболе x2 + y2 = 9z, а плоскость YOZ — по параболе y2 = 18z. 
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§ 4. Задачи для самостоятельного решения 

 

Вариант 0 

 

1. Составить каноническое уравнение гиперболы, если 

она проходит через точку M(9/2;–1), а уравнение ее асимп-

тот ху
3

2
 . 

Дано: 1:
2

2

2

2


b

y

a

x
 , 








1;

2

9
М , хуl

3

2
:1  , 

хуl
3

2
:2   — асимптоты. 

Найти: уравнение гиперболы. 

Решение. Каноническое уравнение гиперболы 

1
2

2

2

2


b

y

a

х
; уравнения ее асимптот хуl

3

2
:1  , хуl

3

2
:2  . 

Так как гипербола проходит через точку 







1;

2

9
М , коорди-

наты точки М удовлетворяют уравнению гиперболы, то есть 

 
1

12

9

2

2

2

2















ba
. Из уравнений асимптот следует, что 

3

2


a

b
. 

Решаем систему 
















.
3

2

,1
1

4

81
22

a

b

ba
 Из второго уравнения систе-

мы выразим b через а и подставим в первое, тогда 
















,1
4

9

4

81

,
3

2

22 aa

ab

 решаем второе уравнение системы, получаем: 













,18

,
3

182

2a

b
 или 











.8

,18

2

2

b

a
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Уравнение гиперболы имеет вид: 1
818

22


yx

. 

Ответ: 1
818

22


yx

. 

2. Написать уравнение поверхности вращения, образо-

ванной вращением параболы 










0

,102

x

yz
  вокруг: а) оси ОY; 

б) оси ОZ. 

Дано:










0

10
:

2

x

yz
 , l — 

ось вращения. а) OYl  ; 

б) OZl  . 

Найти: уравнения 

поверхности вращения. 

Решение 

а) Запишем уравне-

ние параболы в виде 











.0

,10

x

yz
 Тогда 

уравнение поверхности вращения yxz 1022 






  . 

Возведем обе части равенства в квадрат: yxz 1022  . 

б)  Запишем урав-

нение параболы в виде 













.0

,
10

1 2

x

zy
 

Тогда поверхность вра-

щения задается уравне-

нием 

222

10

1
zyx 







  . 

Возведем обе части ра-

венства в квадрат: 

k

j
i

Z

Y

X

O

k

ji

Z

Y

X

O
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422

100

1
zyx  ,  

то есть  224 100 yxz  . 

 

Ответ: а) yxz 1022  ; б)  224 100 yxz  . 

2. Определить вид сечения однополостного гиперболои-

да, заданного уравнением 1
4169

222


zyx

, плоскостью, про-

веденной через точку M(0;0;4) параллельно плоскости ОХY. 

Дано: 1
4169

:
222


zyx

HI , OXY||  и   4;0;0M , 

 HI . 

Найти: γ — ? 

Решение. Так как   4;0;0M  и OXY|| , то уравнение 

плоскости 4: z . Для того чтобы определить сечение γ, 

составим систему из уравнений плоскости π и однополостно-

го гиперболоида HI: 













,4

,1
4169

222

z

zyx

 следовательно, 












.4

,5
169

22

z

yx

  

Эта система в плоскости 4: z  задает эллипс 1
8045

22


yx

. 

Ответ: сечением HI плоскостью π является эллипс: 













.4

,1
8045

22

z

yx

 

 

Вариант 1 

 

1. Написать каноническое уравнение и исследовать ги-

перболу, проходящую через точки A(1;0), )4;5(B . 

2. Составить уравнение сферы, если центр сферы совпа-

дает с началом координат, а плоскость 075121516  zyx  

является касательной к сфере. 
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3. Определить вид поверхности 1
1649

222


zyx

 и изоб-

разить ее. 

 

 

Вариант 2 

 

1. Составить уравнение эллипса, имеющего общие фоку-

сы с гиперболой 1
24

22


yx

 и проходящего через точку 

M(0;3). 

2. Написать каноническое уравнение эллипсоида, кото-

рый проходит через точку )3;3;1(N  и пересекает плос-

кость YОZ по эллипсу 1
205

22


zy

 . 

3. Определить вид поверхности zх 62   и построить ее 

изображение. 

 

 

Вариант 3 

 

1. Составить каноническое уравнение эллипса, если пря-

мые 
11

36
x  служат директрисами эллипса, а расстояние 

между фокусами 112 . Изобразить эллипс на чертеже. 

2. Составить уравнение поверхности вращения вокруг 

оси ОY кривой 1
259

22


yx

, расположенной в плоскости ХОY. 

3. Определить вид поверхности 0144169 22  xy  и 

изобразить ее. 

 

Вариант 4 

 

1. Написать уравнение гиперболы, асимптоты которой 

заданы уравнениями ,034  xy 034  xy , а директрисы — 

уравнениями 0165 x , 0165 x . 
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2. Написать каноническое уравнение однополостного ги-

перболоида, который пересекает плоскость ХОY по окружно-

сти 922  yх , а плоскость ХОZ — по гиперболе 1
109

22


zx

. 

3. Определить вид поверхности 1
916

22


zx

 и изобразить 

ее. 

 

Вариант 5 

 

1. Составить каноническое уравнение параболы, если рас-

стояние от фокуса, лежащего на оси ОY, до вершины равно 3. 

2. Написать каноническое уравнение однополостного ги-

перболоида, если поверхность проходит через точку 

)2;3;5(M  и пересекает плоскость ОХZ по гиперболе 

1
45

22


zx

. 

3. Определить вид поверхности 0189 22  zyх  и 

изобразить ее. 

 

Вариант 6 

 

1. Составить каноническое уравнение эллипса, проходя-

щего через точку M(–3;7/4), при этом 2c = 6. 

2. Составить уравнение поверхности вращения параболы 











0

,22

z

yx
  вокруг оси ОY. (Система координат — прямо-

угольная.) 

3. Определить вид поверхности 032 222  zyх  и 

изобразить ее. 

 

Вариант 7 
 

1. Составить каноническое уравнение эллипса, если рас-

стояние между директрисами равно 154 , 
2

2
 . 



 

 85 

2. Составить уравнение поверхности вращения параболы 











0

,42

x

zy
  вокруг оси ОY. (Система координат — прямо-

угольная.) 

3. Определить вид поверхности z
yx

2
41

22

  и изобра-

зить ее. 

 

 

Вариант 8 
 

1. Составить каноническое уравнение параболы, если 

фокус имеет координату (0;10). 

2. Составить уравнение поверхности вращения гипербо-

лы 1
94

22


zx

, расположенной в плоскости XOZ, вокруг оси 

ОZ. (Система координат — прямоугольная.) 

3. Определить вид поверхности 1
149

222


zyx

 и изоб-

разить ее. 

 

 

Вариант 9 
 

1. Составить каноническое уравнение гиперболы, если 

2

3
 , а расстояние между директрисами равно 8. 

2. Составить уравнение поверхности вращения вокруг 

оси ОY эллипса 1
2

2

2

2


b

y

a

x
, расположенного в плоскости 

ОХY. (Система координат — прямоугольная.) 

3. Определить вид поверхности 1
49

22


xy

 и изобразить 

ее. 
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Вариант 10 

 

1. Составить каноническое уравнение гиперболы, если 

расстояние между вершинами равно 12, 
3

2
 . 

2. Составить уравнение поверхности вращения вокруг 

оси ОY кривой 1
2

2

2

2


b

y

a

x
, расположенной в плоскости ОХY. 

(Система координат — прямоугольная.) 

3. Определить вид поверхности 04 222  zyх  и изоб-

разить ее. 
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§ 5. Вопросы для самопроверки 

 

1. Вычислить эксцентриситет эллипса 1
1625

22


yx

. 

2. Найти длины полуосей гиперболы 03649 22  yх . 

3. Составить каноническое уравнение гиперболы, если 
расстояние между вершинами равно 8, а расстояние между 
фокусами равно 10. 

4. Определить координаты фокуса F параболы y2 = 6x. 
5. Составить уравнение параболы, если фокус имеет ко-

ординаты (0;3). 

6. Найти длины полуосей эллипса 03694 22  yх . 

7. Составить каноническое уравнение эллипса, если фо-
кальное расстояние 2c = 10, а малая полуось b = 5. 

8. Найти уравнение асимптот гиперболы 1
916

22


yx

. 

9. Составить уравнение директрисы параболы yх 32  . 

10. Составить уравнение параболы, если фокус имеет ко-
ординаты (–3;0). 

11. Определить координаты фокуса параболы yх 42  . 

12. Составить уравнение параболы, если директриса име-

ет уравнение yх 82  . 

13. Вычислить эксцентриситет гиперболы 1
916

22


yx

. 

14. Составить уравнение директрисы параболы хy 22  . 

15. Определить вид поверхности 
22 хz   и изобразить ее. 

16. Определить вид поверхности 01
1694

222


zyx

 и 

изобразить ее. 

17. Определить вид поверхности 1
6

2
2

2  z
y

x  и изоб-

разить ее. 

18. Определить вид поверхности 1
94

22


yx

 и изобра-

зить ее. 
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19. Определить вид поверхности 1
94

22


yx

 и изобра-

зить ее. 

20. Определить вид поверхности 1
104

22


zy

 и изобра-

зить ее. 

21. Определить вид поверхности 
22 zх   и изобразить ее. 

22. Определить вид поверхности 
1025

2
22 zx

y   и изобра-

зить ее. 
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Вопросы к экзамену 

 

1. Понятие вектора. Простейшие свойства. 

2. Сложение, вычитание векторов и их свойства. 

3. Умножение вектора на действительное число и его 

свойства. 

4. Линейная зависимость и независимость векторов, связь 

с коллинеарностью и компланарностью. 

5. Базис множества векторов пространства. Координаты 

вектора в базисе, свойства. 

6. Условие коллинеарности векторов в координатной 

форме. 

7. Векторные пространства и подпространства. 

8. Ортогональная проекция вектора на ось. 

9. Скалярное произведение векторов и его свойства. 

10. Выражение скалярного произведения в координатной 

форме. 

11. Векторное произведение векторов и его свойства. 

Геометрический смысл модуля векторного произведения.  

12. Смешанное произведение трех векторов и его свойства. 

Геометрический смысл модуля смешанного произведения. 

13. Аффинная система координат на плоскости. Коорди-

наты точки в аффинной системе координат. Решение про-

стейших задач. 

14. Прямоугольная система координат на плоскости, 

свойства. 

15. Алгебраическая линия и ее порядок. 

16. Различные способы задания прямой, уравнения пря-

мой. 

17. Расположение прямой, заданной общим уравнением, 

по отношению к аффинной системе координат. 

18. Геометрический смысл знака трехчлена Ах + Ву + С. 

19. Взаимное расположение прямых на плоскости, задан-

ных общими уравнениями. 

20. Расстояние от точки до прямой. Расстояние между 

двумя параллельными прямыми. 

21. Угол между прямыми и его вычисление. 

22. Уравнение прямой, заданной в прямоугольной декар-

товой системе координат точкой и вектором нормали. 

23. Аффинная система координат в пространстве. Реше-

ние простейших задач. 
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24. Понятие об уравнении множества точек в простран-
стве. Алгебраическая поверхность. Сфера как поверхность 
второго порядка. 

25. Различные способы задания плоскости в простран-
стве, уравнения плоскости. 

26. Общее уравнение плоскости. 
27. Расположение плоскости относительно аффинной си-

стемы координат. 
28. Взаимное расположение двух и трех плоскостей в 

пространстве. 
29. Геометрический смысл знака четырехчлена. 
30. Метрическая теория плоскости в пространстве. Зада-

ние плоскости начальной точкой и нормальным вектором. 
Угол между плоскостями. 

31. Расстояние от точки до плоскости. Расстояние между 
параллельными плоскостями. 

32. Различные способы задания прямой в пространстве. 
33. Взаимное расположение двух прямых в пространстве. 
34. Взаимное расположение прямой и плоскости в про-

странстве. 
35. Угол между двумя прямыми в пространстве. Угол 

между прямой и плоскостью. 
36. Расстояние от точки до прямой. Расстояние между 

скрещивающимися прямыми. 
37. Определение, каноническое уравнение и свойства эл-

липса. 
38. Определение, каноническое уравнение и свойства ги-

перболы. 
39. Определение, каноническое уравнение и свойства па-

раболы. 
40. Директориальные свойства эллипса, гиперболы, па-

раболы. 
41. Классификация кривых второго порядка. 
42. Цилиндрические поверхности. 
43. Поверхности вращения. 
44. Конические поверхности. 
45. Конус второго порядка. Метод сечений. 
46. Эллипсоид. 
47. Гиперболоиды. 
48. Параболоиды. 
49. Прямолинейные образующие. 
50. Классификация поверхностей второго порядка. 
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