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ПОДХОД К МАТЕМАТИЧЕСКОМУ МОДЕЛИРОВАНИЮ МНОГО-
МЕРНЫХ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ 

 
Туктамышева Л.М. 

ФГБОУ ВПО «Оренбургский государственный университет»,   
г. Оренбург,  

 
 При подготовке магистров по экономическим направлениям требуется 

углубленное изучение эконометрических методов, в частности вопросов мате-
матического моделирования многомерных временных рядов, которые находят 
применение не только в экономике, но и социологии, медицине и т.д. И, если, 
моделирование одномерных временных рядов достаточно хорошо освещено в 
отечественной литературе, то вопросам моделирования многомерных рядов, на 
наш взгляд, уделяют достаточно мало внимания. Как правило, исследователи 
прибегают к  использованию моделей в форме системы одновременных регрес-
сионных уравнений, которые зарекомендовали себя как эффективный инстру-
мент установления связей между исследуемыми показателями и прогнозирова-
ния. Гораздо реже можно встретить применение моделей векторной авторег-
рессии, в которых нет разделения переменных на экзогенные и эндогенные, 
кроме того все переменные в правой части уравнений лаговые. Векторная мо-
дель авторегрессии (VAR) предложена К.Симсом в 1980 году и является обоб-
щением моделей авторегрессии к многомерным временным рядам, представля-
ет собой систему уравнений, в которой каждая переменная (компонента много-
мерного временного ряда) представлена линейной комбинацией всех перемен-
ных в предыдущие моменты времени [1]. 

Векторные модели авторегрессии строятся по стационарным временным 
рядам, в случае, если ряды нестационарны (интегрированы первого порядка 
I(1)) и коинтегрированы, то строятся векторные модели корректировки ошибок 
(VECM). 

Порядок модели определяется порядком лага, а в простейшем случае мо-
дель VAR включает две переменные с лагом 1, число уравнений модели равно 
числу переменных: 
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где 2010  , - свободные параметры; ij  - параметры авторегрессии 
( 21,j,i  ); 21  , - взаимно некоррелированные «белые шумы» [2]. 

В общем виде для k переменных и числа лагов p модель авторегрессии 
(VAR(p)) имеет вид: 
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или в векторно-матричной записи: 
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Оценивание параметров модели можно проводить, например, методом 
наименьших квадратов отдельно для каждого уравнения, что делает привлека-
тельным применение данных моделей [1,3]. 

Представленные модели являются приведенными формами VAR, а о раз-
делении VAR на приведенные, рекурсивные и структурные формы начали го-
ворить, начиная с середины 90-х гг. прошлого века [4,5]. Рекурсивная и струк-
турная форма VAR  в матричной записи записываются идентично: 
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Наличие в уравнении матрицы ][A 0 означает одновременное воздействие 
между переменными.  

Рекурсивная форма VAR для k переменных и числа лагов p модель авто-
регрессии имеет вид: 
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Таким образом, первое уравнение векторной авторегрессии не содержит в 
правой части текущего наблюдения по другим переменным, второе уравнение 
содержит текущий уровень только первой переменной, третье уравнение – те-
кущие уровни первого и второго уравнений соответственно и т.д. 

Структурная форма VAR для k переменных и числа лагов р имеет вид: 
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Вопросы идентификации рекурсивной и структурной формы VAR в рамках 
данной работы опустим, так как фактически речь идет о методах идентифика-
ции СОУ [6-10]. 

Изучим построение и исследование векторной модели авторегрессии для 
двумерного временного ряда. Для моделирования возьмем данные по индексу 
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ВВП и инвестиций в основной капитал по РФ за период с I квартала 2003 года 
по III квартал 2013 года.  

На рисунке 1 представлены ряды динамики изучаемых показателей. 
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Рисунок 1 – Динамика индекса инвестиций в основной капитал и индекса 

ВВП за 2003-2013 гг. в РФ 
 
По графику, представленному на рисунке 1, можно предположить отсут-

ствие тренда и наличие сезонности. Проверка стационарности рядов динамики 
изучаемых показателей проводилась на основе анализа выборочной автокорре-
ляционной и частной автокорреляционной функции, а также проверки гипотезы 
о наличии единичного корня (DS-ряд) на основе расширенного критерия Дики- 
Фуллера (ADF-тест) и проверки гипотезы о стационарном ряде (TS-ряд) на ос-
нове критерия Квятковского-Филлипса-Шмидта-Шинна (KPSS-тест). Расчеты 
проводились в ППП Gretl.  

При моделировании в модель введены фиктивные переменные для учета 
сезонности: 
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Несмотря на то, что в данной модели переменные не разделяются на эн-
догенные и экзогенные, принято говорить, что фиктивные переменные, а также 
константа – экзогенные переменные [11]. 

Для проверки гипотезы о достаточности лагов использован тест отноше-
ний правдоподобий, а также информационные критерии Акаике, Шварца и 
Хеннана-Куина (таблица 1).  
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Таблица 1 – Проверка порядка модели VAR (достаточности лагов) 
Длина лага Акаике Шварца Хеннана-Куина 

1 10,4832 10,9847 10,6658 
2 9,93587 10,6114 10,1801 
3 9,99289 10,8373 10,2982 

 
По таблице видно, что минимальные значения информационных крите-

риев для лага 2, другими словами на текущий уровень индекса ВВП оказывает 
влияние индекс ВВП и индекс инвестиций в основной капитал за последнее по-
лугодие. Общий вид модели VAR(2): 

 

     














232322212122
2

2212
2

2121
1

2211
1

2122

131321211122
2

1212
2

1121
1

1211
1

1111

ttt,t,t
][

,t
][

,t
][

,t
][

t

ttt,t,t
][

,t
][

,t
][

,t
][

t

SSSxxxxx

SSSxxxxx



         (8) 

 
Оценивание параметров модели проводилось в ППП Gretl, результаты 

представлены под номером (9): 
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 (9) 

 
Параметры первого уравнения значимы на уровне значимости 0,1, а па-

раметры второго уравнения на уровне значимости 0,05. Проверка показала вза-
имную некоррелированность остатков отдельных уравнений и остатков отдель-
ных уравнений. Кроме того, остатки также являются нормально распределен-
ными. Значения выборочных коэффициентов детерминации для обоих уравне-
ний системы свидетельствует о высоком качестве аппроксимации.  

Осуществим прогнозирование на период с 2014 по 2016 год, результаты 
представлены на рисунках 2,3.  

 

 
Рисунок 2- Прогноз индекса ВВП РФ на период до 2016 года 

% 



 130

 
Согласно полученной модели, в ближайшие три года ожидается рост 

ВВП, так, наибольший рост ВВП будет наблюдаться в третьем квартале каждо-
го года (около 109%), а снижение в первом квартале (85%). На рисунке 3 пред-
ставлены результаты прогнозирования инвестиций в основной капитал. 

 

 
Рисунок 2 – Прогноз индекса инвестиций в основной капитал в РФ на 

2014-2015 гг. 
 
Согласно прогнозу в четвертом квартале 2013 года инвестиции возрастут 

на 44,3%, а наибольший прирост ожидается во втором квартале 2014 года, ко-
гда прирост составит 52,4%. 

Расчет показателей точности прогнозирования (средней ошибки аппрок-
симации, среднеквадратической ошибки прогноза) показал, что модель облада-
ет высокими прогнозными свойствами. 

Таким образом, векторная модель авторегрессии позволяет строить точ-
ные прогнозы, выбор переменных для ее построения осуществляется с точки 
зрения экономической теории, однако она не устанавливает структуру взаимо-
связей. Кроме того, к недостаткам векторной модели авторегрессии следует от-
нести большое число оцениваемых параметров, так в рассмотренной двумерной 
модели первого порядка с учетом константы и параметров при фиктивных пе-
ременных было оценено 16 коэффициентов, следовательно, для построения та-
ких моделей необходимо обладать информацией за достаточно длительный 
промежуток времени. 
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