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Глава 1 Комплексные числа 
 
§ 1 Комплексные числа. Основные понятия. Геометрическое 

изображение комплексных чисел. Формы записи комплексных чисел 
 
Комплексным числом z  называется упорядоченная пара );( yx  

действительных чисел, записанных в виде iyxz += . 
Символ i  называется мнимой единицей. 
Если 0=x , то число iyiy =+0  называется чисто мнимым, если 0=y , то 

число xix =⋅+ 0  отождествляется с действительным числом x , а это означает, 
что множество R  действительных чисел является подмножеством множества C  
всех комплексных чисел, т.е. CR ⊂ . 

Число x  называется действительной частью комплексного числа z и 
обозначается zx Re= , а у — мнимой частью, у = Im z. 

Два комплексных числа 111 iyxz +=  и 222 iyxz +=  называются равными 
тогда и только тогда, когда равны их действительные части и равны их мнимые 
части, т. е. 

⎩
⎨
⎧

=
=

⇔=
.21

21
21

,
yy
xx

zz  

Два комплексных числа iyxz +=  и iyxz −= , отличающиеся только 
знаком мнимой части, называются сопряженными. 

Всякое комплексное число iyxz +=  можно изобразить точкой М(х;у) 
плоскости Оху такой, что zx Re= , у = Im z. И наоборот. 

Плоскость, на которой изображаются комплексные числа, называется 
комплексной плоскостью (ее также обозначают С). Ось абсцисс называется 
действительной осью, а ось ординат – мнимой. 

Комплексное число iyxz +=  можно изображать и с помощью радиус-
вектора );( yxOMr == . 

Длина вектора r , изображающего комплексное число z (см. рисунок 1), 
называется модулем этого числа и обозначается z  или r . Модуль zr =  

однозначно определяется по формуле: 22 yxzr +== .         (1) 
 
 
 
 
 
 
 
 
    Рисунок 1 
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Величина угла между положительным направлением действительной оси и 
вектором r , изображающим комплексное число, называется аргументом этого 
числа, обозначается Arg z. 

Аргумент комплексного числа 0≠z  величина многозначная: 
πkzArgz 2arg += , ...,2,1,0 ±±=k , 

где ϕ=zarg  - главное значение аргумента, заключенное в промежутке [ )π2;0  или 
( ]ππ ;− , то есть  

ππ ≤<− zarg   или   π2arg0 <≤ z . 
Аргумент комплексного числа 000 iz +==  не определен. 
Запись числа z в виде iyxz +=  называют алгебраической формой 

комплексного числа. 
Запись числа z в виде 

)sin(cos ϕϕ irz +=  - тригонометрической формой комплексного 
числа. 

Аргумент ϕ  определяется из формул:    
r
x

=ϕcos , 
r
y

=ϕsin ,где 

22 yxr += . 

Так как ππ ≤<− zarg , то из формулы     
x
ytg =ϕ      находим 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<<−

><+

>

==

.0,0,

;0,0,

;0,

arg

yxпри
x
yarctg

yxпри
x
yarctg

xпри
x
yarctg

z

π

πϕ  

Запись числа z  в виде 
ϕirz =  или ziezz arg=  - показательная форма комплексного числа. 

 
§ 2 Действия над комплексными числами 

 
Основные действия над комплексными числами 111 iyxz +=  и 222 iyxz += , 

заданнымие в алгебраической форме, определяются следующими равенствами: 
( ) ( ) ( ) ( )21212211 yyixxiyxiyx +++=+++ ,          (2) 
( ) ( ) ( ) ( )21212211 yyixxiyxiyx −+−=+−+ ,          (3) 
( ) ( ) ( ) ( )212121212211 xyyxiyyxxiyxiyx ++−=+⋅+ ,         (4) 
( )
( )

( )( )
( )( ) 2

2
2
2

1221
2
2

2
2

2121

2222

2211

22

11

yx
xyxyi

yx
yyxx

iyxiyx
iyxiyx

iyx
iyx

+
−

⋅+
+
+

=
−+
−+

=
+
+ ,       (5) 

при 02 ≠z . 
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Из равенства (3) следует, что 
( ) ( )221

2
2121 yyxxzz −+−=− ,            (6) 

т.е. модуль разности двух комплексных чисел равен расстоянию между точками, 
изображающими эти числа на плоскости. 

Из равенства (4) следует, что 
12 −=i . 

При умножении комплексных чисел 
)sin(cos 1111 ϕϕ irz +=  и )sin(cos 2222 ϕϕ irz += , 

заданных в тригонометрической форме, их модули перемножаются, а аргументы 
складываются, т.е. 

( ) ( ))sin(cos 21212121 ϕϕϕϕ +++⋅=⋅ irrzz . 
Отсюда следует формула Муавра для возведения комплексных чисел в 

натуральную степень: 
( ) )sin(cos)sin(cos ϕϕϕϕ ninrirz nnn +=+= .         (7) 

Деление комплексных чисел, заданных в тригонометрической форме, 
осуществляется по формуле 

( ) ( )( )2121
2

1

2

1 sincos ϕϕϕϕ −+−⋅= i
r
r

z
z . 

Корень n -й степени из комплексного числа имеет n  различных значений, 
которые находятся по формуле 

1...,,3,2,1,0где

2sin2cos)sin(cos

−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
+

=+=

nk
n

ki
n

krirz nnn πϕπϕϕϕ
,       (8) 

Все n  комплексных корней из комплексного числа z  на комплексной 
плоскости образуют правильный n -угольник и лежат на окружности с центром в 
начале координат и радиусом n r . 

 
Практическое занятие № 1 

Задание 1 Найти 21 zz + , 21 zz − , 21 zz ⋅ , 
2

1
z
z , если iz 211 += , iz −= 22 . 

Решение. Используя формулы (2) – (5), находим: 
iiizz +=−++=+ 3)2()21(21 ; 

iiizz 31)2()21(21 +−=−−+=− ; 
iiiiiiizz 34)1(22242)2()21( 2

21 +=−⋅−−=−+−=−⋅+=⋅ ; 

iii
i

iii
ii
ii

z
z

==
−−

−⋅++
=

−
+++

=
+−
++

=
5
5

)1(4
)1(252

4
242

)2)(2(
)2)(21(

2

2

2

1 . 
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Задание 2 Найти ( )15
31 i−− . 

Решение. Запишем число 31 iz −−=  тригонометрической форме: 
iyxz += , 1−=x , 3−=y . 

231 =+== rz , ( ) 3
)1(
3
=

−
−

=ϕtg , 
3

2πϕ −=  т.е. 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−− ππ

3
2sin

3
2cos231 ii . 

По формуле Муавра (7) имеем 

( ) =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−−

15
15

3
2sin

3
2cos231 ππ ii  

( ) ( ) 327682012)10sin()10cos(2 151515 ==+=−+−⋅= ii ππ . 
 
 
 
 
 
 
 
 
    Рисунок 2 
 
Задание 3 Решить уравнение 0325 =+z  на множестве комплексных чисел. 
Решение. Перепишем уравнение в виде 

5 32−=z . 
Число )32(−  представим в тригонометрической форме:      y 
где, 32−=x , 0=y  (по рисунку 3). 

( )ππ sincos3232 i+=− . 
По формуле (8) находим   -32    1        x 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
+

=+=
5
2sin

5
2cos2sincos325 kikiz ππππππ , Рисунок 3 

где 4,3,2,1,0=k . 
Полагая 4,3,2,1,0=k , получим пять различных значений, которые 

отмечены на рисунке 4 

iiz ⋅+≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 1756,16180,1

5
sin

5
cos20

ππ , 

iiz ⋅+−≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 9021,16180,0

5
3sin

5
3cos21

ππ , 

( ) 2sincos22 −=+= ππ iz , 

у

х 

i 

-i
1 -1 

z 
i3−

ϕ
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iiz ⋅−−≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 9021,16180,0

5
7sin

5
7cos23

ππ , 

iiz ⋅−≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 1756,16180,1

5
9sin

5
9cos24

ππ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    Рисунок 4 
 
Задание 4 Изобразить на комплексной плоскости С  множество точек, 

удовлетворяющих следующим условиям: 

а) 2=z ;   б) 
3

arg π
=z ;  в) 5,1Im0 <≤ z ; 

г) 1Re >z ;   д) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤

≤

;
4
3arg

4

,1

ππ z

z
 е) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤−

≤⋅≤

;0Im3

,21

z

zz
 

ж) 2+=− ziz ;  з) 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≤−+

≥

<−

.
4

)1arg(

,
4

arg

,1

π

π

iz

z

iz

 

Решение. а) Согласно формуле (1), имеем  
222 =+ yx , 

т.е. 422 =+ yx . Множество точек, удовлетворяющих условию 2=z , т.е. 

422 =+ yx , представляет собой окружность радиуса 2=R  с центром в начале 
координат (рисунок 5). 

б) Точки z , аргумент которых равен 
3
π лежат на луче, выходящем из точки 

)0;0(O  под углом 
3
π  к действительной оси (рисунок 6). 

в) Неравенство 5,1Im0 <≤ z  можно переписать так 5,10 <≤ y  (рисунок 7). 
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г) Условие 1Re >z  или 1>x  определяет множество всех точек, 
расположенных справа от прямой 1=x  (рисунок 8). 

д) множество точек, расположенных внутри и на границе круга 1≤z . 

Заключенных между лучами 
4
πϕ =  и 

4
3πϕ =  удовлетворяют условию 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤

≤

.
4
3arg

4

,1

ππ z

z
  

       y        y 
 
       2=z  
           2 
          х      
 
         О     х 
 Рисунок 5     Рисунок 6 
 
      y       
 
 

       х=1 
 О 

 Рисунок 7 
 
       Рисунок 8 
  
 
 
 
 
    Рисунок 9 
 
е) Так как ( ) 22)( yxiyxiyxzz +=−+=⋅ , а yz =Im , то данную систему 

неравенств можно записать в виде 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤−

≤+≤

.03

,21 22

y

yx
 

Неравенства 21 22 ≤+≤ yx  задают кольцо между окружностями, включая 
их границы, радиусов 11 =R  и 22 =R  с центром в начале координат. Неравенства 

03 ≤≤− y  определяют горизонтальную полосу между прямыми 3−=y  и 
0=y , включая прямые 3−=y  и 0=y . Искомое множество точек заштриховано 

на рисунке 10 

О 3
arg π

=z

1,5 
 

О 1 х 

у 

2 

   0           х 

  у 

х 
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       Рисунок 10 
 
ж) I способ. Согласно формуле (6), равенству )2(−−=− ziz  

удовлетворяет множество точек z , равноудаленных от точек iz =1  и 22 −=z . Это 
множество точек представляет собой серединный перпендикуляр к отрезку, 
соединяющему точки iz =1  и 22 −=z  (смотри рисунок 11). 

II способ. 22 )1()1( −+=−+=−+=− yxyixiiyxiz , 
22)2(222 yxiyxiyxz ++=++=++=+ , 

⇒++=−+⇒++=−+ 22222222 )2()1()2()1( yxyxyxyx  
2222 4412 yxxyyx +++=+−+⇒ , 

2
323420324 −−=⇒−−=⇒=++ xyxyyx  - прямая. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 11 
 

з) Изобразим на отдельных рисунках множества точек, удовлетворяющих 
каждому из неравенств условия (смотри рисунок 12). 

 
 
 
 
 
 
 
 
     Рисунок 12 
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Находим пересечение трех полученных областей – это и будет искомое 
множество (выделено на рисунке 13). 

 
 
 
 
 
 
 
     Рисунок 13 
 
Задание 5 Решить квадратное уравнение 0522 =++ zz . 
Решение. 0522 =++ zz . 

21616544 iD =−=⋅−= , 

iiz 21
2

42
2,1 ±−=

±−
= . 

Ответ. iz 212,1 ±−= . 
 
Задание 6 Решить биквадратное уравнение 08118 24 =++ zz . 
Решение. 08118 24 =++ zz . 

tz =2 , 
081182 =++ tt  ⇒  0)9( 2 =+t  ⇒  092 =+z  ⇒  09 22 =− iz  ⇒  

⇒  22 9iz =  ⇒  iz 32,1 ±= . 
Ответ. iz 32,1 ±= . 
 
Задание 7 Решить уравнение izz 21+=− . 

Решение. iiyxyx 2122 +=−−+ . 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=+

−=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+

−=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=−+
,14

,2

,14

,2

,2
,1

22

22

xx

y

xx

y

y
xyx  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=

⎩
⎨
⎧

=
−=

⎩
⎨
⎧

++=+

−=

.
2
3

,2

,32
,2

,214

,2
22 x

y

x
y

xxx

y
 

iz 2
2
3
−= . 

Ответ. iz 2
2
3
−= . 
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Задание 8 Разложить на сумму простейших дробей над полем  

52
511)1(

2 ++
−−+−

zz
izi . 

Решение. Разложим на множители квадратный трехчлен, для этого решим 
квадратное уравнении: 0522 =++ zz . 

iziD 211616204544 2,1
2 ±−=⇒=−=−=⋅−= . 

=
++

−++++
=

++
+

−+
=

++−+
−−+−

52
)21()21(

2121)21)(21(
511)1(

2 zz
izBizA

iz
B

iz
A

iziz
izi  

 

52
22)(

52
22

22 ++
−++++

=
++

−++++
=

zz
BiAiBABAz

zz
BiBBzAiAAz . 

 

⎩
⎨
⎧

−−=−++−
+−=+

⎩
⎨
⎧

−−=−++
+−=+

,511221
,1

,51122
,1

iBiAii
iBA

iBiAiBA
iBA

 

 

( )⎩
⎨
⎧

−−=−−+−
−=−=

⎩
⎨
⎧

−−=−
+−=+

,610212
,1

,61022
,1

iBiBii
BiA

iBiAi
iBA

 

 

⎩
⎨
⎧

⋅−=−
−+−=

iiBi
BiA

/,484
,1

 
⎩
⎨
⎧

+−=
−+−=

⎩
⎨
⎧

+−=
−+−=

,12
,1

4:/,484
,1

iB
BiA

ib
BiA

 

 

⎩
⎨
⎧

+−=
−=

⎩
⎨
⎧

+−=
−++−=

.12
,23

,12
,121

iB
iA

iB
iiA

 

Таким образом, 
iz

i
iz

i
zz

izi
21

21
21

23
52

511)1(
2 ++

−
+

−+
−

=
++
−−+− . 

 
Задание 9 Найти многочлен второй степени )(zf , если 2)0( =f , 

iif +=− 4)( , iif 76)2( +=+ . 
Решение. cbzazzf ++= 2)( . 

cf =)0( , 
cbiacbiaicibiaif +−−=+−=+−+−=− 22 )()()( , 

=+++++=++++=+ cibiiacibiaif )2()44()2()2()2( 22  
cibiacibia ++++=+++−+= )2()43()2()144( . 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=+++−−−
−−−=

=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=++++
+=+−−

=

.74)2()43)(2(
,2

,2

,76)2()43(
,4

,2

iibiibi
ibia

c

icibia
icbia

c
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( )
⇒==

−
−++

=
+−
++

=⇒

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−
+

=

−−−=
=

ii
i

ii
ii
iib

i
ib

ibia
c

3
10
103

9
)393(3

)3)(3(
)3)(31(3

3
)31(3

,2
,2

2  

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=

=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−−−=

=
⇒

.3
,1

,2

,3
,2

,2

ib
ia

c

ib
ibia

c
 

Ответ. 23)1()( 2 ++−= izzizf . 
 
Домашнее задание № 1 
 
Задание 1 Выполнить действия над комплексными числами iz 231 += , 

532 −= iz . 

Ответ. 2521 −=+ izz , izz −=− 821 , 2121 −−=⋅ izz , i
z
z

34
19

34
9

2

1 −−= . 

 

Задание 2 Вычислить: а) ( )
i

ii
34

421 3

−
−+ ; б) 5323133 ... iiii ++++ ; 

в) 100432 ... iiiii ⋅⋅⋅⋅⋅ ;   г) 843424144 ... iiiii +++++ . 
 

Ответ. а) 
25

26366 −− i ;  б) 0;  в) 1− ; г) 1. 

 
Задание 3 Представить в тригонометрической и показательной формах 

числа: 
а) iz 2,17−= ;  б) ( )°−°= 10sin10cos3 iz ; в) 11 tgiz ⋅+= . 

Ответ. а) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
3sin

2
3cos2,17 ππ iz , 

i
ez 2

3

2,17
π

= ; 

 б) ( ) ( )( )°−+°−= 10sin10cos3 iz , 
i

ez 183
π

−
= ; 

 в) ( )1sin1cos
1cos

1 iz += , iez
1cos

1
= . 

 
Задание 4 Решить уравнения: 
а) 0842 =+− zz ;   б) 0209 24 =++ zz ; 
в) 01617 48 =+− zz ;  г) 0)1(5)25(2 =−+−+ iziz ; 
д) 013 =−z ;   е) ( ) 0161 4 =−+z ; 
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ж) izz +=+ 2 ;   з) 013 =+z . 

Ответ. а) i22 ± ;    б) ii 5;2 ±± ; 
в) izzizz 2,2,,1 8,76,54,32,1 ±=±=±=±= ; 

г) 
2
3

2
1,1 3,21 izz ±−== ; д) 

2
3

2
1,1 3,21 izz ±−== ; 

е) izizzz 21,12,3,1 4321 −−=−=−== ; 

ж) iz +=
4
3 ;   з) 

2
3

2
1;1 i±− . 

 
Задание 5 Изобразить на комплексной плоскости множества всех точек z , 

удовлетворяющих условию: 

а) 
2
11Im =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

z
;  б) 

2
3cos

2
3sin2 iiz −≤− ; в) zz ⋅=− 23 ; 

в) 11 <−− iz ;  в) 3322 ≤+−≤ iz . 
 
Задание 6 Вычислить: 

а) ( )
( ) ( )2424

28

11
1

iii
i

+⋅−−

+ ;  б) 
20

1
31
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
i

i  

Ответ. а) i22 −− ; б) ( )31512 i− . 
 
Задание 7 Найти все значения корня 31 i+− . 

Ответ. ( )31
2
2 i+± . 

 
Задание 8 Найти многочлен второй степени )(zf , если его коэффициент 

перед первой степенью z  равен )3(− , iif 63)( −= , iif 49)2( +=− . 
Ответ. izzizf −+−+= 43)21()( 2 . 
 
Задание 9 Представить в виде суммы простейших дробей над полем С 

1
213

2 +
−−

z
iz . 

Ответ. 
)(2

5
)(2

1
iz

i
iz

i
+
−

+
−
+ . 

 
Задание 10 Найти решение системы уравнений  

а) 
( ) ( )
⎩
⎨
⎧

=−++
=−++

.8)23()23(
,622

yixi
yixi

  б) 
⎩
⎨
⎧

+=+++
+=++−

.45)33()24(
,62)24()3(
iyixi

iyixi
 

Ответ. а) ixiy +=−= 2,2 ;  б) iyix =+= ,1 . 
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Вопросы для самопроверки 
 
1 Напишите тригонометрическую форму комплексного числа. 
2 Напишите алгебраическую форму комплексного числа z . 
3 Запишите формулу Муавра. 
4 Вычислите 

7i  на . 
5 Вычислите 3 1 на . 

6 Вычислите i+3
1

. 
7 Решите уравнение 012 =+z  на множестве . 
8 Запишите показательную форму комплексного числа 1−i . 
9 Изобразить на комплексной плоскости множество точек, 

удовлетворяющих равенству 1=⋅ zz . 

10 Записать в тригонометрической форме комплексное число i31−− . 

11 Вычислите 
i

e 23
π

. 
12 Изобразить на комплексной плоскости множество точек 2ReIm =+ zz . 
13 Найти z  и zarg , если iz 31−= . 
14 Изобразить на комплексной плоскости множество точек 2≤z . 
15 Вычислить 4−  на . 
16 Вычислить i  на . 
17 Вычислить 16  на . 
18 Запишите формулу извлечения корня −n й степени из комплексного 

числа. 
19 Изобразите на комплексной плоскости множество точек, 

удовлетворяющих данному равенству izz −=+1 . 
20 Вычислить 2006i . 
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Расчетно графические задания (РГЗ) 
 
I Выполнить действия. ,21 zz ±  ,21 zz ⋅   ,

2

1
z
z     .

1

2
z
z  

1. z1=3-2i        z2=5-i;   16. z1=3i+5  z2=i-4; 
2. z1=4+i         z2=3-4i;   17. z1=8i-3  z2=i+6; 
3. z1=5i-1        z2=i-3;   18. z1=3+5i  z2=2i-6; 
4. z1=i+2         z2=4+3i;  19. z1=6i-5  z2=5i+4; 
5. z1=3+2i       z2=1-3i;   20. z1=i+10  z2=4i+7; 
6. z1=i-2          z2=3+6i;  21. z1=4i-2  z2=i+3; 
7. z1=4+3i       z2=i+4;   22. iz 341 −=  122 −= iz ; 
8. z1=i+1         z2=i-5;   23. 41 −= iz  iz 232 += ; 
9. z1=3i-4        z2=8i+2;  24. iz 541 +=  22 += iz ; 
10. z1=2i-3      z2=5+2i;  25. 21 += iz  iz 232 −= ; 
11. z1=4i-2       z2=7i+1;  26. iz += 21  52 −= iz ; 
12. z1=3-5i       z2=2+3i;  27. iz 541 +=  322 −= iz ; 
13. z1=6i-5       z2=3+2i;  28. 321 −= iz  iz 342 += ; 
14. z1=i+4       z2=2i-9;   29. iz 231 −=  iz 742 −= ; 
15. z1=4i-1        z2=i-3;   30. 31 += iz  iz 262 −= . 

 
2. Возвести в степень n число z. 
1. z= i31−   n=12;   16. z= i535 +   n=6; 
2. z= i22 +−   n=24;  17. z= i333 −−   n=32; 
3. z= i+3   n=8;   18. z= i22 +   n=1000; 
4. z= i

2
1

2
1
+−  n=10;   19. z= i44 −   n=998; 

5. z= i33 −−   n=15;   20. z= 
2
3

2
1 i+   n=36; 

6. z= 55 −i   n=20;   21. z= i232 −   n=24. 

7. z= 
2
3

2
3 i+−   n=16;  22. 10022 =−= niz ; 

8. z= i44 +−   n=28;   23. 2044 =−−= niz ; 

9. z= i
3
1

3
1
−   n=30;   24. 30232 =−= niz ; 

10. z= 
22

3 i
−   n=14;   25. 643 =−−= niz ; 

11. z= 31 i−   n=15;   26. 50
2
1

2
3

=+= niz ; 

12. z= i−3   n=17;   27. 423 =−= niz ; 

13. z= i66 +  n=10;   28. 44
44

1
=−= niz ; 
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14. z= i434 +   n=9;   29. 361 =+−= niz ; 
15. z= i322 +−   n=90;   30. 1613 =−= niz . 
 
3. Извлеките m z  и отметьте на комплексной плоскости числа 

(комплексное число z из задания 2) 
1. m=6   11. m=4    21. m=6 
2. m=4   12. m=5   22. m=4 
3. m=3   13. m=6   23. m=6 
4. m=5   14. m=3   24. m=4 
5. m=6   15. m=6   25. m=6 
6. m=4   16. m=4   26. m=3 
7. m=5   17. m=6   27. m=6 
8. m=6   18. m=5   28. m=5 
9. m=4   19. m=6   29. m=5 
10. m=6   20. m=3   30. m=6 
 
4. Изобразите на плоскости ХОУ множество точек z=x+iּy, 

удовлетворяющих условию. 

1. 342 ≤+− iz ;   16. ( )
2

arg
3

ππ
<−< iz ; 

2. 132 ≤+− iz ;    17. izz −≤−1 ; 
3. 6124 ≤−+≤ iz ;   18. 4=++− iziz ; 
4. 11 +=+ zz ;    19. ( ) 232Re1 ≤−≤ z ; 
5. ziz =−+ 32 ;   20. izzz −=+=− 21 ; 

6. zz >+ 2 ;    21. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤−<

≤−+<

;
3

2)1arg(
4

6322
ππ z

iz
 

7. izzz 2111 −+=+=− ;  22. 32 +=− ziz ; 
8. 4122 ≤+≤ z ;   23. 0Im <− zz ; 
9. 132 >−− iz ;    24. 231 ≤−+≤ iz ; 

10. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤<

≥

;
3

arg
6

2
ππ z

z
   25. ziz ≤+− 3 ; 

11. zz Im2 +> ;   26. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤

≤≤

;
2

arg
4

,21
ππ z

z
 

12. 0Re ≤+− zz ;   27. 
⎩
⎨
⎧

<≤−

<<

;2Re1
,31
z

z
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13. ( )
4

31arg
4

ππ
≤−+≤ iz ;  28. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<−<

<<

;
2

)1arg(
6

,
3

2arg
3

ππ

ππ

z

z
 

14. 4122 ≤+≤ z ;   29. zz Re≥ ; 
15. 221 ≤++≤ iz ;   30. 22 −=− zz  
 
II Выполнить действия над матрицей А. Вычислить матрицу В, если дана 

матрица А.  
EAAAAB T ⋅+⋅−= 432 . 

1. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−=

113
214
201

A ;  2. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

511
422
301

A ;  3. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−
=

201
512
314

A ; 

4. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

652
140
312

A ;  5. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

116
532
101

A ; 6. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

521
342
101

A ; 

7. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

213
175
012

A ;  8. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

521
140
233

A ; 9. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

265
321
410

A ; 

10. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

716
541
302

A ;  11. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−=

341
213
015

A ; 12. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

611
240
321

A ; 

13. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

201
415
320

A ;  14. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

407
651
321

A ; 15. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

642
150
167

A ; 

16. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

751
210
413

A ; 17. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

830
531
121

A ; 18. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −−
=

412
910
153

A ; 

19. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

301
276
541

A ;  20. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−
−

=
081
321
543

A ; 21. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

142
753
011

A ; 

22. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −−
=

105
143
021

A ;  23. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

254
320
111

A ; 24. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

235
411
230

A ; 
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25. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

128
420
311

A ;  26. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

421
125
043

A ; 27. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

456
232
110

A ; 

28. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

524
230
111

A ;  29. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

016
432
501

A ; 30. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−=

105
431
321

A . 

 
III Решить систему линейных уравнений тремя способами: 
а) по формулам Крамера; 
б) с помощью обратной матрицы; 
в) методом Гаусса. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

,
,

,

3332313

2322212

1312111

dxcxbxa
dxcxbxa

dxcxbxa
 ⇔  BXA =⋅ . 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333

222

111

cba
cba
cba

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3

2

1

x
x
x

X ;  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3

2

1

d
d
d

B . 

1. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

411
322
101

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=
11
7
5

B ;  2. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−

=
216
422
112

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

7
4
5

B ; 

3. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

314
251
431

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

13
28
2

B ;  4. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−=

361
142
053

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
25
24
22

B ; 

5. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−
=

725
132
641

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

24
10

5
B ; 6. 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

073
262
311

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

22
30

5
B ; 

7. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

602
421
153

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
4

14
5

B ; 8. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−
=

541
623
511

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

9
1
3

B ; 

9. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

163
612
432

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

17
3
9

B ;  10. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−
=

321
104
235

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

18
9
8

B ; 

11. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
215
430
142

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
16
21
4

B ;  12. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
241
302
143

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

16
7

19
B ; 
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13. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−=

243
125
401

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

8
17
6

B ; 14. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=
141
520
142

A ;  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

9
12
12

B ; 

15. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

614
053
421

A ;  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

8
13
1

B ; 16. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−
=

214
253
011

A ;  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

8
17

1
B ; 

17. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

105
143
541

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

3
9
3

B ;  18. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

712
143
501

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

5
6

10
B ; 

19. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

215
132
046

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
10
2
2

B ;  20. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

315
531
412

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

6
0
4

B ; 

21. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

223
140
612

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

12
0

19
B ;  22. 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

620
131
425

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=
2

15
2

B ; 

23. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=
320
241
123

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

5
15
10

B ;  24. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

243
521
131

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=
13

2
6

B ; 

25. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

328
114
532

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

6
6

20
B ;  26. 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

143
313
012

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

8
14
0

B ; 

27. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

621
203
154

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

13
1
1

B ;  28. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

572
114
123

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
12
12
1

B ; 

29. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

111
120
143

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

6
9
3

B ;  30. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

287
325
421

A ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

5
9

11
B . 

Ответ: 1. )3;1;2( − ; 2. )2;5;1( − ; 3. )3;4;2( −− ; 
4. )2;5;1( −− ;  5. )1;1;3( − ;  6. )1;4;2( − ; 
7. )2;1;4( −− ;  8. )0;2;1( − ; 9. )1;1;4( − ;  
10. )5;1;1( − ;  11. )6;1;1(− ; 12. )1;3;2( − ; 
13. )1;3;2( − ;  14. )2;1;3( − ; 15. )1;2;1( −− ; 
16. )1;2;3( − ;  17. )2;2;1( − ; 18. )1;2;5( − ; 
19. )3;1;1(− ;  20. )1;2;1(− ; 21. )4;1;2( −− ; 
22. )1;4;2( −− ;  23. )3;2;1( − ; 24. )1;2;1( − ; 
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25. )2;4;1(− ;  26. )3;2;1( − ; 27. )2;1;1(− ; 
28. )3;1;2( −− ;  29. )7;1;2( − ; 30. )2;1;1( . 
 
IV Даны координаты вершин пирамиды ABCD  (сделать рисунок). 
Найти: 1) длину ребра AB ; 
2) угол между ребрами AB  и AC ; 
3) площадь грани ABC ; 
4) объем пирамиды; 
5) длину высоты, опущенную на грань ABC . 
 

1. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
1;

3
2;

3
2A , ( )2;2;1−B , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
4;

3
10;

3
1C , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
11;

3
5;

3
5D . 

2. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
2;

3
4;

3
4A , ( )4;4;2−B , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
8;

3
20;

3
2C , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
22;

3
10;

3
10D . 

3. )1;2;2( −A , )6;6;3(−B , )4;10;1(C , )11;5;5(D . 

4. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
4;

3
8;

3
8A , ( )8;8;4−B , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
16;

3
40;

3
4C , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
44;

3
20;

3
20D . 

5. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
5;

3
10;

3
10A , ( )10;10;5−B , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
20;

3
50;

3
5C , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
55;

3
25;

3
25D . 

6. )2;4;4( −A , )12;12;6(−B , )8;20;2(C , )22;10;10(D . 

7. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
7;

3
14;

3
14A , ( )14;14;7−B , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
28;

3
70;

3
7C , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
77;

3
35;

3
35D  

8. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
8;

3
16;

3
16A , ( )16;16;8−B , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
32;

3
80;

3
8C , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
88;

3
40;

3
40D . 

9. ( )3;6;6 −A , ( )18;18;9−B , ( )12;30;3C , ( )33;15;15D . 

10. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
10;

3
20;

3
20A , ( )20;20;10−B , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
40;

3
100;

3
10C , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
110;

3
50;

3
50D . 

11. ( )1;2;2 −A , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
4;

3
10;

3
1B , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
2;

3
14;

3
5C , ( )3;3;3D . 

12. ( )2;4;4 −A , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
8;

3
20;

3
2B , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
4;

3
28;

3
10C , ( )6;6;6D . 

13. ( )3;6;6 −A , ( )4;10;1B , ( )2;14;5C , ( )9;9;9D . 

14. ( )4;8;8 −A , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
16;

3
40;

3
4B , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
8;

3
56;

3
20C , ( )12;12;12D . 

15. ( )5;10;10 −A , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
20;

3
50;

3
5B , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
10;

3
70;

3
25C , ( )15;15;15D . 

16. ( )6;12;12 −A , ( )8;20;2B , ( )4;28;10C , ( )18;18;18D . 
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17. ( )7;14;14 −A , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
28;

3
70;

3
7B , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
14;

3
98;

3
35C , ( )21;21;21D . 

18. ( )8;16;16 −A , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
32;

3
80;

3
8B , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
16;

3
112;

3
40C , ( )24;24;24D . 

19. ( )9;18;18 −A , ( )12;30;3B , ( )6;42;15C , ( )27;27;27D . 

20. ( )10;20;20 −A , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
40;

3
100;

3
10B , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
20;

3
140;

3
50C , ( )30;30;30D . 

21. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
2;

3
1;

3
2A , ( )1;2;2 −B , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
1;

3
4;

3
10C , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
5;

3
11;

3
5D . 

22. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
4;

3
2;

3
4A , ( )2;4;4 −B , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
2;

3
8;

3
20C , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
10;

3
22;

3
10D . 

23. ( )2;1;2 −A , ( )3;6;6 −B , ( )1;4;10C , ( )5;11;5D . 

24. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
8;

3
4;

3
8A , ( )4;8;8 −B , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
4;

3
16;

3
40C , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
20;

3
44;

3
20D . 

25. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
10;

3
5;

3
10A , ( )5;10;10 −B , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
5;

3
20;

3
50C , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
25;

3
55;

3
25D . 

26. ( )6;3;6 −A , ( )9;18;18 −B , ( )3;12;30C , ( )15;33;15D . 

27. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
14;

3
7;

3
14A , ( )7;14;14 −B , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
7;

3
28;

3
70C , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
35;

3
77;

3
35D . 

28. ( )8;4;8 −A , ( )12;24;24B , ( )4;16;40C , ( )20;44;20D . 
29. ( )12;6;12 −A , ( )18;36;36 −B , ( )6;24;60C , ( )30;66;30D . 

30. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
20;

3
10;

3
20A , ( )10;20;20 −B , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
10;

3
40;

3
100C , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
50;

3
110;

3
50D . 

 
V Вектор a  ортогонален векторам b  и c  ( )caba ⊥⊥ , . Кроме того, 

известна длина a . Найти a , если: 

1. ( )3;1;1 −−b , ( )1;1;1 −c , 6=a , 0<aпрOХ . 

2. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
3;1;1b , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

2
1;1;1c , 3=a , 0<aпрOY . 

3. ( )1;1;1 −−b , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
1;1;1c , 14=a , 0<aпрOY . 

4. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

4
3;1;1b , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

4
1;1;1c , 19=a , 0<aпрOZ . 

5. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

5
3;1;1b , ( )2,0;1;1 −c , 30=a , 0<aпрOX . 

6. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
1;1;1b , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

6
1;1;1c , 41=a , 0>aпрOY . 
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7. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

7
3;1;1b , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

7
1;1;1c , 4,5=a , 0<aпрOX . 

8. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

8
3;1;1b , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

8
1;1;1c , 69=a , 0<aпрOZ . 

9. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

3
1;1;1b , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

9
1;1;1c , 86=a , 0<aпрOX . 

10. ( )3,0;1;1 −b , ( )1,0;1;1 −−c , 105=a , 0<aпрOY . 

11. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

11
3;1;1b , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

11
1;1;1c , 126=a , 0<aпрOX . 

12. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

4
1;1;1b , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

12
1;1;1c , 149=a , 0>aпрOZ . 

13. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

13
3;1;1b , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

13
1;1;1c , 174=a , 0<aпрOX . 

14. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

14
3;1;1b , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

14
1;1;1c , 201=a , 0<aпрOY . 

15. ( )2,0;1;1 −−b , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

15
1;1;1c , 230=a , 0<aпрOX . 

16. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

16
3;1;1b , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

16
1;1;1c , 261=a , 0>aпрOZ . 

17. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

17
3;1;1b , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

17
1;1;1c , 294=a , 0<aпрOX . 

18. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

6
1;1;1b , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

18
1;1;1c , 329=a , 0<aпрOY . 

19. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

19
3;1;1b , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

19
1;1;1c , 366=a , 0<aпрOX . 

20. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

20
3;1;1b , ( )05,0;1;1 −−c , 405=a , 0<aпрOY . 

21. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

7
3;1;1b , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

21
1;1;1c , 446=a , 0<aпрOX . 

22. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

22
3;1;1b , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

22
1;1;1c , 489=a , 0>aпрOZ . 

23. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

23
3;1;1b , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

23
1;1;1c , 534=a , 0<aпрOX . 

24. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

8
3;1;1b , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

24
1;1;1c , 581=a , 0>aпрOY . 

25. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

25
3;1;1b , ( )04,0;1;1 −c , 630=a , 0<aпрOX . 
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26. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−

2
3;1;1b , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

2
1;1;1c , 3=a , 0<aпрOZ . 

27. ( )1;1;1 −b , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

3
1;1;1c , 4,1=a , 0<aпрOZ . 

28. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

4
3;1;1b , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

4
1;1;1c , 19=a , 0>aпрOY . 

29. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

5
3;1;1b , ( )2,0;1;1 −−c , 30=a , 0<aпрOX . 

30. ( )5,0;1;1 −−b , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

6
1;1;1c , 41=a , 0<aпрOY . 

 
VI Найти вектор a , если известно, что ABa || , даны длина a  и 

дополнительные условии:  
1. )6;1;9( −A , )7;3;11( −B , 6=a , 0>aпрOY . 

2. )4;1;8(A , )6;4;2(−B , 14=a , 0<aпрOX . 

3. )6;1;7( −A , )7;3;9( −B , 6=a , 0<aпрOZ . 

4. )4;1;6(A , )6;4;0(B , 14=a , 0>aпрOX . 

5. )6;1;5( −A , )7;3;7( −B , 6=a , 0<aпрOZ . 

6. )4;1;4(A , )6;4;2(−B , 14=a , 0<aпрOY . 

7. )6;1;3( −A , )7;3;5( −B , 6=a , 0>aпрOY . 

8. )4;1;2(A , )6;4;4(−B , 14=a , 0>aпрOZ . 

9. )6;1;1( −A , )7;3;3( −B , 6=a , 0<aпрOY . 

10. )4;1;0(A , )6;4;6(−B , 14=a , 0>aпрOZ . 

11. )6;1;1( −−A , )4;5;2(B , 27=a , 0<aпрOX . 

12. )4;1;2(−A , )8;3;6(−B , 3=a , 0<aпрOZ . 

13. )6;1;3( −−A , )4;5;0(B , 27=a , 0<aпрOY . 

14. )4;1;4(−A , )8;3;8(−B , 3=a , 0<aпрOY . 

15. )6;1;5( −−A , )4;5;2(−B , 27=a , 0>aпрOX . 

16. )4;1;6(−A , )8;3;10(−B , 3=a , 0>aпрOY . 

17. )6;1;7( −−A , )4;5;4(−B , 27=a , 0>aпрOZ . 

18. )4;1;8(−A , )8;3;12(−B , 3=a , 0>aпрOZ . 

19. )6;1;9( −−A , )4;5;6(−B , 27=a , 0>aпрOZ . 
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20. )4;1;10(−A , )8;3;14(−B , 3=a , 0<aпрOZ . 

21. )6;1;11( −−A , )4;5;8(−B , 27=a , 0>aпрOX . 

22. )4;1;12(−A , )8;3;16(−B , 3=a , 0<aпрOX . 

23. )6;1;13( −−A , )4;5;17(−B , 10=a , 0>aпрOY . 

24. )4;1;14(−A , )8;3;18(−B , 3=a , 0<aпрOY . 

25. )6;1;15( −−A , )9;1;19( −−B , 10=a , 0>aпрOZ . 

26. )6;1;9( −−A , )7;3;11( −−B , 6=a , 0<aпрOZ . 

27. )4;1;8( −−−A , )6;4;2( −−B , 14=a , 0<aпрOY . 

28. )6;1;7(−A , )7;3;9( −−B , 6=a , 0<aпрOX . 

29. )6;1;5( −−A , )7;3;7( −−B , 6=a , 0<aпрOZ . 

30. )6;1;3( −−A , )7;3;5( −−B , 6=a , 0<aпрOY . 
 
VII Доказать компланарность векторов ADACAB ,, .  
1. )6;4;7(A , )5;3;5(B , )11;7;12( −−−C , )16;10;17( −−−D . 
2. )2;1;1( −A , )2;1;2(B , )4;1;1(C , )0;2;1(D . 
3. )6;3;1(A , )1;2;2(B , )1;0;1(−C , )12;6;2(D . 
4. )6;2;4(−A , )0;3;2( −B , )8;5;10(−C , )6;1;2( −−D . 
5. )4;2;7(A , )2;1;7( −−B , )1;3;3(C , )6;3;0( −D . 
6. )4;1;2(A , )2;5;1( −−B , )2;3;7( −−C , )2;6;1(D . 
7. )1;1;0( −−A , )5;3;2(−B , )9;5;1( −−C , )3;6;1( −−D . 
8. )0;2;5(A , )0;5;2(B , )4;2;1(C , )1;1;1(−D . 
9. )4;0;2( −−A , )1;7;1(−B , )4;8;4( −−C , )4;0;2(D . 
10. )5;4;14(A , )2;3;5( −B , )3;6;2(C , )1;2;2( −D . 
11. )2;1;1(A , )3;1;1(−B , )3;2;2( −C , )1;0;1( −D . 
12. )4;3;1(A , )3;2;0(B , )3;2;1( −−C , )5;4;3( −D . 
13. )3;0;1(A , )1;2;4(B , )2;3;0( −C , )2;1;5( −−D . 
14. )5;1;2( −−A , )0;3;2(−B , )4;2;1(C , )1;0;3(D . 
15. )3;0;1( −−A , )1;2;4( −−−B , )2;3;0( −C , )2;1;5( −−D . 
16. )5;1;2(−A , )0;3;2( −B , )4;2;1(C , )1;0;3(D . 
17. )3;0;1( −−A , )1;2;4(B , )2;3;0( −C , )2;1;5( −−D . 
18. )5;1;2( −−A , )0;3;2( −B , )4;2;1(C , )1;0;3( −−D .  
19. )3;0;1( −−A , )1;2;4(B , )2;3;0( −C , )2;1;5( −D . 
20. )5;1;2(−A , )0;3;2(−B , )4;2;1(C , )1;0;3( −−D . 
21. )3;0;1(A , )4;1;2( −B , )5;3;1( −−C , )1;1;15( −−D . 
22. )4;1;2( −A , )5;3;1( −−B , )1;1;15( −−C , )3;0;1(D . 
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23. )15;1;1( −A , )1;3;5(−B , )2;1;4( −−C , )1;0;3( −−D . 
24. )1;0;3(A , )2;1;4( −B , )1;3;5( −−C , )15;1;1( −−D . 
25. )3;1;1( −A , )2;4;5( −B , )1;1;2( −C , )4;0;15(D . 
26. )5;4;2( −−A , )1;1;0( −B , )2;1;1( −−C , )15;0;4( −−D . 
27. )15;0;4(A , )2;1;1(−B , )5;4;2(−C , )1;1;0( −D . 
28. )4;0;15(A , )1;1;2( −B , )2;4;5( −C , )0;1;1( −D . 
29. )0;1;1( −A , )2;4;5( −−B , )1;1;2( −−C , )4;0;15( −D . 
30. )1;1;2( −A , )4;0;15(B , )2;4;5( −C , )0;1;1( −D . 
 
VIII Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах a  

и b , qp,∠  - угол между векторами ., qp  
1. .6,1,2,2,3 π=∠==−=+= qpqpqpbqpa  
2. 4,2,2,3,2 π=∠==−=+= qpqpqpbqpa  
3. .2,2,1,3,2 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa  
4. .65,1,2,2,53 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa  
5. .43,6,1,22, π=∠==+=−= qpqpqpbqpa  
6. .3,2,3,23,2 π=∠==−=+= qpqpqpbqpa  
7. .2,3,2,,22 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa  
8. .4,1,7,4, π=∠==−=+= qpqpqpbqpa  
9. ,6,1,2,3,44 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa  
10. .3,3,2,2, π=∠==−=+= qpqpqpbqpa  
11. .6,2,1,3,2 π=∠==−=+= qpqpqpbqpa  
12. 4,,1,4,2,3 π=∠==−=+= ppqpqpbqpa  
13. .2,1,5/1,2,3 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa  
14. .65,2/1,4,5,23 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa  
15. .43,3,2,2,2 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa  

16. .3,3,2,2,3 π=∠==−=+= qpqpqpbqpa  

17. .2,2,3,3,2 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa  

18. .4,2,7,,4 π=∠==−=+= qpqрqpbqpa  

19. .6,2,1,3,4 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa  
20. .3,2,7,2,4 π=∠==−=+= qpqpqpbqpa  
21. .2,1,10,,23 π=∠==−=+= qpqpqpbqpa  
22. 4,4,5,2,4 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa  
23. .3,7,6,2,32 π=∠==−=+= qpqpqpbqpa  
24. .3,4,3,2,3 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa  
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25. .4,3,2,2,32 π=∠==−=+=− qpqpqpbqpa  
26. .6,1,4,3,32 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa  
27. .3,2,1,3,5 π=∠==−=+= qpqpqpbqpa  
28. .2,2,2/1,3,27 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa  
29. .4,4,3,,6 π=∠==+=−= qpqpqpbqpa  
30. .6,1,4,23,10 π=∠==−=+= qpqpqpbqpa  
IX Доказать, что вектора rqp ,,  образуют базис и найти координаты 

вектора x  в новом базисе. 
1. { } { } { } { }4,2,1,1,0,1,2,1,0,9,0,2 −=−=−=−= rqpx . 
2. { } { } { } { }2,1,0,1,1,1,0,3,1,1,12,5 −=−=−=−= rqpx . 
3. { } { } { } { }1,1,1,1,3,0,1,1,3,4,2,0 =−=−== rqpx . 
4. { } { } { } { }1,2,1,3,0,2,1,1,2,5,5,1 −=−−==−= rqpx . 
5. { } { } { } { }1,4,0,1,2,1,1,0,2,3,2,1 −=−==−−= rqpx . 
6. { } { } { } { }1,0,1,3,1,2,0,1,1,1,2,5 =−=−=−−= rqpx . 
7. { } { } { } { }0,1,3,1,0,2,1,1,0,7,5,1 −==−=−= rqpx . 
8. { } { } { } { }4,1,3,1,1,0,2,0,2,4,1,5 −=−=== rqpx . 
9. { } { } { } { }2,0,1,1,0,1,0,1,1,1,1,1 −=−==−= rqpx . 
10. { } { } { } { }1,1,1,1,0,2,1,2,2,4,7,3 ==−=−= rqpx . 
11. { } { } { } { }1,2,1,3,0,2,1,1,4,5,5,9 −=−==−= rqpx . 
12. { } { } { } { }1,4,0,1,3,1,1,0,2,5,5,5 =−=−=−−= rqpx . 
13. { } { } { } { }4,1,2,0,1,0,2,0,1,4,3,3 −===−= rqpx . 
14. { } { } { } { }2,0,1,1,2,1,0,1,3,1,3,3 −=−==−= rqpx . 
15. { } { } { } { }1,1,1,3,0,2,1,2,1,4,7,1 −==−=−−= rqpx . 
16. { } { } { } { }1,1,2,2,3,0,4,1,1,14,5,6 −=−==−= rqpx . 
17. { } { } { } { }4,0,1,3,1,1,0,2,1,7,1,6 =−=−=−= rqpx . 
18. { } { } { } { }1,1,0,2,3,1,5,0,1,0,15,5 −=−=== rqpx . 
19. { } { } { } { }3,0,1,2,1,0,0,1,1,11,1,2 =−==−= rqpx . 
20. { } { } { } { }3,5,2,1,0,1,2,0,1,3,5,11 −=−==−= rqpx . 
21. { } { } { } { }2,1,4,0,1,1,1,0,2,5,0,8 ==== rqpx . 
22. { } { } { } { }1,0,2,1,2,1,3,1,0,8,1,3 −=−=== rqpx . 
23. { } { } { } { }1,1,1,2,0,3,1,2,1,12,1,8 −==−== rqpx . 
24. { } { } { } { }2,1,1,0,2,3,1,4,1,3,8,9 −=−==−−−= rqpx . 
25. { } { } { } { }0,1,4,1,1,3,2,1,0,13,9,5 =−=−=−−= rqpx . 
26. { } { } { } { }0,1,1,1,2,3,1,5,0,6,5,15 −=−==−= rqpx . 
27. { } { } { } { }0,3,1,1,2,0,1,0,1,4,9,8 =−=== rqpx . 
28. { } { } { } { }1,2,4,1,0,1,0,1,2,3,1,3 ==== rqpx . 
29. { } { } { } { }0,1,2,2,1,1,1,3,0,0,7,1 −=−==−= rqpx . 
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30. { } { } { } { }1,0,4,1,1,3,1,2,0,9,8,0 =−=−=−= rqpx . 
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Глава 2 Матрицы и определители 
 
§ 1 Матрицы. Виды матриц. Операции над матрицами 
 
Матрицей А размера nm×  называется прямоугольная таблица из m  

строк и n  столбцов, состоящая из чисел или иных математических выражений ija  
(называемых элементами матрицы), mi ...,,2,1= , nj ...,,2,1= . 

 
Матрица A  с элементами ija  обозначается также ( )ija . 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnmjmm

inijii

nj

nj

aaaa

aaaa

aaaa
aaaa

A

......

......

......

......

21

21

222221

111211

MOMOMM

MOMOMM
. 

 
Квадратной матрицей n -го порядка называется матрица размера nn× . 

Диагональной называется квадратная матрица, у которой все элементы равны 
нулю, кроме элементов, стоящих на главной диагонали. Единичной (обозначается 
E ) называется диагональная матрица, у которой по главной диагонали стоят 
единицы. Нулевой называется матрица, все элементы которой равны нулю. 

 
Примеры матриц: а) квадратная; б) диагональная; в) единичная;  

г) нулевая: а) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

020
13
701

x
x ; б) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
20
0

y
x

; в) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

100
010
001

; г) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
000
000

. 

 
Операции над матрицами 
 
Суммой матриц ( )ijaA =  и ( )ijbB =  одинакового размера называется 

матрица ( )ijcC =  того же размера, причем ijijij bac += , ji,∀ . 
 
Свойства операции сложения матриц. Для любых матриц A , B  и C  

одного размера выполняются равенства: 
1) ABBA +=+  (коммутативность); 
2) CBACBACBA ++=++=++ )()(  (ассоциативность); 
3) AOA =+ . 
 
Произведением матрицы ( )ijaA =  на число λ  называется матрица ( )ijbB =  

того же размера, что и матрица A , причем ijij ab λ= , ji,∀ . 
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Свойства операции умножения матрицы на число: 
1) ( ) ( ) AA ⋅⋅=⋅⋅ µλµλ  (ассоциативность); 
2) ( ) BABA ⋅+⋅=+⋅ λλλ  (дистрибутивность относительно сложения 

матриц); 
3) ( ) AAA ⋅+⋅=⋅+ µλµλ  (дистрибутивность относительно сложения 

чисел). 
 
Произведением BA ⋅  матриц A  и B  (размеров nm×  и rn×  

соответственно) называется матрица C  размера rm× , такая, что  

∑
=

⋅=⋅++⋅++⋅+⋅=
n

k
kjiknjinkjikjijiij bababababac

1
2211 ...... . 

 
Таким образом, каждый элемент ijc , находящийся в i -ой строке и j -ом 

столбце матрицы C , равен сумме произведений соответствующих элементов i -ой 
строки матрицы A  и j -го столбца матрицы B . (Говоря популярным языком, 
чтобы найти элемент ijc , нужно «приложить» i -ю строку матрицы A  к j -му 
столбцу матрицы B , перемножить соответствующие элементы и полученные 
произведения сложить). 

Произведение BA ⋅  существует, только если число столбцов матрицы 
A  равно числу строк матрицы B . 

 
Свойства операции умножения матриц: 
1) ( ) ( ) CBACBACBA ⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅  (ассоциативность); 
2) ( ) CBCACBA ⋅+⋅=⋅+  (дистрибутивность); 
3) ( ) CABACBA ⋅+⋅=+⋅  (дистрибутивность); 
4) ABBA ⋅≠⋅  -умножение матриц не коммутативно. 
 
Транспонированной к матрице ( )ijaA =  называется матрица 

( ) ( )ji
T

ij
T aaA == , ji,∀  (т.е. все строки которой равны соответствующим 

столбцам матрицы A ). 
Элемент строки матрицы назовем крайним, если он отличен от нуля, а все 

элементы этой строки, находящиеся левее него, равны нулю. Матрица называется 
ступенчатой, если крайний элемент каждой строки находится правее крайнего 
элемента предыдущей строки. В матрице A  и B  отмечены крайние элементы 
каждой строки: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
=

3110
0100
7421

A ,  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−−=

0000
3110
7421

B  

не ступенчатая   ступенчатая 
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Элементарными преобразованиями матрицы называются следующие 
операции: 

1. перемена местами двух строк (столбцов); 
2. умножение строки (столбца) на число, отличное от нуля; 
3. прибавление к элементам одной строки (столбца) соответствующих 

элементов другой строки (столбца). 
Матрица B , полученная из матрицы A  с помощью элементарных 

преобразований, называется эквивалентной матрице A  (обозначается AB ~ ). В 
дальнейшем будем рассматривать элементарные преобразования только над 
строками. 

 
Практическое занятие № 2 

 
Задание 1 Выполнить действие: 

1) BA 32 +  с матрицами: 
3232 112

032
,

110
321

××
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= BA . 

Решение: 
323232 156

6134
336
096

220
642

32
×××

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=+ BA . 

Ответ. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
156
6134

. 

2) BA −  с матрицами 
2265

42

×
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=A , 

123
1

×
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=B . 

1222 3
1

65
42

××
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=− BA . Данное действие выполнить нельзя, т.к. 

матрицы разного размера. 
Ответ. ∅ . 
 
Задание 2 Умножить две матрицы: BA ⋅  и AB ⋅ . 
 
Правило: Для того чтобы умножить две матрицы необходимо, чтобы 

количество столбцов первой матрицы совпадало с количеством строк во второй 
матрице. 

 

1. 
2254

12

×
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=A ,  21)03( ×=B  

Решение: Матрица 2122 ×× ⋅ BA  не существует, так как количество столбцов 
первой матрицы равно 2, а количество строк во второй матрице равно 1. 

Матрица 2221 ×× ⋅ AB  существует, так как количество столбцов первой 
матрицы равно 2, количество строк во второй матрице равно 2. 



 6 

( ) ( ) =⋅+⋅⋅+⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=⋅

×
××× 50134023

54
12

03
22

212221 AB  

( ) ( ) 21360306 ×=++= . 
Ответ. Матрицы BA ⋅  не существует, ( )36=⋅ AB . 

2. 

33
32 817

206
543

,
101
321

×
× ⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= BA  

Решение: =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⋅

×
×

××

33
32

3332

817
206
543

101
321

BA  

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−+−⋅+⋅⋅−+⋅+⋅⋅−+⋅+⋅

⋅+−⋅+⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅
=

8)1()2(0511)1(00417)1(6031
83)2(251130241736231

 

32334
25736

805104703
244530421123

×
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−+−+
+−++++

= . 

Ответ. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=⋅
334

25736
BA . 

Матрицы 3233 ×× ⋅ AB  не существует, т.к. )23( ≠ . 
Ответ. Матрицы AB ⋅  не существует. 

3 ( )

15

51

2
5
1
1
3

,13204

×

×

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=−= BA . 

Решение: 

( ) ( ) =⋅+⋅+−⋅−+⋅+⋅=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−⋅−=⋅

×

××× 2153)1()2(1034

2
5
1
1
3

13204

15

511551 BA  

( ) 11)31(2152012 ×=++++= . 
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( ) =−⋅

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=⋅ ×

×

×× 51

15

5115 13204

2
5
1
1
3

AB  

5526408
51510020
13204
13204
396012

1232)2(20242
1535)2(50545
1131)2(10141
1131)2(10141
1333)2(30343

×
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−−
−
−

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅−⋅⋅⋅
⋅⋅−⋅⋅⋅
⋅−⋅−−⋅−⋅−⋅−
⋅⋅−⋅⋅⋅
⋅⋅−⋅⋅⋅

= . 

Ответ. )31(=⋅ BA . 

 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−−
−
−

=⋅

26408
51510020
13204
13204
396012

AB . 

 
Задание 3 Найти матрицу 22 523 BAABBAC −+⋅−⋅= , если 

2222 52
43

,
45
23

××
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

= BA .  

Решение: 1) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⋅
07
25

2020815
101249

52
43

45
23

BA . 

2) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+
−−+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⋅

2431
2229

204256
166209

45
23

52
43

AB . 

3) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−
+−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⋅=
65
21

16102015
86109

45
23

45
232 AAA . 

4) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

3316
3217

258106
201289

52
43

52
432B . 

5) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⋅
7293
6687

2431
2229

33 AB . 

6) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
1210
42

65
21

22 2A . 

7) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

16580
16085

3316
3217

55 2B . 
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8) −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−+⋅−⋅=

1210
42

7293
6687

07
25

523 22 BAABBAC  

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

8476
7284

16580
16085

1210
42

7286
6882

16580
16085

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

814
88169

16580
16085

. 

Ответ. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

=
814
88169

С . 

Задание 4 Привести матрицу к ступенчатому виду: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−−
=

1235
0123
1101

A . 

Решение: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−−
=

3000
3220
1101

~
6330
3220
1101

~
1235
0123
1101

A . 

1) Первую строку матрицы умножим на (-3) и прибавим ко второй строке 
матрицы и запишем во вторую строку матрицы, равносильную данной матрице: 

3220

0123
3303

−

−−
−

+
 

2) Умножим первую строку матрицы на (5) и прибавим к третьей строке 
матрицы и запишем в третью строку матрицы, равносильную данной матрице: 

6330
1235
5505

−−
−−
−−

+
. 

3) Умножим вторую строку на (3), а третью на (2) и сложим их. 

3000
12660
9660

−
−−

−
+

. 

Ответ. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

3000
3220
1101

 - ступенчатая матрица. 
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Задание 5 Привести матрицу 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
−

=

3127
1613114

2332
7543

A  к ступенчатому 

виду. 

Решение: ~

)7()4(

3
3
3

)2(

3127
1613114

2332
7543 −×−×

×
×
×
−×

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
−

 

 

~
2

72068400
36034200

201910
7543

~
)34()17(

4038340
2019170
201910
7543

~
×
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
−

×−×

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−
−

 

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

0000
36034200

201910
7543

~ . 

201910

6996
141086

−

−
−−−

+
 

2019170

48393312
28201612

−

−
−−−

+
 

4038340

93621
49352821

−−

−
−−−

+
  

 

3603420

201917
34032317

−

−
−−

+
 

7206840

403834
68064634

−

−−
−

+
 

00

720684
720684

−
−

+
 

Ответ. 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

0000
36034200

201910
7543

. 

Задание 6 Найти матрицу TAAEAAB ⋅+⋅−= 232 , если 

33520
432
101

×
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=A . 

++
+

+
+

+
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Решение: 1) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=
2182
3458
611

510
432
101

510
432
101

2A . 

2) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=⋅
26175
17296
562

541
130
021

510
432
101

TAA . 

 

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−
−−−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

−
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−−

=
652
2242
312

523410
345812
10124

1530
1296
303

2182
3458
611

B  

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

+
58298
565414
13112

523410
345812
10124

. 

Ответ. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=
58298
565414
13112

В . 

 
Задание 7 Найти произведения матриц, т.е. проверить равенство 

( ) ( )CBACBA ⋅⋅=⋅⋅ : ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

32
13

,
13
02

,
11
11

CBA . 

Решение: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⋅

15
15

13
02

11
11

BA . 

 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⋅⋅

813
813

32
13

15
15

CBA . 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⋅
67
26

32
13

13
02

CB .  

( ) ( ) ( )CBACBACBA ⋅⋅=⋅⋅⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⋅⋅

813
813

67
26

11
11

. 

 
Задание 8 Проверить равенство ( ) TTT ABAB ⋅= , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

03
21

,
76
54

BA . 

Решение: ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⋅

128
2719

1227
819

03
21

76
54 TT

TBA . 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⋅

128
2719

75
64

02
31

76
54

03
21 TT

TT AB . 

 
Домашнее задание № 2 

 
Задание 1 Выполнить действия над матрицами BA 54 − :  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

420
312
213

,
513
242
012

BA .  

Ответ: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−−−

0612
231118
4097

. 

 

Задание 2 Выполнить действия 253 AEAA +⋅− : 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−
=

512
045
132

A .  

Ответ. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

1253391
2516360
3331101

. 

 

Задание 3 Вычислить матрицу С, если: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

12
31

,
05
32

BA . 

BEEABAABBAC ⋅−⋅+−+⋅+⋅= 222 . 

Ответ: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2214
945

. 

 
Задание 4 Проверить равенство ( ) CBCACBA ⋅+⋅=⋅+  и 

( ) CABACBA ⋅+⋅=+⋅ . 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

76
42

,
53
42

,
30
11

CBA . 

 
Задание 5 Умножить матрицы: ?)?) −⋅−⋅ ABбBAа  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

652
210
431

,
76
53
21

BA  
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Ответ: а) ∅ ;  б) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

6349
1915
4132

.  

 
Задание 6 Привести матрицу к ступенчатому виду: 

а) 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
−

=

13105
18312
5213

11121

A ;  б) 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
−

=

5512
10021
19713
13131

A . 

Ответ: а) 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−
−

43000
22400
82150
11121

; б) 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

0000
10000

3110
13131

. 

 
§ 2 Определители. Свойства определителей 
 

Любой квадратной матрице n -го порядка 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
............

...

...

21

22221

11211

 можно 

поставить в соответствие число, которое называется определителем 
(детерминантом) матрицы A , и обозначается так: 

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
............

...

...

21

22221

11211

=  или A  или Adet . 

 
Определитель – это число, характеризующее квадратную матрицу. 
 
Определитель 2-го порядка задается равенством: 

( )21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

⋅−+⋅= .            (1) 

 
Определитель 3-го порядка задается равенством: 
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( ) +⋅⋅−+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅= 312213312312133221332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

 ( ) ( )113223332112 aaaaaa ⋅⋅−+⋅⋅−+ .            (2) 
 
Методы вычисления определителей 
 

1) Правило «треугольников» (правило Саррюса) вычисления 
определителей 3-го порядка: первое из трех слагаемых, входящих в сумму (2) со 
знаком «+», есть произведение элементов главной диагонали, второе и третье – 
произведения элементов, находящихся в вершинах двух треугольников с 
основаниями, параллельными главной диагонали. Три слагаемых, входящих в 
сумму (2) со знаком «–», определяются аналогично, но относительно второй 
(побочной) диагонали. 

 
2) Теорема Лапласа Определитель n -го порядка равен сумме 

произведений любой строки (или столбца) на их алгебраические дополнения.  
Разложение определителя 3-го порядка по первой строке: 

3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11det

aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

aA ⋅+⋅−⋅= .         (3) 

 
3) Разложение определителя n -го порядка по первой строке. Аналогично 

последней формуле, имеем: 

+⋅−⋅=

nnnn

n

n

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

a

aaa

aaa
aaa

aA

...

...

...

...

...

...

det

21

33231

22221

12

32

33332

22322

11 MOMMMOMM
 

121

133231

122221

1
1

21

33231

22121

13

...

...

...

)1(...

...

...

...

−

−

−

+ ⋅−+−⋅+

nnnn

n

n

n
n

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

a

aaa

aaa
aaa

a
MOMMMOMM

.       (4) 

 
Определителем (детерминантом) 1-го порядка квадратной матрицы 

( )11aA =  называется значение 11a : 11det aA = . 
 
Дополнительным минором ijM  к элементу ija  квадратной матрицы A  

называется определитель, составленный из элементов матрицы A , оставшихся 
после вычеркивания i -й строки и j -го столбца. 
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Алгебраическим дополнением ijA к элементу ija  квадратной матрицы 

( )ijaA =  называется произведение ij
ji

ij MA ⋅−= +)1( . 
 

Например, в матрице 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

087
654
321

 минором 21M  является определитель, 

составленный из элементов матрицы, оставшихся после вычеркивания 2-й строки 

и 1-го столбца: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

087
654
321

. 

Таким образом, 248302
08
32

21 −=⋅−⋅==M ; соответственно, 

алгебраическим дополнением 21A  будет число 24)24()1()1( 3
21

12
21 =−⋅−=⋅−= + MA . 

В новых обозначениях, аналогично формуле (3), записывается формула 
«разложение определителя 3-го порядка по первой строке»: 

∑
=

⋅=⋅+⋅+⋅=
3

1
11131312121111det

j
jj AaAaAaAaA . 

 
Аналогично формуле (4) записывается формула «разложение 

определителя n -го порядка по первой строке»: 

∑
=

−− ⋅=⋅+⋅++⋅+⋅=
n

j
jjnnnn AaAaAaAaAaA

1
1111111112121111 ...det . 

 
4) Разложение определителя n -го порядка по i -й строке: 

∑
=

−− ⋅=⋅+⋅++⋅+⋅=
n

j
ijijininniniiii AaAaAaAaAaA

1
1112211 ...det ,  

ni ,1=∀ .                (5) 
 
5) Разложение определителя n  -го порядка по j -му столбцу: 

∑
=

−− ⋅=⋅+⋅++⋅+⋅=
n

j
ijijnjnjjnjnjjjj AaAaAaAaAaA

1
112211 ...det ,  

nj ,1=∀ .                (6) 
 
6) Метод приведения к треугольному виду заключается в приведении 

определителя (с помощью элементарных преобразований) к такому виду, когда 
все элементы, расположенные по одну сторону одной из диагоналей, равны нулю. 
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7) Метод рекуррентных соотношений состоит в том, что определитель 
n -го порядка выражают через определители того же вида, но более низкого 
порядка, используя элементарные преобразования и разложение по строке или 
столбцу. 

 
Свойства определителей 
1. Если у определителя какая-либо строка (столбец) состоит только из 

нулей, то определитель равен 0. 
2. Если какие-либо две строки (два столбца) определителя 

пропорциональны, то определитель равен 0. 
3. Если какую-либо строку (столбец) определителя умножить на 

произвольное число, то и весь определитель умножится на это число. 
4. Если две строки (два столбца) определителя поменять местами, то 

определитель меняет знак. 
5. Если к какой-либо строке (столбцу) определителя прибавить какую-

либо другу строку (столбец), умноженную на произвольное число, то 
определитель не изменится. 

6. Определитель произведения матриц равен произведению их 
определителей. 

7. Сумма произведений элементов какой-либо строки (или столбца) 
определителя на соответствующие алгебраические дополнения элементов любой 
другой строки (столбца) равна нулю. 

 
Практическое занятие № 3 

 
Задание 1 Вычислить определитель. 
а) 11det aA =  для ( )11aA = . 

111 )4( ×=A . 44det 1 ==A . 

б) ( )21122211
2221

1211det aaaa
aa
aa

A ⋅−⋅== . 

22
2 45

31

×
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=A  или 

2
2 45

31
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=A . 

111543541
45
31

det 2 −=−=⋅−⋅==A . 

в) I способ. Вычислить определитель третьего порядка по правилу 
«треугольников» (правило Саррюса). 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

3

aaa
aaa
aaa

A . 
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( ) −⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅== 312312133221332211

333231

232221

131211

det aaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

A  

( )332112113223312213 aaaaaaaaa ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅− . 
 
 
 
 
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

652
104
321

A . 

( ) ( ⋅−⋅−+⋅⋅+⋅⋅−⋅−⋅+⋅−⋅+⋅⋅=
−

−= 1)5()1(6422032)1(23)5(4601
652
104
321

det A

 ( ) ( ) 117536454804600 −=−−=++−−−= . 
II способ. Вычислить определитель третьего порядка через алгебраические 

дополнения по элементам (например) первой строки. 

131312121111

333231

232221

131211

det AaAaAa
aaa
aaa
aaa

A ⋅+⋅+⋅== . 

+⋅−⋅+−⋅=⋅+⋅+⋅=
−

−= ++
12

21
11

11
131211 )1(2)1(1321

652
104
321

det MMAAAA  

+
−

⋅−
−

−
=

−
⋅⋅+

−
⋅−⋅+

−
−

⋅⋅=−⋅+ +

62
14

2
65
10

52
04

13
62
14

)1(2
65
10

11)1(3 13
31 M

 =−⋅+⋅−−=−−⋅+−−⋅−−=
−

⋅+ )20(32625)020(3))2(24(2)50(
52
04

3  

11760525 −=−−−= . 
 
III способ. Вычислить определитель третьего порядка через 

алгебраические дополнения по элементам (например) второго столбца. 

323222221212

333231

232221

131211

det AaAaAa
aaa
aaa
aaa

A ⋅+⋅+⋅== . 
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+⋅−⋅+−⋅=⋅−+⋅+⋅=
−

−= ++
22

22
12

21
322212 )1(0)1(2)5(02

652
104
321

det MMAAAA

 +−−⋅−=
−

⋅−⋅−+⋅⋅+
−

⋅−⋅=−⋅−+ + ))2(24(2
14
31

)1()5(
62
31

10
62
14

)1(2)1()5( 32
23 M  

1176552)13(5262)121(5)66(0 −=−−=−⋅+⋅−=−−⋅+−⋅+ . 
г) Вычислить определитель четвертого порядка через алгебраические 

дополнения. 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

=

10000
4300
6540
1432

4A . 

Вычислим определитель четвертого порядка для матрицы 4A  по 
элементам первого столбца. 

=−⋅=⋅=⋅+⋅+⋅+⋅=
−

−

= +
11

11
1141312111 )1(220002

10000
4300
6540
1432

det MAAAAAA

 =
−

⋅=
−

⋅−⋅= +

1000
430
654

2
1000
430
654

)1(2 11 (вычислим определитель третьего 

порядка по элементам первого столбца) ( ) =⋅+⋅+⋅−⋅= 312111 00)4(2 AAA  

( ) 240103)4(240103)4(2
100
43

)4(2)4(2 11 −=⋅⋅−⋅=⋅−⋅⋅−⋅=⋅−⋅=⋅−⋅= M . 

Так как определитель имеет вид ступенчатой матрицы четвертого порядка, 
то можно сделать вывод, что определитель ступенчатой матрицы равен 
произведению элементов, стоящих по главной диагонали. 

д) Вычислить определитель четвертого порядка для матрицы 4A : 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−
−

=

1524
6412
2531
1021

4A . 
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=

×−××

−
−

−−
−

=

)4()2()1(

1524
6412
2531
1021

det A  (приведем определитель 

матрицы четвертого порядка к ступенчатому виду) = =
−××

−
−

−
−

)2()1(

35100
8450
3550
1021

 

=

−
−

⋅=
×

−

−
−

⋅=

−

−
−

=

9
52000
9
5100

3550
1021

9
)5(

3500
9
5100

3550
1021

9

3500
5900
3550
1021

 

260
9

521519 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅⋅⋅= . 

Домашнее задание № 3 
 

Задание 1 Вычислить определитель второго порядка: 

а) 
26
51

;   б) 
53
42 −−

. 

Ответ. а) 28− .  б) 2. 
 
Задание 2 Вычислить определитель третьего порядка (по правилу 

«треугольников», по строке и по столбцу):  

а) 
243
352
123

; б) 
123
110
312

−
−
−

;  в) 
654
100
321

; 

г) 
765
043
021

; д) 
876
010
532

− . 

Ответ: а) 3− ; б) 4; в) 3; г) 14− ; д) 14. 
 
 
 
 
 
 
 

+
+

+
+

+

+
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Задание 3 Вычислить определитель четвертого порядка: 

а) 

1420
2513
2211
2032

−
−−

−
−−

;  б) 

5744
2003
8002
4321

;  в) 

6588
5775
3543
4253

−−
−−
−−

−−

. 

Ответ: а) 63; б) 40− ; в) 17. 

Задание 4 Вычислить определитель пятого порядка 

103541
27772

21161153
1310732
54321

−
. 

Ответ: 52. 
 
§ 3 Обратная матрица. Ранг матрицы 
 
Матрица, определитель которой равен 0, называется вырожденной; 

матрица, определитель которой не равен 0, называется невырожденной. 
 
Обратной матрицей к квадратной матрице A  называется такая матрица 

(обозначается 1−A ), что EAAAA =⋅=⋅ −− 11 . 
Замечание. Если матрица 1−A  существует, то она единственная. 
 
Присоединенной матрицей к квадратной матрице ( )ijaA =  называется 

матрица ( )TijAA =~ , полученная транспонированием из матрицы, составленной из 
алгебраических дополнений ijA  к элементам ija . 

 
Теорема Для матрицы A  обратная матрица существует тогда и только 

тогда, когда матрица A  невырожденная: 

A
A

A ~
det

11 =− .               (7) 

Метод присоединенной матрицы вычисления обратной матрицы к 
невырожденной матрице A  состоит в применении формулы (7). 

Метод элементарных преобразований (метод Гаусса) вычисления 
обратной матрицы к невырожденной матрице A  состоит в следующем. 
Приписывая справа к матрице A  размера nn×  единичную матрицу размера nn× , 
получим прямоугольную матрицу ( )EAГ =  размера nn 2× . С помощью 
элементарных преобразований над строками матрицы Г  сначала приведем ее к 
ступенчатому виду ( )BAГ 11 = , где 1A  - треугольная, а затем к виду ( )1

2
−= AEГ . 
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Матричные уравнения простейшего вида с неизвестной матрицей X  
записываются следующим образом  

1−⋅= ABAX  (слева),             (8) 

BAXAA ⋅=⋅⋅ −− 11 ,              (9) 
BAXE ⋅=⋅ −1 .             (10) 

В этих уравнениях XBA ,,  - матрицы таких размеров, что все 
используемые операции умножения возможны, и с обеих от знаков равенства 
находятся матрицы одинаковых размеров. 

Если в уравнениях (8), (9) матрица A  невырожденная, то их решения 
записываются следующим образом: 

BAX ⋅= −1 . 
Минором k -го порядка произвольной матрицы A  называется 

определитель, составленный из элементов матрицы, расположенных на 
пересечении каких-либо k  строк и k  столбцов. 

В матрице 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

7987
4654
1321

A  можно указать, например, такие миноры: 

- 2-го порядка 

54
21

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2221

1211минор
aa
aa

, 
77
44

−
 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

3431

2421минор
aa
aa

,  

98
32

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

3332

1312минор
aa
aa

; 

- 3-го порядка 

787
454
121

−
, 

798
465
132

−
; 

- 1-го порядка 
2  (минор 12a ), 3  (минор 13a ), 7−  (минор 34a ). 

 
Рангом матрицы A  называется наибольший из порядков ее миноров, не 

равных нулю. 
Обозначения: )(Ar , )(Arang . 
Базисным минором называется любой из миноров матрицы A , порядок 

которого равен )(Ar . 
Для следующей матрицы A  ее ранг равен 1: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

000
223

A , 1)( =Ar . 



 21

Любой из миноров 2-го порядка матрицы A  равен нулю, и существует 
хотя бы один минор 1-го порядка, не равный нулю, например 33 = . Базисным 
минором матрицы A  является каждый из ненулевых миноров 1-го порядка: 

)3(3 = , )2(2 −=− , )2(2 = . 
Для следующей матрицы A  ее ранг равен 2: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

03
20

A , 2)( =Ar , 

так как существует минор 2-го порядка 6
03
20

−= , не равный нулю, а миноров 3-

го порядка у матрицы A  нет. Единственный базисный минор матрицы A  - минор 

03
20

. 

Теорема 1 При элементарных преобразованиях ранг матрицы не 
изменяется. 

Теорема 2 Ранг ступенчатой матрицы равен количеству ее ненулевых 
строк. 

 
Метод элементарных преобразований нахождения ранга матрицы 

заключается в том, что матрицу A  приводят к ступенчатому виду с помощью 
элементарных преобразований; количество ненулевых строк полученной 
ступенчатой матрицы есть искомый ранг матрицы A . 

Метод окаймляющих миноров нахождения ранга матрицы A  состоит в 
следующем. Необходимо: 

1) Найти какой-нибудь минор 1M  первого порядка (т.е. элемент 
матрицы), отличный от нуля. Если такого минора нет, то матрица A  нулевая и 

0)( =Ar . 
2) Вычислять миноры 2-го порядка, содержащие 1M  (окаймляющие 1M ) 

до тех пор, пока не найдется минор 2M , отличный от нуля. Если такого минора 
нет, то 1)( =Ar , если есть, то 2)( ≥Ar . И т.д. 

… 
k) Вычислять (если они существуют) миноры k -го порядка, окаймляющие 

минор 01 ≠−kM . Если таких миноров нет, или они все равны нулю, то 
1)( −= kAr ; если есть хотя бы один такой минор 0≠kM , то kAr ≥)( , и процесс 

продолжается. 
При нахождении ранга матрицы таким способом достаточно на каждом 

шаге найти всего один ненулевой минор k -го порядка, причем искать его только 
среди миноров, содержащих минор 01 ≠−kM . 
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Практическое занятие № 4 

Задание 1 Найти обратную матрицу для матрицы À : 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

761
234
051

A . 

План нахождения обратной матрицы: 
1 Найдем определитель матрицы А: 

( ) =⋅⋅+⋅⋅+−⋅⋅−−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=
−

= 754162)1(30))1(25064731(
761
234
051

det A

 01411401211)140120()10021( ≠−=−−=++−−+ . 
Так как определитель не равен 0, то матрица называется невырожденной, а 

значит для данной матрицы обратная матрица существует. 
2 Найдем алгебраические дополнения для каждого элемента матрицы А. 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

− 761
234
051

. 

9)1221(
76
23

1)1()1( 11
2

11
11

11 =−=⋅=⋅−=⋅−= + MMA . 

30)228())2(28(1
71
24

1)1()1( 12
3

12
21

12 −=+−=−−⋅−=
−
⋅−=⋅−=⋅−= + MMA . 

27)324()3)1(24(
61
34

1)1()1( 13
4

13
31

13 =+=⋅−−=
−

⋅=⋅−=⋅−= + MMA . 

35351)035(1
76
05

1)1()1( 21
3

21
12

21 −=⋅−=−⋅−=⋅−=⋅−=⋅−= + MMA . 

707)0)1(7(
71
01

1)1()1( 22
4

22
22

22 =+=⋅−−=
−

⋅=⋅−=⋅−= +
+ MMA . 

11)56(1))5(6(1
61
51

1)1()1( 23
5

23
32

23 −=+⋅−=−−⋅−=
−
⋅−=⋅−=⋅−= + MMA . 

10)010(1
23
05

1)1()1( 31
4

31
13

31 =−⋅=⋅=⋅−=⋅−= + MMA . 

2)02(1
24
01

1)1()1( 32
5

32
23

32 −=−⋅−=⋅−=⋅−=⋅−= + MMA . 

17)203(
34
51

1)1()1( 33
6

33
33

33 −=−=⋅=⋅−=⋅−= + MMA . 
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Запишем матрицу из алгебраических дополнений: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
=

17210
11735
27309

~A . 

3 Транспонируем данную матрицу, то есть меняем строки и столбцы 
местами 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
=

171127
2730

10359
*A . 

4 Обратная матрица *1

det
1 A

A
A ⋅=− . 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
⋅

−
=−

171127
2730

10359

141
11A . 

5 Проверка EAAAA =⋅=⋅ −− 11  (по определению обратной матрицы). 

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
⋅−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
⋅

−
=⋅−

14100
01410
00141

141
1

761
234
051

171127
2730

10359

141
11 AA

 E=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
010
001

. 

141119220
014140
070700

010233135
1411221150
06010545

0174427
022830

141101409

−=−−
=−+
=+−

=−−
−=−+−
=+−

=+−
=++−
−=−−

 

Ответ: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
⋅

−
=−

171127
2730

10359

141
11A . 

 
Задание 2 Найти (методом элементарных преобразований) матрицу, 

обратную к данной: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

422
121
111

A . 

Решение. Записывая матрицу ( )EAГ =  размера ( )63× , с помощью 
элементарных преобразований над строками приведем ее сначала к ступенчатому 
виду ( )BAГ 11 = , а затем к виду ( )1

2
−= AEГ : 
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~
1102200

011210
001111

~
)2()1(

100422
010121
001111

1

×⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−=

−×−×

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−= ГГ  

 

~)1(
2101100

113010
001111

~
2:102200

113010
001111

~ −×
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

III
 

 

2

2101100
113010

2315001
~

)1(2101100
113010
114101

~ Г=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

−×⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−
. 

Итак, 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−
=−

2101
113

2315
1A . 

Сделаем проверку: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−
⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=⋅−

100
010
001

2101
113

2315

422
121
111

1 AA ; 

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−⋅

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−
=⋅ −

100
010
001

422
121
111

2101
113

2315
1AA . 

 

Задание 3 Найти ранг матрицы 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−

−−
=

34111
116113

31121
A методом 

элементарных преобразований. 
Решение. Сначала приведем матрицу к ступенчатому виду. 

а) ~
7
3

03030
203470

31121
~

)1()3(

34111
116113

31121
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−×

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−−×−×

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−

−−
=A  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−
−−

7
60

7
12

7
1200

203470
31121

~ ,  3)( =Ar . 

+
+

+
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б) 3)(,

45212
510121
46112
17311

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−−

−−
−

= ArA . 

 
в)

~

)1()2(

1110
4000
0300
0020
3210
1111

~

1111
3210
4000
0300
0020
1110

~

)1()2(1111
4321
5111
1411
1131
1112

×−×

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −−−

−×−×⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

 

 

~
)2()3(

4000
6000
2000
2100
3210
1111

~
)3()4(

4000
0300
6400
2100
3210
1111

~

2100
4000
0300
6400
3210
1111

−××

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−××

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0000
0000
2000
2100
3210
1111

~ . 4)( =Ar . 

 
Задание 4 Найти ранг матрицы методом окаймляющих миноров и указать 

один из базисных миноров. 

а) 1)(,
2162
2100
4331

≥
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
= ArA . 

1)(0111 =⇒≠== ArM . 

2)(03
10
33

2 =⇒≠== ArM . 
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0
216
210
433

.0)66(1
162
100
331

2
3

1
3 =

−
==−⋅−== MM .

01212
262
200
431

3
3 =−==M . 0101028122

212
210
431

4
3 =−=−−+−=

−
=M . 

Так как все определители 3-го порядка равны 0, то ⇒≠ 3)(Ar  

2)(,3)( =< ArAr . 
10
33

2 −M  - базисный минор. 

 

Задание 5 Решить матричное уравнение ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
3
1

45
12

2

1

x
x

. 

Решение. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

45
12

A , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1

x
x

X , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

3
1

B . 

BAX = . Используя формулы (8), (9), (10) решим уравнение 
1/ −⋅= ABAX  (слева) 

BAAXA 11 −− = , 
BAXE ⋅=⋅ −1 , 

BAX 1−= . 

Для матрицы ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

45
12

A  найдем обратную матрицу. 

I способ. 

~
3
2

1
2
5

2
30

0
2
1

2
11

~
)5(

1045

0
2
1

2
11~

2:
1045
0112

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛×

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−×
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛  

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=⇒

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−×

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

3
2

3
5

3
1

3
4

3
2

3
510

3
1

3
401

~
2
1

3
2

3
510

0
2
1

2
11

~ 1A . 

 

II способ. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

45
12

A . 

1) 3det =A . 
2) 411 =M , 512 −=M , 121 −=M , 222 =M . 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

21
54*A . 
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3) 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=−

3
2

3
5

3
1

3
4

25
14

3
11A . 

Обратную матрицу подставим в уравнение BAX 1−= . Умножим две 
матрицы в правой части. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
3
1

25
14

3
1

2

1

x
x

. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
11
7

3
1

2

1

x
x

. 

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

3
11
3
7

2

1

x
x

. 

Ответ. 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

3
11
3
7

2

1

x
x

. 

 
Домашнее задание № 4 

 
Задание 1 Найти ранг матрицы: 

а) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−
=

28112
71524
42312

A ;  б) 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−

=

1977
7115
4312
1531

A . 

Ответ. а) 2)( =Ar    б) 3)( =Ar  
 
Задание 2 Найти обратную матрицу для матрицы A  (двумя способами). 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

087
654
321

A . 

Ответ. 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−

−−

=−

9
1

9
2

9
1

9
2

9
7

9
14

9
1

9
8

9
16

1A . 
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Задание 3 Решить матричные уравнения:  

а) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
12
64

52
21

X ;   б) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

521
234
311

111
012
111

X . 

Ответ. а) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
136
3216

;   б) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−

035
254
023

. 

 
Вопросы для самопроверки 
 
1. Сформулируйте теорему Лапласа. 
2. Сформулируйте определение обратной матрицы. 
3. Какая матрица называется квадратной? 
4. Дайте определение определителя. 
5. Какая матрица называется невырожденной. 
6. Что называется рангом матрицы? 
7. Сформулируйте определение матрицы. 
8. В каком случае можно умножить две матрицы? 
9. Напишите формулу вычисления определителя третьего порядка в 

общем виде. 
10. Какая матрица называется вырожденной? 
11. Что называется минором Mij? 
12. Сформулируйте определение алгебраического дополнения. 
13. Когда можно сложить две матрицы? 
14. Какая матрица называется диагональной? 
15. Какая матрица называется транспонированной к А? 
16. Какая матрица называется единичной? 
17. Сформулируйте условие существования обратной матрицы. 

18. Вычислить определитель матрицы 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

81
54
31

. 

19. Вычислить BA ⋅  и AB ⋅ , где ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

43
21

A , ( )65=B . 

20. Вычислить алгебраическое дополнение 23A  для матрицы 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

210
765
431

A . 

21. При каких условиях равны две матрицы? 
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22. Найдите обратную матрицу для матрицы ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
52
41

A . 

23. Найдите 21M  для матрицы 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

027
165
043

A . 

24. Сформулируйте свойства определителей. 
25. Какие элементарные преобразования матриц вы знаете? 
26. Как складываются две матрицы? 
27. Когда можно умножить матрицу на число? 
28. Вычислите BA 2+ : ( )31=A , ( )54=B . 
29. Когда можно вычесть две матрицы? 

30. Найдите ранг матрицы A : ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1263
421

A . 
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Глава 3. Системы линейных уравнений 
 
§ 1 Виды систем линейных уравнений. Решение систем линейных 

уравнений с помощью обратной матрицы. Формулы Крамера. Метод Гаусса 
 
Пусть задана система из m  линейных уравнений с n  неизвестными 

nxxx ...,,, 21 : 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

,...
........................................

,...
,...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

            (*) 

где числа ija  ( )njmi ...,,2,1;...,,2,1 ==  называются коэффициентами системы, 
а числа mbb ...,,1  - свободными членами. 

 
Решением системы (*) называется такой набор чисел ( )nccc ...,,, 21 , 

который при его подстановке в систему вместо соответствующих неизвестных ( 1c  
вместо 1x , …, nc  вместо nx ) каждое из уравнений системы обращает в тождество. 

 
Если система (*) имеет хотя бы одно решение, то она называется 

совместной; система, не имеющая ни одного решения, называется 
несовместной. Система называется определенной, если она имеет единственное 
решение, и неопределенной, если она имеет более одного решения. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Две системы линейных уравнений с одинаковым числом неизвестных 

называются эквивалентными (равносильными), если множества всех решений 
этих систем совпадают. 

 

Система (*) 

Совместная 

Определенная 

Несовместная 

Неопределенная 
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Если 0...21 ==== mbbb , то система называется однородной, в противном 
случае она называется неоднородной. 

Систему (*) можно записать в матричной форме: 
BAX = , 

где 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...

...

...

21

22221

11211

MOMM
 - матрица системы, 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nx

x
x

X
M
2

1

 - столбец (или 

столбец-вектор) неизвестных, 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mb

b
b

B
M
2

1

 - столбец свободных членов. 

Матрица ( )
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mmnm

n

n

baa

baa
baa

BA

...

...

...

1

2221

1111

MMOM
 называется расширенной матрицей 

системы. 
Пусть система из n  линейных уравнений с n  неизвестными 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

,...
........................................

,...
,...

2211

22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

          (**) 

записана в матричной форме: 
BAX = , 

гдe 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...

...

...

21

22221

11211

MOMM
,       

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nx

x
x

X
M
2

1

 - столбец неизвестных,  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nb

b
b

B
M
2

1

 - столбец свободных членов. 

Если D  - определитель матрицы A  - не равен нулю, то система совместна 
и определенна, ее решение задается формулой: 

BAX ⋅= −1 . 
Другую форму записи этого утверждения дают формулы Крамера: 
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D
Dx k

k = , nk ...,,2,1= . 

где kD  - определитель, получающийся из D  заменой k -го столбца на столбец 
свободных членов. 

 
Практическое занятие № 5  

 
Задание 1 Решить систему линейных уравнений тремя способами: 
а) по формулам Крамера; 
б) с помощью обратной матрицы; 
в) методом Гаусса. 
 

BXA
xxx
xxx
xxx

=⋅⇔
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
−=−+

=++

434
,532
,112

321

321

321

. 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=
341
132
211

A , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

4
5

11
B ,  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3

2

1

x
x
x

X . 

 
а) Решим систему уравнений по формулам Крамера. 

∆
∆

= 1
1

xx ; 
∆
∆

= 2
2

xx ;  
∆
∆

= 3
3

xx . 

30426)646()1169(
341
132
211

=+=+−−−++=
−

−=∆ . 

903555)154424()44099(
344
135
2111

1 =+=−−−−−=−−=∆ x . 

607212)66410()111615(
341
152
2111

2 −=−=+−−++−=
−

−−=∆ x . 

15045105)82033()58812(
441
532

1111

3 =+=+−−−++=
−

−=∆ x . 

3
30
90

1 ==x ; 2
30
60

2 −=
−

=x ; 5
30

150
3 ==x . 

Ответ: )5;2;3( − . 
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б) Решим систему уравнений с помощью обратной матрицы. 
BAX ⋅= −1 . 

Найдем обратную матрицу для матрицы А. 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

341
132
211

A . 

1 30426)646()1169(
341
132
211

det =+=+−−−++=
−

−=A . 

2 13)4(9
34
13

)1( 11
11

11 =−−=
−

=⋅−= + MA . 

5)16(1
31
12

1)1( 12
21

12 −=−⋅−=
−

−
⋅−=⋅−= + MA . 

11)3(8
41
32

)1( 13
31

13 =−−=
−

=⋅−= + MA . 

5)83(1
34
21

1)1( 21
12

21 =−⋅−=⋅−=⋅−= + MA . 

5)2(3
31
21

)1( 22
22

22 =−−=
−

=⋅−= + MA . 

5))1(4(1
41
11

1)1( 23
32

23 −=−−⋅−=
−

⋅−=⋅−= + MA . 

761
13
21

)1( 31
13

31 −=−−=
−

=⋅−= + MA . 

5)41(1
12
21

1)1( 32
23

32 =−−⋅−=
−

⋅−=⋅−= + MA . 

123
32
11

)1( 33
33

33 =−==⋅−= + MA . 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

157
555

11513
~A . 

3 Протранспонируем данную матрицу A~ : 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

1511
555
7513

*A . 
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4 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
⋅=−

1511
555
7513

30
11A . 

Полученную матрицу подставим в равенство BAX ⋅= −1 . 

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅+−⋅−+⋅
⋅+−⋅+⋅−
⋅−+−⋅+⋅

⋅=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−⋅

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
⋅=⋅= −

41)5()5(1111
45)5(5115
4)7()5(51113

30
1

4
5

11

1511
555
7513

30
11 BAX  

.5
;2

;3

5
2
3

30
150

30
60
30
90

150
60
90

30
1

425121
202555
2825143

30
1

3

2

1

=
−=

=
⇒

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−⋅=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++
+−−
−−

⋅=
x
x
x

 

Ответ: )5;2;3( − . 
 
в) Решим систему линейных уравнений методом Гаусса. 
Запишем расширенную матрицу и приведем ее к ступенчатому виду. 

⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−−×

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

×−×

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

1503000
27510
11211

~)5(
15550
27510
11211

~
)1()2(

4341
5132

11211

от матрицы перейдем к системе уравнений 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=−
=++

⇒
,15030
,275
,112

3

32

321

x
xx
xxx

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=−
=++

,5
,275
,112

3

32

321

x
xx
xxx

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=⋅−
=⋅++

,5
;2755
,1152

3

2

21

x
x
xx

  

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=−

=++

,5
,2725
,1110

3

2

21

x
x
xx

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=
=+

,5
,2
,1

3

2

21

x
x
xx

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=

=−

,5
,2
,12

3

2

1

x
x

x
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=

=

.5
,2
,3

3

2

1

x
x
x

 

Ответ: )5;2;3( − . 
 

Домашнее задание № 5 
Задание 1 Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера и 

методом Гаусса 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++
=+−
=+−+−
=+++

.10
,3

,10432
,30432

4321

432

4321

4321

xxxx
xxx

xxxx
xxxx

 

Ответ. ( )4,3,2,1 . 
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Задание 2 Решить системы линейных уравнений тремя способами: 
а) по формулам Крамера; 
б) с помощью обратной матрицы; 
в) методом Гаусса. 
 

а) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−−−
=++
=++

.223
,8235
,62

321

321

321

xxx
xxx
xxx

   б) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=++
=−−
=+−

.235
,43
,132

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

Ответ: а) )8;6;2( − ;  б) )1;0;1( − . 
 
§ 2 Исследование  систем линейных уравнений по теореме Кронекера - 

Капелли 
 
Пусть задана система из m  линейных уравнений с n  неизвестными 

nxxx ...,,, 21 : 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

,...
........................................

,...
,...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

            (*) 

где числа ija  ( )njmi ...,,2,1;...,,2,1 ==  называются коэффициентами 
системы, а числа mbb ...,,1  - свободными членами. 

Систему (*) можно записать в матричной форме: 
BAX = , 

где 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...

...

...

21

22221

11211

MOMM
 - матрица системы, 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nx

x
x

X
M
2

1

 - столбец 

(или столбец-вектор) неизвестных, 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mb

b
b

B
M
2

1

 - столбец свободных членов. 

Матрица ( )
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mmnm

n

n

baa

baa
baa

BA

...

...

...

1

2221

1111

MMOM
 называется расширенной матрицей 

системы. 
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Теорема (Кронекера-Капелли) Система линейных уравнений (*) 
совместна тогда и только тогда, когда ранг основной матрицы системы равен 
рангу расширенной матрицы системы: 

( )BArAr =)( . 
 
Исследовать систему линейных уравнений означает определить, 

совместна она или нет, а для совместной системы – выяснить, определенна она 
или нет. При этом возможны три варианта: 

1) Если ( )BArAr <)( , то система несовместна. 
2) Если ( ) nBArAr ==)(  (где n  - число неизвестных), то система 

совместна и определенна. 
3) Если ( ) nBArAr <=)( , то система совместна и неопределенна. 
 

Практическое занятие № 6 

Задание 1 Решить систему уравнений 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

.1
,1
,1

321

321

321

xxx
xxx
xxx

λ
λ

λ
 

Решение. Будем решать данную систему методом Гаусса. Запишем 
расширенную матрицу и приведем к ступенчатому виду: 

~1
1110

0110
111

~
)()1(

111
111
111

2
×
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−+−
−−

−×−×

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

λλλ
λλ

λλ

λ
λ

λ
 

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+−−
−−

λλλ
λλ

λ

1200
0110
111

~
2

. 

Решим квадратное уравнение 
022 =+−− λλ , 

022 =−+ λλ , 
( ) 9241 =−⋅−=D . 

2
,1

2
31

2

1
2,1 −=

=±−
=

λ
λ

λ , 

т.е. ( )( ) 2,1021 21 −==⇒=+−− λλλλ . 
Подставим вместо λ  найденные значения в последнюю матрицу и 

запишем систему уравнений. 
1) 1=λ  
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( )⇒⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
1111

0000
0000
1111

 ранг основной матрицы равен рангу 

расширенной матрицы и равен 1. Следовательно, будет один главный 
неизвестный 1x  и 2 параметра: 321 1 xxx −−= . 

Система при 1=λ  имеет бесчисленное множество решений: 
( )3232 ;;1 xxxx −− . 
2) 2−=λ  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

3000
0330
1211

 ⇒  ранг основной матрицы равен 2, ранг расширенной 

матрицы равен 3, следовательно, система не имеет решений. 
3) 1≠λ  и 2−≠λ . Система имеет единственное решение. 

( ) ( )
( )( ) ( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+
=

+
=

+
=

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=−+−
=−+−

=++

.
2

1

,
2

1

,
2

1

,112
,011

,1

3

2

1

3

32

321

λ

λ

λ

λλλ
λλ

λ

x

x

x

x
xx

xxx
 

Ответ. 
2

1,
2

1,
2

1
321 +
=

+
=

+
=

λλλ
xxx  при 1≠λ  и 2−≠λ ; 

211 1 ccx −−= ; 12 cx = ; 23 cx = , Rcc ∈21, , при 1=λ ; 
система не имеет решения при 2−=λ . 

 

Задание 2 Решить систему линейных уравнений 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
=+−
−=++

.43
,132
,235

zyx
zyx
zyx

 

Решение: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−=

113
132
351

A  - основная матрица. 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−
=′

4113
1132
2351

A  - расширенная матрица. 

Будем решать данную систему по теореме Кронекера-Капелли: Система 
линейных уравнений совместна тогда и только тогда, когда ранг основной 
матрицы равен рангу расширенной матрицы, т.е. )()( ArAr ′= . 

Так как основная матрица входит в расширенную матрицу, то будем 
находить ранг расширенной матрицы. 
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~
13
16

1010160
55130
2351

~
)3()2(

4113
1132
2351

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−×

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−−×−×

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−
 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−
−

13
50

13
5000

55130
2351

. 

Не обращая внимания на последний столбец данной матрицы составим 
минор 3-го порядка из элементов основной матрицы. 

( ) ⇒≠=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅−⋅=

−

−−=′ 050
13
50131

13
5000

5130
351

)(3 AM  ранг основной 

матрицы равен 3 ( 3)( =Ar ). 
Составим минор 3-го порядка для расширенной матрицы. В минор будет 

обязательно входить последний столбец. 

( ) ⇒≠−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−⋅=−

−
=′ 050

13
50131

13
5000

5130
251

)(3 AM  ранг расширенной 

матрицы равен 3, т.е. 3)( =′Ar . 
Так как )()( ArAr ′= , то по теореме Кронекера-Капелли система совместна, 

т.е. имеет решения. Так как 

13
5000
5130
351

)(3

−

−−=′AM  - базисный минор, в который 

входят все 3 столбца из основной матрицы ⇒  zyx ,,  - основные переменные. 
Теперь составим систему, из которой будем находить неизвестные zyx ,, . 

В данной системе количество неизвестных и ранг совпадают, а, значит, 
параметров в данной системе нет. 

( ) ⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=−⋅−−
−=−⋅++

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=−−
−=++

⇒

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=−

=−−
−=++

,1
,51513
,2)1(35

,1
,5513
,235

,13
50

13
50

,5513
,235

z
y
yx

z
zy
zyx

z

zy
zyx
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⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=
=+

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=+

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=−
=+

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=+−
−=−+

⇒
,1
,0
,15

,1
,0
,15

1
,013
,15

,1
,5513
,235

z
y
yx

z
y

yx

z
y
yx

z
y
yx

 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=
=

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=
=⋅+

.1
,0
,1

,1
,0
,105

z
y
x

z
y

x
 

Ответ: )1;0;1( − . 
В данной системе количество неизвестных совпадает с количеством 

уравнений и )()( ArAr ′= , поэтому система имеет единственное решение, т.е. 
данная система линейных уравнений определенная. 

 
Задание 3 Решить систему линейных уравнений 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
−=−−

=+−

,574
,453
,932

zyx
zyx
zyx

 ⇒  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
−=++−

=++−

.547
,435
,932

zxy
zxy
zxy

 

Решение: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
147
135
321

A  - основная матрица. 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
=′

5147
4135
9321

A  - расширенная матрица. 

~
7

10

5820100
491470
9321

~
)7()5(

5147
4135
9321

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−×

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−−−

−−×−×

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−

zxy

 

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−−

−

12000
491470
9321

~ . 

 

491470

4135
4515105

−−−

−−
−−−

+
  

5820100

5147
6321147

−−−

−
−−−

+
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12000
5820100
7020100

−−−
+

. 

Составим минор третьего порядка для расширенной матрицы (последний 
столбец записывается обязательно). 

08412)7(1
1200
4970
921

)(3 ≠=⋅−⋅−=−−
−

=′AM  ⇒  ранг расширенной 

матрицы равен 3, т.е. 3)( =′Ar .  
Составим минор 2-го порядка для основной матрицы (т.к. в основной 

матрице после приведения к ступенчатому виду последнюю строку можно 
вычеркнуть). 

⇒≠=−⋅−=
−

−
= 07)7(1

70
21

)(2 AM  ранг основной матрицы равен 2, т.е. 

2)( =Ar . 
Так как )()( ArAr ′≠  )32( ≠  ⇒  система не совместна, т.е. не имеет 

решения. 
 
Задание 4 Найти общее и частное решение системы линейных 

однородных уравнений 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++−
=−++
=−+
=+−−

.0104
,022
,042
,032

4321

4321

421

4321

xxxx
xxxx
xxx
xxxx

.  

Решение: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

−−

=′

010141
01212
04021
03211

A  - расширенная матрица. 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

−−

=

10141
1212
4021
3211

A  - основная матрица. 

Будем решать данную систему линейных однородных уравнений по 
теореме Кронекера-Капелли. 

Так как данная система линейных уравнений является однородной, то 
)()( ArAr =′ , т.е. однородная система линейных уравнений совместна. 

Найдем ранг матрицы. 
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~
)1()1(

7330
7630
7230
3211

~

)1()2()1(

10141
1212
4021
3211

×−×

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

−−−×−×−×

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

−−

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−−

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−×

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−−

0400
7230
3211

~

0000
0400
7230
3211

~
4
5

0500
0400
7230
3211

 ⇒  

3)()( =′= ArAr , т.к. количество неизвестных строк равно 3. 

Так как 012
400
230
211

3 ≠=
−−

=M  - базисный минор ⇒  321 ,, xxx  - 

основные неизвестные. Т.к. 4 – количество неизвестных, 3 – ранг матрицы, то 4 – 
3 =1, то 1 параметр, обозначаем через ax =4 . 

Теперь от ступенчатой матрицы перейдем к системе линейных уравнений: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=−+
=+−−

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=−+
=+−−

,0
,0723
,032

,04
,0723
,032

3

32

321

3

432

4321

x
axx
axxx

x
xxx
xxxx

  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

−=−

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

−=−

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
−=−

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=⋅+
−=⋅−−

,0

,
3
7

,3
3
7

,0

,
3
7

,3

,0
,73
,3

,0
,7023
,302

3

2

1

3

2

21

3

2

21

3

2

21

x

ax

aax

x

ax

axx

x
ax
axx

x
ax
axx

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

−=

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

−=

.0

,
3
7

,
3
2

,0

,
3
7

,3
3
7

3

2

1

3

2

1

x

ax

ax

x

ax

aax

 

Мы получили общее решение системы линейных уравнений 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− aaa ;0;

3
7;

3
2 . 

Частное решение: пусть 3=a  )3;0;4;2(− . 
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Проверка: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
=
=
=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=⋅++⋅−−
=−⋅++−⋅
=⋅−⋅+−
=⋅+⋅−−−

.00
,00
,00
,00

,03100742
,03027)2(2
,034722
,0330272

 

Ответ: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− aaa ;0;

3
7;

3
2 . 

 
Задание 5 Найти общее и частное решение системы линейных 

неоднородных уравнений: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−−+
=−−+
−=−+

=+−−

.324
,1333
,152
,222

4321

4321

421

4321

xxxx
xxxx
xxx
xxxx

 

Решение: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−−
−−

=′

31214
13133
11052
22121

A  - расширенная матрица. 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−

−−

=

1214
3133
1052
2121

A  - основная матрица. 

Будем решать систему линейных неоднородных уравнений по теореме 
Кронекера-Капелли. Приведем расширенную матрицу к ступенчатому виду. 

  

~
)1(

59290
59290
55290
22121

~

)4()3()2(

31214
13133
11052
22121

−×

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−−

−−−×−×−×

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−−
−−

=′A  

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−−

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−
−−

04000
55290
22121

~

04000
04000
55290
22121

~ . 

 

55290

11052
44242

−−

−−
−−−

+
 

59290

13133
66363

−−

−−
−−−

+
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59290

31214
88484

−−

−−
−−−

+
 

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−−

04000
55290
22121

~ . 

Вычеркнем последнюю нулевую строку и вычислим миноры 3-го порядка 
(т.к. количество ненулевых строк 3) для расширенной и основной матриц. 

020
040
550
221

)(3 ≠−=
−

−−=′AM  ⇒  3)( =′Ar . 

08
400
520
211

)(3 ≠−=
−
−

−
=AM  3)( =⇒ Ar , т.к. )()( ArAr ′= , то по теореме 

Кронекера-Капелли система совместна. 

400
520
211

)(3

−
−

−
=AM  - базисный минор. Так как в матрицу вошли первая, 

третья и четвертая столбцы, то 431 ,, xxx  - основные неизвестные. Всего 
неизвестных 4 )( prn =−  4 – 3 = 1. Один параметр, 3x  - параметр. Для того, чтобы 
параметры отличались от неизвестных, обозначим параметр 2x  через α , т.е. 

α=2x . Теперь от ступенчатой матрицы перейдем к системе линейных уравнений. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−−=−
+=+−

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=−+
=+−−

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
−=−+

=+−−

,0
,9552
,222

,0
,5529
,222

,04
,5529
,222

4

43

431

4

43

431

4

432

4321

x
xx
xxx

x
xx
xxx

x
xxx
xxxx

α
α

α
α

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

−−=

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

−−=

+=−

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−−=
+=−

,0

,
2
9

2
5

,22
2
9

2
5

,0

,
2
9

2
5

,22

,0
,952
,22

4

3

1

4

3

31

4

3

31

x

x

x

x

x

xx

x
x
xx

α

αα

α

α

α
α
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

−−=

−−=

.0

,
2
9

2
5

,
2
5

2
1

4

3

1

x

x

x

α

α

 

Общее решение системы ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−− 0;

2
9

2
5;;

2
5

2
1 ααα . Найдем частное 

решение системы из общего решения, подставив вместо параметра α  любое 

действительное число, пусть 1=α : ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−− 0;

2
9

2
5;1;

2
5

2
1 , )0;7;1;3( −− . 

Проверка: Подставим частное решение в систему линейных уравнений: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
=
−=−

=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−++−
=+++−
−=+++−

=++−−

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=⋅−−⋅−⋅+−⋅
−=⋅−−⋅−⋅+−⋅
−=⋅−−⋅+⋅+−⋅

=⋅+−⋅−⋅−−

.33
,11
,11
,22

,3014112
,10739
,10056
,20723

,101)7(211)3(4
,103)7(113)3(3
,101)7(015)3(2

,202)7(1123

 ⇒  

равенство верное. 

Ответ: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−− 0;

2
9

2
5;1;

2
5

2
1 . 

Данная система имеет множество решений из-за параметра α . Подставляя 
вместо параметра α  множество действительных чисел мы получим множество 
решений данной системы, данная система является неопределенной. 

 
Задание 6 Найти фундаментальное решение системы неоднородных 

линейных уравнений 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++−
=+++−
=+++−
=+++−

.4224
,9138436
,354236
,2322

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx

 

Решение: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−
−

=

21124
138436
54236
32112

A  - основная матрица. 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−
−

=′

421124
9138436
354236
232112

A  - расширенная  матрица. 
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Найдем ранги матриц. 

~
)1(1

043100
342100
342100
232112

~

)2()3(

421124
9138436
354236
232112

−××

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−

−−−−
−−×−×

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−
−

 

~

301000
000000
342100
232112

~

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−−−
−

342100
354236
696336

−−−−
−

−−−−−
+

 

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−−−

−

301000
342100
232112

~  
342100
3138436
696336

−
−−−−−

+
. 

06
300
310
212

)(3 ≠−=−−=′AM  ⇒  ранг расширенной матрицы =3, т.е. 

3)( =′Ar . 

02
100
210
212

)(3 ≠=
−
−−=AM  ⇒  ранг основной матрицы =3, т.е. 3)( =Ar . 

Так как 3)()( ==′ ArAr , то по теореме Кронекера-Капелли система 
совместна, т.е. имеет решение. 

100
210
212

)(3

−
−−=AM  - базисный минор третьего порядка ⇒  431 ,, xxx  - 

основные неизвестные, т.к. 5 – количество неизвестных (переменных), 3 – ранг 
матрицы, 5 – 3 =2 ⇒  имеем 2 параметра – это 2x  и 5x . Обозначим параметры 

β=2x , γ=5x . Составим систему линейных уравнений 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
+−=+−

−+=−+

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
+−=−−

−+=++

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
−=−−−
=+++−

,3
,436

,3262

,3
,432

,3222

,3
,342
,2322

4

3

31

4

43

431

4

543

54321

x
x
xx

x
xx
xxx

x
xxx
xxxxx

γ
γβ

γ
γβ
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
−=

++−=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
−=

−+=−+

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
+−=−

−+=+

,3
,49

,12

,3
,49

,38492

,3
,49

,382

4

3

1

4

3

1

4

3

31

x
x
x

x
x

x

x
x
xx

γ
γβ

γ
γβγ

γ
γβ

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=
−=

++−=

.3
,49

,
2
1

2
1

2
1

4

3

1

x
x

x

γ

γβ

 

Общее решение системы ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−++− γγβγβ ;3;49;;

2
1

2
1

2
1 . Найдем 

фундаментальное решение системы: 

1) 0,0 == γβ  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= 0;3;9;0;

2
10X . 

2) 0,1 == γβ  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 0;0;0;1;

2
11X ,  

3) 1,0 == γβ  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 1;0;4;0;

2
12X . 

2
2

1
1

0 XcXcXX ++= , 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−+

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

1
0
4
0
2
1

0
0
0
1
2
1

0
3
9
0
2
1

21 ccX , где 1c  и 2c  - действительные числа; 

 
Домашнее задание № 6 

 
Задание 1 Исследовать систему и найти общее решение в зависимости от 

значения параметра λ  
( )

( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

.1

,1
,11

2
321

321

321

λλ

λλ
λ

xxx

xxx
xxx

 

Ответ. При ( ) 03 ≠+λλ  система имеет единственное решении: 

( )3
2 2

1 +
−

=
λλ
λx ; ( )3

12
2 +

−
=

λλ
λx ; ( )3

12 23

3 +
−−+

=
λλ

λλλx . 

При 0=λ  и 3−=λ  система несовместна. 
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Задание 2 Найти фундаментальное решение неоднородных системы 
линейных уравнений: 

а)
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
−=−+−

=++−

.552
,12
,12

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

   б) 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++++
−=+−+
=++++
=++++

.22369
,7223
,32423
,132546

54321

4321

54321

54321

xxxxx
xxxx

xxxxx
xxxxx

 

 
Задание 3 Найти общее и частное решение системы линейных уравнений. 

а) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−++−
=−+
=−+−

.023
,02

,0432

4321

431

4321

xxxx
xxx

xxxx
 б) 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=+−
=++

872
,1353
,42

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

 
Самостоятельная работа 

 
Вариант 1 
 
1 Решить систему уравнений. Указать общее и одно частное решения.  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+−−
=++−
=++−

.xxxxx
,xxxx
,xxxx

2453
3274
1432

54321

4321

5321

 

2 Решить систему с помощью обратной матрицы и по формулам Крамера. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
=−+
=++−

.8532
,02
,1743

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

3 Решить однородную систему уравнений. Указать общее решение и 
фундаментальную систему решений. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−++
=−−−+
=−−++

.xxxxx
,xxxxx
,xxxxx

0252
0222
0

54321

54321

54321

 

 
Вариант 2 
 
1 Решить систему уравнений. Указать общее и одно частное решения.  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+−
=++−
=++−

.xxxx
,xxxx
,xxxx

4223
9472
5324

4321

4321

4321
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2 Решить систему с помощью обратной матрицы и по формулам Крамера. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−−
−=++−
−=−+

.2834
;11962
;332

321

321

321

xxx
xxx

xxx
  

3 Решить однородную систему уравнений. Указать общее решение и 
фундаментальную систему решений. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+−+
=+++−−
=−+−+

.xxxxx
,xxxxx
,xxxxx

033096
01032
01032

54321

54321

54321

 

 
Вариант 3 
 
1 Решить систему уравнений. Указать общее и одно частное решения.  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−++
=−−+
=−−+

.xxxxx
,xxxx
,xxxx

5343
9452
4322

54321

4321

5321

 

2 Решить систему с помощью обратной матрицы и по формулам Крамера. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=++
=++−
=−+

.1825
;8233
;103

321

321

321

xxx
xxx
xxx

  

3 Решить однородную систему уравнений. Указать общее решение и 
фундаментальную систему решений. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−++
=+−−+
=−+−+

.xxxxx
,xxxxx
,xxxxx

031624
027372
0953

54321

54321

54321

 

 
Вариант 4 
 
1 Решить систему уравнений. Указать общее и одно частное решения.  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−−+
=−−+
=−−+

.xxxxx
,xxxx
,xxxx

22334
33472
123

54321

4321

5321

 

2 Решить систему с помощью обратной матрицы и по формулам Крамера. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=++
=++−
=−+

.1825
;8233
;103

321

321

321

xxx
xxx
xxx
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3 Решить однородную систему уравнений. Указать общее решение и 
фундаментальную систему решений. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−++
=+−++
=+−++

.xxxxx
,xxxxx
,xxxxx

054
03522
0323

54321

54321

54321

 

 
Вопросы для самопроверки 
 
1 Какая система линейных уравнений называется совместной? 
2 Какие две системы называются равносильными? 
3 Какая система линейных уравнений называется определенной? 
4 Какая система линейных уравнений называется несовместной? 
5 Какая система линейных уравнений называется неопределенной? 
6 Что называется решением системы линейных уравнений? 
7 Сформулируйте теорема Кронекера-Капелли. 
8 Какая система линейных уравнений называется однородной? 
9 Какая система линейных уравнений называется неоднородной? 
10 Сколько решений имеет неопределенная система линейных 

уравнений? 
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Глава 4 Векторная алгебра 
 
§1 N -мерные векторы в линейном пространстве nV . Линейная 

зависимость и независимость векторов. Базис. Скалярное произведение 
векторов 

 
Вектором называется упорядоченный набор из n  действительных чисел, 

записываемый в виде ( )nxxxx ...,;; 21= , где ixi − -й элемент (или i-я координата) 
вектора х. 

Размерность вектора определяется числом его координат и является его 
отличительной характеристикой. Например, )5;2(  - двумерный вектор, )0;3;2( −  
- трехмерный, )7;4;2;3;1( −−  - пятимерный, ( )nxxx ...,;; 21  - n -мерный вектор. 

Векторы равны только в том случае, если они имеют одну и ту же 
размерность и равные соответствующие координаты. Отсюда следует, что 
координаты вектора нельзя менять местами: так, ( ) ( )5;0;33;5;0 −≠− . 

Нулевым вектором называется вектор, все координаты которого равны 
нулю: ( )0...,;0;00 = . 

Произведением вектора ( )nxxxx ...,;; 21=  на действительное число λ  
называется вектор 

( )nxxxx λλλλ ...,;; 21= , 
т.е. при умножении вектора на число каждая его координата умножается 

на это число. 
Зная вектор ( )nxxxx ...,;; 21= , можно получить противоположный 

вектор ( )nxxxxx −−−=⋅−=− ...,;;1 21 . 
Суммой векторов ( )nxxxx ...,;; 21=  и ( )nyyyy ...,;; 21=  называется вектор 

( )nn yxyxyxyx +++=+ ...,;; 2211 , 
т.е. при сложении векторов одной и той же размерности их соответствующие 
координаты почленно складываются. 

Очевидно, что 
( ) ( ) ( )0...,;0;0...;;;...;;;)( 2121 =−−−+=−+ nn xxxxxxxx  

т.е. сумма противоположных векторов дает нулевой вектор. 
Используя понятие противоположного вектора, можно определить 

операцию вычитания векторов: 
( ) ( ) =−−−+=−+=− nn yyyxxxyxyx ...;;;...;;;)( 2121  

( )nn yxyxyx −−−= ...,;; 2211 , 
т.е. при вычитании двух векторов одной и той же размерности их 
соответствующие координаты почленно вычитаются. 

Нетрудно заметить, что линейные операции над векторами удовлетворяют 
следующим свойствам: 

10 xyyx +=+ . 
20 )()( zyxzyx ++=++ . 
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30 yxyx λλλ +=+ )( . 
40 ( ) xxx βαβα +=+ . 
50 ( ) xx αββα = . 
60 xx =+ 0 . 
70 0)( =−+ xx . 
80 xx =⋅1 . 
Скалярным произведением двух векторов в V  ( )nxxxx ...,;; 21=  и 

( )nyyyy ...,;; 21=  называется число, равное сумме произведений 
соответствующих координат векторов 

nn yxyxyxxy +++= ...2211 .           (11) 
Нетрудно проверить, что скалярное произведение векторов обладает 

следующими свойствами: 
10 0≥⋅ xx , причем 0=⋅ xx  лишь при 0=x . 
20 yxxy = . 
30 ( ) yzxzzyx +=+ . 
40 ( ) )(xyyx λλ = . 
Среди скалярных произведений особое место занимает скалярный 

квадрат: 
222 ...

21 n
xxxxx +++=⋅ . 

Нормой (длиной) вектора в V  называется число, равное квадратному 
корню из скалярного произведения вектора самого на себя 

222 ...
21 n

xxxxxx +++=⋅= ,          (12) 
Некоторое множество V  образует линейное пространство, если для 

любых двух его элементов Vx∈  и Vy∈  определена операция сложения 
Vyx ∈+  и для каждого элемента Vx∈  и любого действительного числа R∈λ  

определено произведение Vx∈λ , причем эти операции удовлетворяют свойствам 
10 – 80. 

Подмножество H  линейного пространства V  называют линейным 
подпространством, если выполнены следующие два условия: 

1) сумма любых двух векторов из H  принадлежит H : ⇒∈Hyx,  
Hyx ∈+⇒ ; 

2) произведение любого вектора из H  на любое действительное число 
снова принадлежит H : HxRHx ∈⇒∈∈ λλ, . 

Таким образом, множество n -мерных векторов с действительными 
координатами образует линейное векторное пространство. 

Линейное пространство называется евклидовым Ε , если в нем определено 
скалярное произведение, удовлетворяющее свойствам 10 – 40. Так как для n -
мерных векторов скалярное произведение определено, то все множество n -
мерных векторов образует евклидово пространство. 
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Линейной комбинацией векторов maaa ...,,, 21  из V называется сумма 
вида 

mm aaa λλλ +++ ...2211 , 
где mλλλ ...,,, 21  - действительные числа, называемые коэффициентами 

линейной комбинации. 
Линейная комбинация векторов образуется из них с помощью операций 

умножения на число и сложения; следовательно, она также является вектором. 
Система векторов называется линейно зависимой, если их линейная 

комбинация равна нулевому вектору при хотя бы одном из коэффициентов 
линейной комбинации отличном от нуля. Т.е. векторы maaa ...,,, 21  - называются 
линейно зависимыми, если равенство 

0...2211 =+++ mm aaa λλλ , при )...,,1(0 mii =≠λ , 
выполняется при хотя бы одном из коэффициентов линейной комбинации, 
отличном от нуля. 

Смысл зависимости между векторами ясен из следующей теоремы. 
Теорема 1 Если система векторов линейно зависима, то хотя бы один из 

них можно представить в виде линейной комбинации остальных. 
Теорема 2 (обратная) Если один из векторов данной системы можно 

представить в виде линейной комбинации остальных, то такая система 
векторов линейно зависима. 

Система векторов называется линейно независимой, если их линейная 
комбинация равна нулевому вектору при всех нулевых коэффициентах линейной 
комбинации. Иными словами, векторы maaa ...,,, 21  называются линейно 
независимыми, если равенство 

0...2211 =+++ mm aaa λλλ  
возможно лишь тогда, когда 0...21 ==== mλλλ . 
Базисом называется упорядоченная система линейно независимых 

векторов, через которые выражается любой вектор пространства. 
Теорема 3 Если в векторном пространстве выбран какой-либо базис, то 

любой вектор этого пространства можно однозначно представить в виде 
линейной комбинации векторов базиса (такое представление называется 
разложение вектора по данному базису). 

Матрицей перехода от старого базиса neee ...,,, 21  к новому neee ′′′ ...,,, 21  

называется матрица ( )nijtT
1

= , по столбцам которой стоят координаты новых 
базисных векторов в старом базисе. Таким образом, старый и новый базисы 
связаны матричным равенством 

( ) ( ) Teeeeee nn ⋅=′′′ ...,,,...,,, 2121 . 
При таких обозначениях координаты nxxx ...,,, 21  вектора x  в старом 

базисе связаны с координатами nxxx ′′′ ...,,, 21  того же вектора в новом базисе 

равенствами ∑
=

′=
n

j
jiji xtx

1
, или в матричной записи 
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Теорема Для любых векторов yx,  евклидова пространства Ε  
справедливо неравенство Коши-Буняковского 

( ) ( )( )yyxxyx ,,, 2 ≤ . 
Углом ϕ  между ненулевыми векторами x  и y  в евклидовом 

пространстве Ε  называют значение ϕ  на отрезке от 0 до π , определяемое 
равенством 

( ) ( )
),(),(

,,cos
yyxx

yx
yx
yx

==ϕ . 

Два вектора в евклидовом пространстве называют ортогональными, если 
их скалярное произведение равно нулю. 

Теорема (Теорема Пифагора) Если векторы x  и y  из евклидова 
пространства ортогональны, то 

222 yxyx +=+ . 
Систему векторов евклидова пространства называют ортогональной, 

если любые два вектора из этой системы ортогональны. 
Ортогональный базис называют ортонормированным, если каждый 

вектор этого базиса имеет норму (длину), равную единице. 
 

Практическое занятие № 7 
 
Задание 1 Является ли линейно зависимой система векторов: 
1) ( )kji ,, ;  2) a  и b , jia 32 += ; kib += ; 

3) kjia −+= 42 , jib 3−−= , kjic 222 −+= . 
Решение. 1) )0;0;1(i , )0;1;0(j , )1;0;0(k . 
Составим линейную комбинацию векторов kji ,,  на числа γβα ,, , т.е. 

0=++ kji γβα . 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

.0
,0
,0

0
0
0

1
0
0

0
1
0

0
0
1

γ
β
α

γβα  

Так как все числа γβα ,,  равны 0, то система векторов kji ,,  линейно 
независимая. 

2) )1;0;1(),0;3;2( ba . 
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Составим линейную комбинацию векторов a  и b  на числа βα , , т.е. 
0=+ βα ba . 
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Следовательно, система векторов a  и b  - линейно независимая. 
3) )0;3;1(),1;4;2( −−− ba , )2;2;2(с . 
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0 321321 αααααα cba . 
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Пусть Rppp ∈≠= ,0,3α , тогда ppp =−=−= 321 ,2,2 ααα . 
Таким образом, мы нашли совокупность чисел, отличных от нуля 

( )ppp ;2;2 −− , при которых линейная комбинация будет равна 0  (нулевому 
вектору), т.е. 0321 =++ cba ααα . 

.022

:/022

=+−−

=+−−

cba

pcpbpap  

Мы доказали, что векторы a , b  и c  - линейно зависимые.  
Так как векторы линейно зависимы, то любой вектор можно выразить 

через остальные векторы. 

Например, baс 22 +=  или ⇒−= bca 22 bca −=
2
1  или ⇒−= acb 22  

acb −=
2
1 . 

Ответ. 1) нет; 2) нет; 3) да. 
 
Задача 2 Выяснить, образуют ли базис векторы 1a , 32 , aa : )1;1;2(1 −a , 

)0;2;6(2 −a , )2;4;2(3 −a . 
Решение. Базисом называется система линейно независимых векторов, 

через которые можно выразить любой вектор пространства. 
Докажем, что вектора 1a , 32 , aa  линейно независимые. 



 55

Составим линейную комбинацию векторов и найдем числа 321 ,, ααα . 
0332211 =++ aaa ααα . 
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0
1
=∆α , 0

2
=∆α , 0

3
=∆α . 

Таким образом 321 ,, ααα  - бесчисленное множество решений, а 

следовательно, 1a , 32 , aa  - линейно зависимы, т.е. векторы 1a , 32 , aa  не могут 
образовывать базис. 

Ответ. нет. 
 
Задача 3 Образуют ли векторы 1a , 32 , aa  базис? Если образуют, то найти 

координаты вектора 4a  в базисе 1a , 32 , aa : )0;1;2(1 −a , )1;1;3(2 −a , 

)1;0;2(3 −a , )1;1;1(4a . 

Решение. Докажем, что вектора 1a , 32 , aa  - образуют базис. 
0332211 =++ aaa βββ . 

Разложим вектор 4a  по векторам 1a , 32 , aa : 

3322114 aaaa ααα ++= . 
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83221
111
011
231

1
=+++=

−
−=∆α . 

51022
110
011
212

2
=+−+=

−

−
=∆α . 

23212
110
111
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3
=−++=−

−
=∆α . 

,
3
2,

3
5,

3
8

321 === ααα . 

Таким образом, ( )3213214 258
3
1

3
2

3
5

3
8 aaaaaaa ++=++= .  

Ответ. Да. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

3
2;

3
5;

3
8

4a . 

 
Задача 4 Задано линейное пространство nV  при 4=n . Определить 

косинус угла между векторами ( )2;2;1;4=x  и )9;3;3;1( −=y . 
Решение. 544116),( =+++== xxx ; 1081991),( =+++== yyy ; 

( ) 518634, −=−++=yx ; ( ) 1,0
105
5,cos −=
⋅
−

=
⋅

=
yx
yxϕ . 

 
Задача 5 Рассматривается евклидово пространство непрерывных функций 

( )tx , ( )ty , ( )tz , … на отрезке ]1,1[− . Скалярное произведение определено 

равенством ( ) ( ) ( )∫
−

=
1

1

, dttytxyx . Найти угол между векторами 13 2 −= tx , 

353 tty −= . 

Решение. Имеем ( ) ( )( )∫
−

−−=
1

1

32 5313, dttttyx . Нетрудно заметить, что 

( ) 0, =yx , так как подынтегральная функция является нечетной. Следовательно, 
векторы x  и y  ортогональны. 

 
Задача 6 Задано евклидово пространство при 6=n . Проверить 

справедливость теоремы Пифагора для ортогональных векторов ( )0;2;0;2;0;1=x  
и ( )2;0;3;0;6;0=y .  

Решение. Имеем 
3040401 =+++++=x , 74090360 =+++++=y ; 
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)2;2;3;2;6;1(=+ yx ;  584494361 =+++++=+ yx . 

Итак, 222 yxyx +=+ . 
 
Задача 7 В евклидовом пространстве непрерывных функций 

рассматриваются два вектора: 1,1 22 +=+= tytx λ . Найти значение λ , при 
котором векторы x  и y  ортогональны на отрезке [0, 1], и проверить 
справедливость теоремы Пифагора для этих векторов. 

Решение. Составим скалярное произведение 

( ) ( )( ) ( ) 131511,
1

0

22 +++=++= ∫ λλλ dtttyx . 

Из условия ( ) 0, =yx  определяем λ ; имеем ( ) 01315 =+++ λλ , откуда 
25−=λ . 
Найдем теперь длины векторов 1,1 22 +=+= tytx λ  и ( ) 223 2 +−=+ tyx : 

( )
15
281

3
2

5
112

1

0

24 =++=++= ∫ dtttx , 

12
71

8
5

4
515

4
251

0

24 =+−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= ∫ dttty , 

20
4942

20
946

4
91

0

24 =+−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=+ ∫ dtttyx . 

Таким образом, 15282 =x , 1272 =y , 20492 =+ yx , т.е. 
222 yxyx +=+ . 

 
Задача 8 Приведем примеры линейных пространств: 
- множество ( )23 VV  всех свободных векторов в пространстве (на 

плоскости) с линейными операциями над векторами – линейное пространство, так 
как верны все аксиомы линейного пространства; 

- множество всех геометрических векторов в пространстве с началом в 
данной точке и параллельных данной плоскости с линейными операциями над 
векторами является линейным пространством; 

- множество ( )RM mn  матриц типа nm× , элементами которых являются 
действительные числа, с линейными операциями над матрицами также 
удовлетворяет всем аксиомам линейного пространства; 

- множество матриц-строк (матриц-столбцов) длины n  является линейным 
пространством относительно матричных операций сложения и умножения на 
число (это частный случай предыдущего примера); 

- множество [ ]xKn  многочленов переменного x  степени, не превышающей 
n , которые как функции можно складывать и умножать на действительные числа; 
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- множество всех решений данной однородной системы линейных 
алгебраических уравнений (СЛАУ). Решения можно рассматривать как матрицы-
столбцы, складывать и умножать на числа по законам матричных операций. 
Столбец, получаемый в результате сложения решений или умножения решения на 
число, снова будет решением системы. Поэтому определены операции, 
подчиняющиеся аксиомам линейного пространства; 

- множество функций, непрерывных на отрезке, с обычными операциями 
сложения функций и умножения функции на число. При сложении непрерывных 
функций получаем непрерывную функцию, при умножении непрерывной 
функции на число также получаем непрерывную функцию. Поэтому сложение 
функций и умножение функций на число, не выводящие за пределы множества 
непрерывных на отрезке функций, можно рассматривать как операции линейного 
пространства. Легко убедиться, что для этих операций верны все аксиомы 
линейного пространства. 

 
Домашнее задание № 7 
 
Задание 1 Будет ли система векторов линейно зависимой. 
а) )5;3;2(1a , )7;5;4(2 −a , )9;7;10(3 −−a ; 
б) )0;3;2;1(1a , )2;3;0;1(2 −−a , )5;12;3;1(3 −−a . 
Ответ. а) да; б) да. 
 
Задание 2 Выяснить, образуют ли векторы )3;2;1(1a , )1;1;0(2 −a , 

)5;4;2(3a  базис пространства 3R . 
 
Задание 3 Убедиться, что векторы )3;2;1(1a , )1;1;0(2 −a , )5;4;2(3a  - 

базис пространства 3R  и найти координаты вектора )9;13;5(4a  относительно 
нового базиса 321 ,, aaa . 

 
Задание 4 Найдите угол между векторами )2;3;1;2( −−a  и )1;5;1;3(b  в 

евклидовом пространстве 4V . 

Ответ. 
4
π . 

 
Задание 5 Является ли линейным подпространством соответствующего 

векторного пространства каждая из следующих совокупностей векторов: 
а) все векторы n -мерного векторного пространства, координаты которых – 

целые числа? 
б) все векторы плоскости, каждый из которых лежит на одной из осей 

координат Ox и Oy ? 
в) все векторы плоскости, начала и концы которых лежат на данной 

прямой? 
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г) все векторы плоскости трехмерного пространства, концы которых не 
лежат на данной прямой. 

Ответ. а) не является;  б) не является; 
в) является;  г) не является. 
 
Задание 6 Является ли линейным пространством множество систем 

четырех действительных чисел ( )0;0;; 21 xx , ( )0;0;; 21 yy , ( )0;0;; 21 zz , где 
212121 ,,,,, zzyyxx  - всевозможные действительные числа? Сложение элементов 

и умножение на действительное число определены обычно. 
Ответ. Да. 
 
Задача 7 Образует ли линейное пространство множество элементов 

( )1;1;; 21 xx , ( )1;1;; 21 yy , ( )1;1;; 21 zz ? 
Ответ. Нет, т.к. сумма двух элементов множества не является элементом 

данного множества. 
 
Задача 8 Образует ли линейное пространство множество всевозможных 

многочленов второй степени 21
2

0 ααα ++ tt , 21
2

0 βββ ++ tt , 21
2

0 γγγ ++ tt , …? 
Ответ. Нет, так как сумма двух многочленов второй степени может быть 

многочленом первой степени или постоянной величиной. 
 
Задача 8 Образует ли линейное пространство множество всех многочленов 

не выше третьей степени? 
Ответ. Да. 
 
§ 2 Векторы. Операции над векторами в V2 и V3. Скалярное 

произведение векторов 
 
Вектором в 2V  и 3V  называется направленный отрезок. Вектор с началом 

в точке A  и концом в точке B  обозначается символом AB  (или одной буквой, a , 
b , …). Длина отрезка AB  называется длиной, или модулем вектора AB  и 
обозначается AB , a . Вектор, длина которого равна нулю, называется нулевым 

вектором и обозначается 0  или просто 0. 
Вектор, длина которого равна единице, называется единичным вектором 

и обозначается через e . 
Единичный вектор, направление которого совпадает с направлением 

вектора a , называется ортом вектора а и обозначается 0a . Два ненулевых 
вектора называются противоположными, если они имеют одинаковую длину и 
противоположные направления. Вектор, противоположный вектору а, 
обозначается a− ; вектор AB  противоположен вектору BA  ( ABBA −= ). 
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Векторы a  и b  называются коллинеарными, если они лежат на одной 
прямой или на параллельных прямых; записывают ba || .  

 
Два коллинеарных вектора a  и b  называются равными ( a  = b), если они 

сонаправлены и имеют равные длины. 
Совместим параллельным переносом начала неколлинеарных векторов a  и 

b . Начало и концы векторов образуют вершины треугольника. Углом между 
векторами a  и b  называется угол при вершине этого треугольника, 
соответствующий началу векторов. Если векторы сонаправлены, то угол между 
ними равен нулю; если противоположно направлены – угол между ними равен 
180°. 

Суммой двух векторов a  и b  называется вектор с , соединяющий начало 
вектора a  с концом вектора b , отложенного от конца вектора a . 

Обозначение: bac += . 
Для геометрического представления суммы векторов используют правила 

«треугольника» и «параллелограмма», проиллюстрированные на рисунках 14 и 15 
соответственно. 

Под разностью векторов a  и b  понимается вектор c  такой, что acb =+ . 
Обозначение: bac −= . Справедливо равенство )( baba −+=− . 

 
  a    b     А 
      a   b  
 
            О    ba +          В 
    Рисунок 14 
 
 
   a     b        a      baс +=  
 
           О     
          b  
    Рисунок 15 
 
Произведением вектора 0≠a  на число λ  называется вектор, который 

имеет длину a⋅λ , его направление совпадает с вектором a , если 0>λ  и 
противоположное направление, если 0<λ . 

Обозначение: a⋅λ . 
Отметим, что 0aaa ⋅= , т.е. каждый вектор равен произведению его 

модуля на орт. 
Два ненулевых вектора a  и b  коллинеарны тогда и только тогда, когда 

один из них есть произведение другого на некоторое число, т.е. ab ⋅= λ , λ  - 
число (признак коллинеарности векторов). 
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Три ненулевых вектора a , b , c  компланарны тогда и только тогда, когда 
один из них является линейной комбинацией других, например, bac ⋅+⋅= 21 λλ  
( 21, λλ  - числа не равные нулю одновременно) (признак компланарности 
векторов). 

Если i , j , k  - орты координатных осей прямоугольной системы координат 
Oxyz, то любой вектор a  единственным образом можно представить в виде их 
суммы (линейной комбинации) с коэффициентами ах, ау и az: 

kajaiaa zyx ⋅+⋅+⋅= . Коэффициенты ах, ау и az линейной комбинации называют 
координатами вектора a  в базисе i , j , k . Координаты ах, ау, az вектора a  - это 
его проекции на соответствующие координатные оси. Вектор a  с координатами 
ах, ау, az записывают в виде ( )zyx aaaa ;;= . Длина вектора a  определяется по 
формуле 

222
zyx aaaa ++= , 

где aпрa ОХx =  (проекция вектора a  на ось ОХ), 
aпрa ОYy =  (проекция вектора a  на ось ОY), 

aпрa ОZz =  (проекция вектора a  на ось ОZ). 
Вектор a  образует с координатными осями Ох, Оу и Oz углы α , β  и γ  

соответственно. Направление вектора a  определяется с помощью направляющих 
косинусов: αcos , βcos , γcos  для которых справедливы равенства 

a
ax=αcos ,   

a
ay=βcos ,  

a
az=γcos .       (13) 

Направляющие косинусы связаны соотношением 
1coscoscos 222 =++ γβα .           (14) 

Пусть даны два вектора ( )zyx aaaa ;;=  и ( )zyx bbbb ;;= . Тогда:  
1) векторы a  и b  равны тогда и только тогда, когда равны их 

соответствующие координаты, т.е.  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
=

⇔=

;

,
,

zz

yy

xx

ba

ba
ba

ba             (15) 

2) векторы a  и b  коллинеарны тогда и только тогда, когда их 
соответствующие координаты пропорциональны, т.е. 

z

z

y

y

x

x
b
a

b
a

b
aba ==⇔|| .            (16) 

При сложении векторов их одноименные координаты складывающем, 
вычитании – вычитаются, при умножении вектора на число – умножаются на 
это число: 

( )zzyyxx babababa ±±±=± ;; , 
( )zyx aaaa ⋅⋅⋅=⋅ λλλλ ;;  
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Вектор OMr = , соединяющий начало координат с произвольной точкой 
);;( zyxM  пространства называется радиус-вектором точки М. Координаты 

точки – это координаты ее радиус-вектора ( )zyxr ;;=  или kzjyixr ⋅+⋅+⋅= . 
Если вектор ABa =  задан точками ( )111 ;; zyxA =  и ( )222 ;; zyxB =  то его 
координаты ах, ау, az вычисляются по формулам 12 xxax −= , 12 yyay −= , 

12 zzaz −= : 
( )121212 ;; zzyyxxABa −−−== . 

 
1 Скалярным произведением двух ненулевых векторов a  и b  называется 

число, равное произведению длин этих векторов на косинус угла ϕ  между ними 
(рисунок 16). 

 
Обозначение: ba ⋅ . 
Таким образом, 

ϕcos⋅⋅=⋅ baba .            (17) 
b       

       
      a      
 
 
   Рисунок 16 
 
Свойства скалярного произведения: 
1. abba ⋅=⋅ . 
2. ( ) cabacba ⋅+⋅=+⋅  
3. ( ) ( )baba ⋅=⋅ λλ . 
4. 22 aa = . 
5. baba ⊥⇔=⋅ 0  (или 0=a , или 0=b ). В частности: 0=⋅=⋅=⋅ ikkjji . 
Векторы a  и b  заданы своими координатами ( )zyx aaaa ;;=  и 

( )zyx bbbb ;;= . 
 
2 Скалярным произведением двух ненулевых векторов a  и b  называется 

число, равное сумме произведений их координат 
zzyyxx babababa ++=⋅ .           (18) 

 
 
 
 
 
 

 ) φ 
a

b
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Практическое занятие № 8 
 

Задача 1 Даны два вектора a  и b . Построить векторы: ba 2+ , 
2

ab − ; 

4
23 ba − . 

 
Задача 2 Вычислите направляющие косинусы ( )16;15;12 −−a . 

Решение. 
a
ax=αcos ,   

a
ay=βcos ,  

a
az=γcos . 

25)16()15(12 222 =−+−+=a  ⇒  

25
12cos =α ,  

5
3

25
15cos −=−=β , 

25
16cos −=γ . 

Ответ: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

25
16;

5
3;

25
12 . 

 
Задача 3 Может ли a  с координатными осями составлять следующие 

углы: 
1) °=°=°= 120;60;45 γβα ;  2) °=°=°= 60;135;45 γβα ; 
3) °=°=°= 60;150;90 γβα . 
Решение. 1coscoscos 222 =++ γβα . 

1) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=°+°+°

222
222

2
1

2
1

2
2120cos60cos45cos  

1
4
4

4
1

4
1

4
2

==++= . 

Ответ: а) да; б) нет; в) да. 
 
Задача 4 Проверить коллинеарность векторов )3;1;2( −a  и )9;3;6(−b . 

Решение. 
9
3

3
1

6
2|| =

−
=

−
⇒==⇔

z

z

y

y

x

x
b
a

b
a

b
aba .  

3
1

3
1

3
1

≠−=− . 

Ответ. нет. 
 
Задача 5 При каких значениях α  и β  ba || : kjia β++−= 32  и 

kjib 26 +−=α ? 

Решение. ⇒=−=−⇒=
−

=
−

⇒
22

12
26

32|| β
α

β
α

ba  
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⎩
⎨
⎧

−=
=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−=−
⇒

.1
,4

,
2
1

2

,
2
12

β
α

β
α  

Ответ: 1,4 −== βα . 
 

Задача 6 Известно: 
3

2),( π
=

∧
ba , 4,3 == ba . Вычислить: 

а) 2a ;    б) 2b ;     в) ba ⋅ ;  
г) ( )2ba + ;   д) ( ) ( )baba 223 +⋅− ;  е) ( )223 ba+ . 
Решение. а) 91330cos2 =⋅⋅=°⋅=⋅= aaaaa ; 

б) 161440cos2 =⋅⋅=°⋅=⋅= bbbbb ; 

в) 6
2
143

3
2cos −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅⋅=⋅=⋅

πbaba ; 

г) ( ) ( ) 1316129166292 222 =+−=+−⋅+=+⋅+=+ bbaaba ; 
д) ( ) ( ) =−⋅+=−⋅−⋅+=+⋅− 2222 4434263223 bbaababbaababa  

61642427164)6(493 −=−−=⋅−−⋅+⋅= . 
Ответ: а) 9;  б) 16;  в) – 6; г) 13;  д) – 61; е) 73. 
 
Задача 7. Проверить, при каком значении α  векторы kjia 23 +−=α  и 

kjib α−+= 3  взаимноперпендикулярны. 
Решение. 0=⋅⇔⊥ baba . 
( )2;3; −αa , ( )α−;3;1b . 

909929 −=⇒=−−⇒−−=−−=⋅ αααααba . 
Ответ: 9−=α . 
 
Задача 8 Вычислить косинус угла, образованного векторами )4;4;2( −a  и 

)6;2;3(−b . 
Решение. По формуле (17), выразим косинус угла между двумя векторами 

a  и b : 

ba
bababababa
⋅
⋅

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇒⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=⋅

∧∧
,cos,cos . 

10248646)4(223 =+−−=⋅+−⋅+⋅−=⋅ba , 

6161644)4(2 222 =++=+−+=a , 

73649364)3( 2 =++=++−=b , 

т.о. 
21
5

42
10,cos ==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∧
ba . 
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Ответ: 
21
5cos =α . 

 
Задача 9 Даны вершины треугольника )4;2;1( −−A , )0;2;4( −−B , 

)1;2;3( −C . Определите внутренний угол при вершине В. 
Решение. )4;0;3(BA , )1;0;7(BC . 

     В   =
++⋅++

⋅+⋅+⋅
=

⋅
⋅

=∠
222222 107403

140073cos
BCBA
BCBAB  

    ⇒=
⋅

=
⋅

=
+⋅+

+
=

2
1

255
25

5025
25

149169
421  

А         С 
°=∠⇒ 45B . 

 
Ответ: °45 . 
 
Задача 10 Вектор с , коллинеарный вектору )5,7;8;6( −−a  образует 

острый угол с осью OZ. Зная, что 50=c , найти его координаты. 
Решение. );;( zyxc , )5,7;8;6( −−a . 

⇒=
−

=
−

=⇒
−

=
−

=⇒ tzyxzyxac
5,7865,786

||  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
−=

=
⇒

.5,7
,8

,6

tz
ty

tx
 

5050 222 =++⇒= zyxc , 

( ) ( ) ( ) 505,786 222 =−+−+ ttt , 

50
4

22525614450
4

2256436
222

222 =
++

⇒=++
tttttt , 

450
2
2550

4
625 2

=⇒=⇒= ttt . 

⎢
⎣

⎡
−=

=
,4

,4

2

1

t
t

 )30;32;24(),30;32;24( 21 −−−⇒ cc , 

( )1;0;0k . 

°>⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇒<−=−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∧∧
90,0

5
3

50
30,cos 11 kckc , 

)30;32;24(90,0
5
3

50
30,cos 22 −⇒°<⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇒>==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∧∧
ckckc . 

Ответ: ( )30;32;24−с . 
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Задание 11 Найти c , зная, что он перпендикулярен к векторам )1;3;2( −a  

и )3;2;1( −b  и удовлетворяет условию ( ) 62 −=+−⋅ kjic . 
Решение. );;( zyxc , )1;3;2( −a , )3;2;1( −b . 

032 =−+⇒⊥ zyxac , 032 =+−⇒⊥ zyxbc , 62 −=+− zyx . 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−
=−+
=+−

.62
,032
,032

zyx
zyx
zyx

 

( ) ( ) 141514118463
112
132
321

−=−=−+−+−=
−

−
−

=∆ . 

425412
116
130
320

=+−=
−−

−
−

=∆ x , 

42636
162
102
301

−=−−=
−

−=∆ y , 

422418
612
032
021

−=−−=
−−

−
=∆ z . 

3−=x , 3=y , 3=z . 
Ответ: ( )3;3;3−с . 
 
Задание 12 Даны три вектора )3;1;2( −a , )2;3;1( −b  и )4;2;3( −c . Найти 

d , удовлетворяющий условиям 5−=⋅ad ; 11−=⋅bd ; 20=⋅cd . 
Решение. );;( zyxd . 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
−=+−
−=+−

.20423
,1123

,532

zyx
zyx
zyx

 

( ) ( ) 39152448276624
423
231
312

=+=++−−−+=
−

−
−

=∆ . 

78244166
4220
2311
315

=+−=
−

−−
−−

=∆ x , 
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1171118
4203
2111
352

=−=
−

−
−

=∆ y , 781997
2023
1131
512

−=+−=−−
−−

=∆ z . 

2;3;2 −=== zyx . 
Ответ. ( )2;3;2 − . 
 

Домашнее задание № 8 
 
Задание 1 Найдите орт-вектор для векторов: 
1) ( )2;1;2−a ;   2) ( )12;4;3 −a . 

Ответ. 1) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3
2;

3
1;

3
20a ; 2) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

13
12;

13
4;

13
30a . 

 

Задание 2 Вычислите направляющие косинусы ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

13
12;

13
4;

13
3a . 

Ответ. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

13
12;

13
4;

13
3a . 

 
Задание 3 1) Может ли a  составлять с двумя координатными осями 

следующие углы: а) °=°= 45;30 βα ; б) °=°= 60;60 γβ ; в) °=°= 30;150 γα . 
Ответ: а) нет; б) да;  в) нет. 
2) Вектор составляет с осями Ох и Оу следующие углы °=120α  и °= 45γ . 

Какой угол он составляет с осью Оу? 
Ответ: либо °60 , либо °120 . 
 
Задание 4 1) Даны точки )3,5,3();3,1,1();1,2,1();2,2,3( −−−−− DCBA . 

Являются ли точки А, B, C, D вершинами трапеции? 
Ответ: нет. 
 
2) Проверить CDAB || , если );8,7,5();101,5,1( −−− BA  

)2,4,5();7,2,2( −− DC . 
 

Задание 5 Известно, что ;ba⊥
3

),( π
=

∧
сa ; 

3
),( π
=

∧
cb ; 3=a , 8,5 == cb .  

Вычислить: а) ( ) ( )cbba 323 +⋅− ;  б) ( ) ( )caab 32 −⋅+ ; 

в) ( )2cba ++ ;   г) ( )232 cba −+ . 
Ответ: а) – 62; б) – 114; в) 162; г) 373. 
 
Задание 6 Даны вершины треугольника )3;2;3( −A , )1;1;5( −B  и 

)1;2;1( −C . Определите внутренние угла треугольника АВС. 
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Ответ. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=∠

53
2arccosA ; ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=∠

293
1arccosB ; ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=∠

145
8arccosC . 

Задание 7 Найти координаты c , если ac || , )1;1;2( −a  и c  удовлетворяет  
условию 3=⋅ca . 

Ответ: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
1;

2
1;1с . 

Задание 8 Вектор c , перпендикулярный к векторам kjia 223 ++=  и 
kjib 52218 −−= , и образует с осью OY тупой угол. Найти координаты c , зная, 

что 14=c . 
Ответ. ( )12;6;4 −−c . 
 
§ 3 Векторное произведение двух векторов. Смешанное произведение 

трех векторов. Геометрический смысл векторного и смешанного 
произведений 

 
Три некомпланарных вектора a , b  и c , взятые в указанном порядке, 

образуют правую (левую) тройку, если с конца вектора c  кратчайший поворот от 
первого вектора a  ко второму вектору b  виден совершающимся против часовой 
стрелки, (соотв. По часовой стрелке) (рисунок 17). 

     с  
   правая тройка        с       левая тройка 
          b  
 a           b        a  
     Рисунок 17 
 
Векторным произведением неколлинеарных векторов a  и b  называют 

вектор c , определяемый условиями: 
1) вектор c  перпендикулярен векторам a  и b , т.е. aс ⊥ , bc ⊥ ; 
2) длина вектора c  произведению длин векторов a  и b  на синус угла 

между ними. 

ϕsin⋅⋅= bac ,    ( )
∧

= ba,ϕ .         (19) 
Векторы a , b  и c  образуют правую тройку. 
 
Векторное произведение обозначается ba ×  или [ ]ba, . 
Если векторы a  и b  коллинеарны (в частности, один из этих векторов 

нулевой), то по определению 0=× ba . 
 
Свойства векторного произведения: 
1. ( )abba ×−=× ; 
2. ( ) bababa λλλ ×=×=×⋅ ; 
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3. ( ) cabacba ×+×=+× ; 
4. 0=× ba , если ba ||  (или 0=a , или 0=b ). В частности 

0=×=×=× kkjjii . 
 
Формула векторного произведения двух векторов a  и b . 
 

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

ba =× , или ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=×

yx

yx

xz

xz

zy

zy

bb
aa

bb
aa

bb
aa

ba ;; .     (20) 

 
Геометрический смысл векторного произведения двух векторов: 
 
Площадь параллелограмма, построенного на векторах a  и b , как на 

сторонах, равна длине векторного произведения: 
baS ×= .       a        (21) 

         b  

Площадь треугольника: 

baS ×=
2
1 .             (22) 

 
Смешанным произведением трех векторов a , b  и c  называется число? 

равное скалярному произведению вектора bad ×=  на вектор c .      (23) 
 
Обозначение: abc . 
Таким образом: 

( ) cbaabc ⋅×= . 
Смешанное произведение векторов a , b  и c  положительно, если данные 

векторы образуют правую тройку, и отрицательно – если левую. 
Свойства смешанного произведения: 
1. ( ) ( ) ( ) bacacbcba ⋅×=⋅×=⋅× , т. е. смешанное произведение не меняется 

при циклической перестановке векторов; 
2. ( ) ( )cbacba ×⋅=⋅× , т. е. смешанное произведение не меняется при 

перестановке знаков векторного и скалярного умножения; 
3. сbabacacbabc −=−=−= , т.е. смешанное произведение меняет знак на 

противоположный при перемене мест любых векторов-сомножителей; 
4. 0=abc , если a , b  и c  компланарны (в частности, если любые два из 

перемножаемых вектора коллинеарны). 
Если векторы a , b  и c  заданы своими координатами );;( zyx aaaa = , 

);;( zyx bbbb = , );;( zyx cccc = , то 
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zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

abc =              (24) 

- формула смешанного произведениях трех векторов a , b  и c . 
Если 0>abc , то a , b , c  - правая тройка; 0<abc  - левая. 
 
Геометрический смысл смешанного произведения трех векторов 
 
Объем параллелепипеда, построенного на векторах a , b  и c , как на 

ребрах, равен модулю смешанного произведения трех векторов a , b  и c  
abcV = .              (25) 

 
Объем треугольной пирамиды: 

cbaV
6
1

= .             (26) 

Три (и более) вектора называются компланарными, если  они лежат в 
одной плоскости или в ||-ных плоскостях. 

 
Признак компланарности трех векторов 
 
Три вектора компланарны тогда и только тогда, когда их смешанное 

произведение равно нулю, т.е. ( ) 0=abc . 
a , b , c - компланарны ( ) 0,, =⇔ cba .         (27) 
 

Практическое занятие № 9 
 
Задание 1 Найти 1) ba × , 2) ( ) ( )abba 432 +×− ;  

3) ( ) bba ×+2 ; 4) ( ) ( )baba +×− 22 ). 
если kjia 32 ++=  и kjib 23 +−= . 
Решение. )3;1;2(a , )2;3;1( −b . 

1) kjijikkji
kji

ba 711)49(632
231
312 −−=+−−−+=

−
=× . 

2) ( ) ( ) =×−×−×+×=+×− abbbaabaabba 12382432  
kjikjibababa 9814154)711(1414122 −−=−−=×=×+×= . 

3) и 4) решите самостоятельно. 
Ответ. 1) ( )7;1;11 −− ;  3) ( )14;2;22 −− ;  

  2) ( )98;14;154 −− ; 4) ( )28;4;44 −− . 
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Задание 2 Найти площадь параллелограмма, с вершинами в 
точках )6;2;4( −A , )4;8;2(B , )2;2;6( −−C , );;( zyxD . 

Решение. Используя геометрический смысл векторного  произведения двух 
векторов, найдем площадь параллелограмма  

BCBAS ×= . 

)2;10;2( −BA , )6;10;4( −−BC . 
     A     B 

 
 
 

         D         C 
Сначала вычислим векторное произведение двух векторов BA  и BC : 

=
−−

−=
−−

−=×
352
1514

6104
2102

kjikji
BCBA  

( ) ( ) =++=++++−= kjijikjki 55204351025154  
)20;20;80(202080 BCBAkji ×⇒++= . 

=++=×= 222 202080BCBAS  

260721072004004006400 ===++=  ед2. 
Ответ. )(260 2едS ABCD = . 
 
Задание 3 Определить площадь треугольника, построенного на векторах 

kjia ++= 23  и kjib 2+−= . 
Решение. Вычислим площадь треугольника, используя геометрический 

смысл векторного произведения двух векторов a  и b : )1;2;3(a , ( )2;1;1 −b . 

baS ×=∆ 2
1 . 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=×
11
23

;
12
31

;
21
12

ba , ( )5;5;5 −−=× ba . 

3575252525555 222 ==++=++=× ba  ед2. 

( )2

2
3535

2
1 едS ==∆ . 

Ответ. )(3
2
5 2едSтреуг =  

 
Задание 4 Вычислить площадь параллелограмма, построенного на 

векторах a  и b . qpa 23 += , qpb +=2 , 4=p , 3=q , 
4

3),( π
=

∧
qp . 
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Решение. baS ×= . 
( ) ( ) =×+×+×+×=+×+=× qqpqqpppqpqpba 2436223  

pqpqpqpqqp ×=×+×−=×+×= 4343 . 
[ ]0и0 =×=× qqpp  
[ ]pqqp ×−=× . 

( )226
2
212

4
3sin34,sin едqppqpqbaS =⋅=⋅⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅=×=×=

∧ π . 

Ответ. )(26 2eдS = . 
 
Задание 5 Найти ( )abc , если kjia +−=3 , kjib 225 −+= , kjic +−= 3 . 
Решение. Используя формулу (24) вычислим смешанное произведение 

трех векторов )2;2;5(),1;1;3( −− ba , )1;3;1( −c . 

( ) 22101251822156
131
225
113

−=−−=+−−+−=
−

−
−

=abc . 

Ответ. 22)( −=abc . 
 
Задание 6 Выяснить, какова ориентация тройки векторов )1;1;3( −a , 

)2;2;5( −b , )1;3;1( −c . 
Ответ. левая. 
 
Задание 7 Найти объем параллелепипеда, построенного на векторах 

)0;2;4( −a , )3;6;3(−b , )5;4;1( −c . 
Решение. Используя геометрический смысл смешанного произведения 

трех векторов )0;2;4( −a , )3;6;3(−b , )5;4;1( −c , вычислим объем: 
abcV = . 

Сначала найдем смешанное произведение трех векторов cba ,, : 

( ) 144)24(6)58120(6
541
121
012

6
541
363
024

−=−=+−−−=
−

−
−

−=
−

−
−

=abc . 

( )3144 едabcV == . 

Ответ. )(144 3едV = . 
 
Задание 8 Доказать, что 4 точки )1;2;1( −A , )5;1;0(B , )1;2;1(−C , 

)3;1;2(D  лежат в одной плоскости. 
Решение. )6;1;1( −−AB , )2;0;2(−AC , )4;1;1( −AD . 
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Точки DCBA ,,,  лежат в одной плоскости, если три вектора ADACAB ,,  - 
компланарны, а по признаку компланарности трех векторов смешанное 
произведение трех векторов должно быть равно 0, т.е. ( ) 0,, =ADACAB . 

( ) 0121282212
411
202
611

,, =−=−−−=
−

−
−−

=ADACAB . 

Ответ. Точки DCBA ,,,  лежат в одной плоскости. 
 
Задание 9 Вычислить объем тетраэдра, вершины которого находятся в 

точках )1;1;2( −A , )4;5;5(B , )1;2;3( −C , )3;1;4(D  и высоту, опущенной из 
вершины D  на грань ABC . 

      D 
 
 
        H 
         B 
 

       A           C 
 

Решение. Используя геометрический смысл смешанного произведения 
трех векторов, вычислим объем тетраэдра: 

ADACABV ,,
6
1

= . 

)3;6;3(AB , )2;3;1( −AC , )2;2;2(AD . 
Найдем смешанное произведение трех векторов AB , AC , AD . 

( ) ( ) 182234136
111
231
121

6
222
231
363

,, −=−+−−+=−=−=ADACAB . 

( )3318
6
118

6
1,,

6
1 едADACABV =⋅=−== . 

Из школьного курса известно, что объем тетраэдра равен: 

S
VHHSV 3

3
1

=⇒⋅= . 

Найдем площадь основания. В основании лежит ABC∆ . Используя 
геометрический смысл векторного произведения двух векторов, найдем площадь 
грани ABC . 

ACABS ×=
2
1 . 

Найдем векторное произведение двух векторов AB  и AC : 
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kjijikjki
kji

ACAB 39216963912
231
363 ++−=+−−++−=

−
=× . 

)3;9;21(−× ACAB . 
Найдем длину векторного произведения: 

( ) 5313921 222 =++−=× ACAB , т.к. ACABS ×=
2
1 , то 

( ).531
2
1 2едS =  

( )едH
531
18

531
2
1

33
=

⋅
= . 

Ответ. )(3 3едV = , ( )едH
531
18

= . 

 
Домашнее задание № 9 
 
Задание 1 Найти ba ×  двух векторов, если kjia 23 −+=  и 

kjib 42 ++−= . 
Ответ. kjiba 7108 +−=× . 
 
Задание 2 1) Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах 

a  и b . qpa 32 −= , qpb +=5 , 2=p , 3=q , 
2

),( π
=

∧
qp . 

Ответ. ( )2102 едS = . 
2) Найти площадь треугольника с вершинами в точках )1;2;1( −A , 

)2;3;3(B , )1;1;2( −C . 

Ответ. )(171
2
1 2едSтреуг = . 

3) Даны вершины тетраэдра )1;3;2(A , )2;1;4( −B , )7;3;6(C , 

)8;4;5( −−D . Найти длину высоты, опущенной из вершины D . ( SHV ⋅⋅=
3
1 ). 

Ответ. )(11 едН = . 
 
Задание 3 1) Установить компланарны ли вектора )1;3;2( −a , )3;1;1( −b , 

)11;9;1( −c . 
Ответ. да. 
 
Задание 4 Даны вектора kjia ++= 32 , kjb 35 += , kc 7= . Найти ( )abc . 
Ответ. 70. 
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Вопросы для самопроверки 
 
1. Что называется линейной комбинацией? 
2. Какие векторы называются линейно зависимыми? 
3. Какие векторы называются линейно независимыми? 
4. Что называется скалярным произведением двух векторов? (Дайте 

определение через угол и через координаты) в 2V  или 3V ? 
5. Сформулируйте признак перпендикулярности двух векторов. 
6. Дайте определение коллинеарности двух векторов. 
7. Сформулируйте признак коллинеарности двух векторов. 
8. Дайте определение векторного произведения двух векторов. 
9. Сформулируйте геометрический смысл векторного произведения двух 

векторов? 
10. Дайте определение смешанного произведения трех векторов. 
11. Сформулируйте геометрический смысл смешанного произведения 

трех векторов 
12. Дайте определение компланарности трех векторов. 
13. Сформулируйте признак компланарности трех векторов. 
14. Точки )2,3,2( −A  и )2,0,5( −B . Найти координаты AB  и AB . 

15. Даны два вектора 2=a , 3=b , и угол между этими векторами равен 

°60 . Постройте два вектора ba +2  и ba 3− . 
16. Найдите скалярное произведение двух векторов a  и b , если )0,3,2(a  

и )1,5,4( −b . 
17. Найти векторное произведения двух векторов )0,3,2(a  и )1,5,4( −b . 
18. Проверить коллинеарность векторов p  и q , если )2,1,3( −p , 

)4,2,6( −−−q . 
19. Найти смешанное произведение трех векторов a , b  и с , если 
)0,3,2(a , )1,5,4( −b  и )1,2,0( −с . 
20. Сформулируйте определение базиса. 
21. Какие вектора называются равными? 
22. Что такое ортвектор. 
23. Дайте определение евклидова пространства. 
24. Сформулируйте определение нормы вектора евклидова пространства. 
25. Сформулируйте теорему Пифагора в nV . 
26. Как определяется угол между векторами евклидового пространства? 
27. Сформулируйте определение ортонормированного базиса. 
28. Сформулируйте определение линейного пространства. 
29. Какие векторы называются ортогональными? 
30. Сформулируйте теорему Коши-Буняковского. 
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