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Введение

Курс  алгебры  и  геометрии,  изучаемый  студентами  транспортного 
факультета опирается на базовый курс математики, изучаемый в средней школе.

Математика в высшей школе призвана заложить основы математической 
подготовки  будущих  инженеров,  дающие  возможность  успешного  освоения 
других математических дисциплин.

Математическое  образование  будущего  инженера  основывается  на 
фундаментальных  понятиях  математики.  Фундаментальность  подготовки  в 
области  математики  включает  в  себя  достаточную  общность  математических 
понятий  и  конструкций,  обеспечивающую  широкий  спектр  их  применимости, 
точность  формулировки  математических  свойств  изучаемых  объектов, 
логическую  строгость  изложения  математики,  опирающуюся  на  адекватный 
современный математический аппарат.

Курс алгебры и геометрии представляет собой математическую теорию, 
охватывающую  первоначальные  сведения  об  основных  алгебраических 
структурах,  теорию  матриц  и  определителей,  векторную  алгебру,  теорию 
линейных  и  евклидовых  пространств,  теорию  линейных  операторов, 
аналитическую геометрию, дифференциальную геометрию и топологию.

В  настоящих  методических  указаниях  предлагаются  подробные 
разработки  практических  занятий  по  двум  разделам:  линейное  пространство, 
линейное  подпространство;  евклидово  и  унитарное  пространство.  Все  задачи 
снабжены  подробным  решением  с  ссылкой  на  теорию,  краткое  содержание 
которой расположено перед соответствующей серией задач.

В  заключении  каждой  главы  автором  предлагаются  задачи  для 
самостоятельного решения, подобные разработанным, а также расположенные в 
порядке возрастания их сложности.
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Глава 1 Линейное пространство. Линейное подпространство

1.1 Линейное пространство

Множество  V  элементов  любой  природы  называется  линейным 
пространством, если выполнены следующие три условия:

1) на  множестве  V  определена  операция  условного сложения 
элементов, т.е. каждой паре элементов x  и y  из V  поставлен в 
соответствие  определенный  элемент  z  из  V .  Элемент  z  
называется  суммой  элементов x ,  y  и обозначается yx + : 

yxz += ;
2) для  элементов  множества  V  определена  операция  условного 

произведения на действительное число, т.е. каждому элементу 
x  из  V  и  каждому  действительному  числу  α  поставлен  в 
соответствие  определенный  элемент  y  из  V .  Элемент  y  
называется  произведением элемента x  на  число α  и 
обозначается xα : xy α= ;

3) указанные  операции  удовлетворяют  следующим  аксиомам 
линейного пространства.

I. yx и∀  из V : xyyx +=+  (переместительное свойство).
II. zyx ,,∀  из V : ( ) )( zyxzyx ++=++  (сочетательное свойство).
III. Существует элемент  V∈θ  такой, что  Vx ∈∀ :  xx =+ θ  (θ  - нулевой 

элемент).
IV.  Vx ∈∀  существует элемент  Vx ∈′  такой, что  θ=′+ xx  (элемент  x′  - 

противоположный элементу x ).
V. Vx ∈∀ : xx =⋅1  (существование единичного элемента).
VI.  Vx ∈∀  и  R∈∀ βα , :  ( ) ( ) xx βαβα ⋅=  (сочетательное  свойство 

относительно числовых сомножителей).
VII.  Vx ∈∀  и  R∈∀ βα , :  ( ) xxx βαβα +=+  (распределительное свойство 

относительно суммы чисел).
VIII.  yx и∀  из  V  и  R∈∀ α :  ( ) yxyx ααα +=+  (распределительное 

свойство относительно суммы элементов).

Свойства линейных пространств
10 В  линейном  пространстве  V  существует  единственный  нулевой 

элемент.
20 Vx ∈∀  существует единственный противоположный элемент x′ .
30 Vx ∈∀ : θ=⋅ x0  (θ  - нулевой элемент).
40 Противоположный элемент  x′  для элемента  x  выражается формулой 

xx ⋅−=′ )1( .
Обозначение: xx −=′ .
50 Для любого числа α : θθα =⋅ .
Разностью элементов x  и y  называется элемент z  такой, что xzy =+ .
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Обозначение: yxz −= .
60 yx и∀  из  R :  )( yxyx −+=− ,  где  )( y−  -  элемент,  противоположный 

элементу y .

Задача  1 Доказать,  что  множество  всех  функций,  непрерывных  на 
сегменте  [ ]ba,  (обозначим  его  [ ]baC , ),  с  обычными  операциями  сложения 
функций и умножения функций на действительные числа является вещественным 
линейным пространством.

Решение. Прежде всего отметим, что если )(xf  и )(xg  взяты из [ ]baC , , а 
α  -  действительное  число,  то  ( ) [ ]baCxgxf ,)()( ∈+  и  ( ) [ ]baCxf ,)( ∈⋅α ,  т.е. 
операции сложения функций и умножения функции на действительное число не 
выводят из множества [ ]baC , .

Проверим выполнение восьми аксиом линейного пространства. Очевидно, 
что для любых функций )(xf , )(xg , )(xh  из [ ]baC ,  имеют место равенства

)()()()( xfxgxgxf +=+ , ( ) ( ))()()()()()( xhxgxfxhxgxf ++=++ ,
т.е. выполнены аксиомы I и II.

Очевидно, нулевым элементом является функция 0)( =xθ . Действительно, 
эта функция удовлетворяет аксиоме III:

)()()( xfxxf =+ θ .
Противоположным  элементом  для  любой  функции  [ ]baCxf ,)( ∈  может 

вполне служить функция [ ])(xf− , т.к. [ ] [ ]baCxf ,)( ∈−  и 
)())(()( xxfxf θ=−+ .

Таким образом, аксиома IV также выполнена.
Проверим  выполнимость  остальных  аксиом.  (Слова  «для  любого  (ой)» 

заменим символом∀ ):
V. [ ]baCxf ,)( ∈∀ : )()(1 xfxf =⋅ .
VI. [ ]baCxf ,)( ∈∀  и R∈∀ βα , : ( ) ( ) )()( xfxf α ββα = .
VII. [ ]baCxf ,)( ∈∀  и R∈∀ βα , : ( ) )()()( xfxfxf βαβα +=+ .
VIII. )(xf∀  и )(xg  из [ ]baC ,  и R∈∀ α :

( ) )()()()( xgxfxgxf ααα +=+ .
Итак, мы доказали, что [ ]baC ,  - вещественное линейное пространство.

Задача  2 Пусть  *R  -  множество  всех  положительных  чисел.  Сумма 
элементов  x  и  y  этого множества определена как их произведение, т.е.  yx ⋅ , а 
произведением  элемента  x  на  действительное  число  α  -  как  степень  αx . 
Доказать, что множество *R  является линейным пространством.

Решение.  Для  того,  чтобы  доказать,  что  множество  *R  с  введенными 
операциями сложения и умножения является линейным пространством так же как 
и в предыдущем примере докажем справедливость восьми аксиом.

Поскольку  операция  «сложение»  есть  на  самом  деле  умножение,  а 
«умножение»  заменено  степенью,  чтобы  не  путаться  занесем  все  аксиомы  в 
таблицу:
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№ аксиома справедливость аксиомы в 
данном примере (множество *R )

I yx и∀  из V : xyyx +=+ . xyyx ⋅=⋅ .
II Vzyx ∈∀ ,, : ( ) )( zyxzyx ++=++ . ( ) ( )zyxzyx ⋅⋅=⋅⋅ .

III Существование нулевого элемента 
V∈θ : xx =+ θ .

Нулевой элемент 1=θ , тогда 
xx =⋅ 1 .

IV Существование противоположного 
элемента x′ : θ=′+ xx .

Противоположный элемент 
x
1

, 

действительно θ==⋅ 11
x

x .

V Vx ∈∀ : xx =⋅1 .
Т.к. «умножение» - возведение в 

степень, то xx =1 .
VI ( ) ( ) xx βαβα ⋅= . ( ) α ββα xx = .
VII ( ) xxx βαβα +=+ . βαβα xxx ⋅=+ .
VIII ( ) yxyx ααα +=+ . ( ) ααα yxxy ⋅= .

Таким  образом,  множество  *R  с  введенными  операциями  сложения  и 
умножения на действительное число является линейным пространством, причем 
нулевой элемент равен 1.

Задача 3 Показать, что множество векторов на координатной плоскости, 
отложенных  от  начала  координат  и  расположенных  в  первой  четверти  с 
обычными  операциями  сложения  векторов  и  умножения  вектора  на  число, 
линейным пространством не является.

Решение. Для того, чтобы доказать, что какое-либо множество не является 
линейным пространством достаточно указать на невыполнимость хотя бы одной 
из аксиом линейного пространства.

В нашем случае  отметим,  что  при умножении вектора,  отложенного от 
начала координат и расположенного в первой четверти, на отрицательное число 
получается  вектор,  расположенный  в  третьей  четверти  и,  следовательно,  не 
принадлежащий  данному  множеству  векторов.  Поэтому  данное  множество 
линейным пространством не является.

Задача  4 Доказать,  что  множество  многочленов  степени  n  ( 0>n )  с 
обычными операциями сложения многочленов и умножения многочлена на число, 
не является линейным пространством.

Решение. Данное множество не является линейным пространством, так как 
сумма  многочленов  степени  n  может  не  быть многочленом  той  же  степени, 
например, при 2≥n : ( ) ( ) 1321 −=+−+−+ xxxxx nn .

Таким  образом,  операция  сложения  может  дать  многочлен,  не 
принадлежащий данному множеству.
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1.2 Линейно независимые векторы

Пусть  uzyx ...,,,,  - какие-нибудь векторы линейного пространства  V . И 
пусть

0... =++++ uzyx λγβα .   (1.1)
Векторы uzyx ...,,,,  называются линейно независимыми, если равенство 

(1.1) выполняется лишь при 0... ===== λγβα . Если же равенство (1.1) может 
выполняться и  в  том случае,  когда  не  все  числа  λγβα ...,,,,  равны нулю,  то 
говорят, что векторы uzyx ...,,,,  - линейно зависимы.

Задача 5 Показать,  что  если  среди  векторов  uzyx ...,,,,  имеется  нуль-
вектор, то рассматриваемые векторы линейно зависимы.

Решение.  Пусть  0=x .  Так как равенство  0... =++++ uzyx λγβα  может 
выполняться при 0≠α , 0... ==== λγβ , то векторы линейно зависимы.

Задача  6 Элементами  линейного  пространства  являются  системы 
упорядоченных действительных чисел  ( )niiii xxxx ...,,, 21=  ( ...,3,2,1=i ).  Какому 
условию должны удовлетворять  числа  ikx  ( ni ...,,2,1= ;  nk ...,,2,1= )  для  того, 
чтобы векторы nxxx ...,,, 21  были линейно независимы, при этом сумма векторов 
и  произведение  вектора  на  число  определяются  равенствами 

( )nknikikiki xxxxxxxx +++=+ ...,;; 2211 , ( )niiii xxxx λλλλ ...,,, 21= ?
Решение.  Рассмотрим  равенство  0...2211 =+++ nn xxx ααα .  Оно 

равносильно системе уравнений:










=+++

=+++
=+++

.0...
.........................................

,0...
,0...

2211

2222211

1122111

nnnnn

nn

nn

xxx

xxx
xxx

ααα

ααα
ααα

В случае линейной зависимости векторов nxxx ...,,, 21  эта система должна 
иметь единственное решение 0...21 ==== nααα , т.е.

0

...
............

...

...

21

22221

11211

≠

nnnn

n

n

xxx

xxx
xxx

.

В частности,  векторы  ( )2111; xx  и  ( )2212 ; xx  линейно независимы тогда и 
только тогда, когда 022122111 ≠− xxxx .

Задача 7 Доказать, что однородная система линейных уравнений Θ=AX  
имеет  ненулевое  решение  тогда  и  только  тогда,  когда  столбцы  матрицы  A  
линейно зависимы.
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Решение.  Обозначим  элементы  столбца  X  (неизвестные)  через 
nxxx ...,,, 21 ,  а столбцы матрицы  A  - через  nAA ...,,1 .  Тогда систему уравнений 

Θ=AX  можно записать в виде
Θ=+++ bn AxAxAx ...2211 .   (1.2)

Отсюда  следует,  что  если  система  (1.2)  имеет  ненулевое  решение 
nxxx ...,,, 21  (хотя  бы одно  kx  не  равно нулю),  то  это  означает,  что  линейная 

комбинация столбцов nAA ...,,1  с коэффициентами nxxx ...,,, 21  является нулевым 
столбцом,  т.е.  столбцы  nAA ...,,1  линейно  зависимы.  И обратно:  если  столбцы 

nAA ...,,1  линейно зависимы, т.е. существуют числа  nxxx ...,,, 21 ,  не все равные 
нулю  и  такие,  что  выполняется  равенство  (1.2),  то  nxxx ...,,, 21  -  ненулевое 
решение системы.

Задача  8 Доказать,  что  три  компланарных  вектора  ba,  и  c  линейно 
зависимы.

Решение.  Для  доказательства  этого  утверждения  достаточно  привести 
векторы  к  общему  началу  и  разложить  один  из  векторов  на  составляющие, 
соответственно коллинеарные двум другим.

Задача  9 Доказать,  что  любые  четыре  вектора  cba ,,  и  d  линейно 
зависимы.

Решение. Если три из четырех векторов компланарны, то задача решается 
просто.  Предположим,  что  эти  векторы некомпланарны.  Приведем все  четыре 
вектора  к  общему началу  О .  Построим параллелепипед,  диагональю которого 
является  вектор  d  с  ребрами  на  прямых,  содержащих  ba,  и  c .  Очевидно 

cbad γβα ++= , что доказывает линейную зависимость векторов cba ,,  и d .

Задача 10 Доказать, что три матрицы 




=
00
01

1e , 




=
01
10

2e , 




=
10
00

3e  

линейно  независимы и  любой  элемент  линейного  пространства  симметричных 
22 × -матриц есть их линейная комбинация.

Решение. Составим линейную комбинацию данных матриц:







+





+




=∑
= 11

11
3

1 0
00

0
0

00
0

cc
cc

eс
p

pp .

Она  равна  нулевой  матрице  




=Θ
00
00

 только  в  том  случае,  когда 

0321 === ссс ,  а  это  и  означает,  что  матрицы  321 ,, eee  линейно  независимы. 

Любая  симметричная  матрица  






32

21

cc
cc

 является,  очевидно,  линейной 

комбинацией матриц 321 ,, eee  с коэффициентами 321 ,, ccc .
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Задача 11 Доказать, что матрицы (элементы пространства 2
3H )






=
000
001

1e , 




=
000
010

2e , 




=
000
100

3e ,






=
001
000

4e , 




=
010
000

5e , 




=
100
000

6e ,

являются линейно независимыми, а любой элемент пространства 2
3H  есть 

линейная комбинация этих шести элементов.
Решение. Составим линейную комбинацию данных элементов:







=∑

= 654

321
6

1 ccc
ccc

eс
p

pp .

Она равна нулевому элементу  




=Θ
000
000

 только в том случае, когда 

все 0=pc , а это означает, что элементы 61 ...,, ee  линейно независимы.

Очевидно,  любую  матрицу  





=

654

321

ccc
ccc

С  (произвольный  элемент 

пространства 2
3H ) можно представить как ∑

=

6

1p
ppeс , т.е. любая матрица С  является 

линейной комбинацией матриц 61 ...,, ee .

Задача 12 Доказать, что в пространстве 2P  - многочленов степени не выше 
второй,  три  многочлена  2,,1 xx  -  линейно  независимы  и  любой  элемент 
пространства 2P  есть линейная комбинация этих элементов.

Решение.  Нулевым  элементом  в  пространстве  2P  является  многочлен, 
тождественно  равный  нулю.  Составим  линейную  комбинацию  трех  данных 
многочленов и приравняем ее нулевому элементу:

01 2 =⋅+⋅+⋅ xcxba .
Это  равенство  справедливо  для  всех  x  только  в  том  случае,  когда 

0=== сba .  В самом деле,  если хотя бы один из коэффициентов  ba,  и  c  не 
равен нулю, то в левой части равенства стоит многочлен степени не выше второй, 
а  он  имеет  не  более  двух  корней,  и  потому  не  равен  нулю  для  всех  x . 
Следовательно,  многочлены  2,,1 xx  линейно  независимы.  Очевидно,  любой 
многочлен 21 cxbxa ++  из 2P  есть линейная комбинация многочленов x,1  и 2x  с 
коэффициентами ba,  и c .

Задача  13 Доказать,  что  функции  xxx 3cos,2cos,cos  ( + ∞<<∞− x ) 
линейно независимы.

1



Решение.  Допустим,  что  данные  функции  линейно  зависимы.  Тогда 
существует  их  линейная  комбинация,  равная  нулевому  элементу,  т.е. 
тождественно равная нулю:

03cos2coscos =++ xcxbxa ,
причем  хотя  бы  один  из  коэффициентов  ba,  и  c  не  равен  нулю. 

Продифференцировав это тождество два раза, а затем четыре раза, приходим к 
тождествам

0=++ x3xcos9x2bcos4acosx , 0=++ x3ccos81x2bcos16acosx .
Положив  во  всех  трех  тождествах  0=x ,  получим однородную систему 

линейных уравнений относительно коэффициентов ba,  и c







=++
=++
=++

.08116
,094
,0

cba
cba
cba

Эта система имеет только нулевое решение 0=== cba , т.к. определитель 
ее матрицы не равен нулю. Получили противоречие с тем, что хотя бы один из 
коэффициентов  ba,  и  c  отличен  от  нуля.  Следовательно,  данные  функции 
линейно независимы.

1.3 Размерность и базис линейного пространства

Если  в  линейном  пространстве  V  имеется  n  линейно  независимых 
векторов,  но  любые  1+n  векторов  этого  пространства  линейно  зависимы,  то 
пространство V  называют n -мерным. Принято также говорить, что размерность 
пространства  V  равна  n ,  и  писать  nVd =)( .  Пространство,  в  котором  можно 
найти  сколь  угодно  много  линейно  независимых  векторов,  называется 
бесконечномерным. Если V  - бесконечномерное пространство, то ∞=)(Vd .

Совокупность  n  линейно  независимых  векторов  n -мерного  линейного 
пространства называется базисом. Справедлива следующая теорема:

Каждый  вектор  линейного  n -мерного  пространства  может  быть 
единственным образом представлен в  виде линейной комбинации векторов 
базиса.

Так,  если  neee ...,,, 21  -  базис  n -мерного  линейного  пространства  V ,  то 
любой вектор Vx ∈  может быть единственным образом представлен в виде

nnexexexx +++= ...2211

Таким образом, вектор x  в базисе neee ...,,, 21  определяется единственным 
образом  с  помощью  чисел  nxxx ...,,, 21 .  Эти  числа  называют  координатами 
вектора в данном базисе. 

Итак, совокупность элементов neee ...,,, 21  называется  базисом линейного 
пространства V , если:

1) элементы neee ...,,, 21  линейно независимы;

1



2) каждый элемент пространства  V  можно представить в виде линейной 
комбинации  элементов  neee ...,,, 21 ,  т.е  Vx ∈∀  существуют  числа 

nxx ...,,1  такие, что справедливо равенство

∑
=

=
n

p
ppexx

1
.   (1.3)

Если введен базис, то действия над элементами линейного пространства 
(сложение  элементов  и  умножение  элементов  на  числа)  сводятся  к  таким  же 
действиям над числами – координатами элементов.

Задача 14  В  некотором  базисе  даны  векторы  )0,1,3,2,1( −−x , 
)4,1,3,1,2( −−y . Найти координаты вектора yx 34 − .

Решение.  Поскольку  )0,4,12,8,4(4 −−=x  и  )12,3,9,3,6(3 −−−− y ,  то 
вектор )3(434 yxyx −+=−  имеет координаты ( )12,1,21,11,2 −−−− .

Задача 15 Пусть  4A  -  четырехмерное линейное пространство с базисом 
4321 ,,, eeee . Найти координаты векторов 3e  и 431 542 eeex −+=  в этом базисе.

Решение.  Представим  каждый  из  векторов  3e  и  x  в  виде  линейной 
комбинации базисных векторов, имеем

43213 0100 eeeee ⋅+⋅+⋅+⋅= , 
таким образом, вектор 3e  имеет координаты )0,1,0,0( .
Так как

4321 5402 eeeex −+⋅+=
то вектор x  имеет координаты ( )5,4,0,2 − .

Задача 16 Дано линейное пространство всевозможных пар упорядоченных 
действительных чисел 

( )21111 ; xxx =  и ( )22122 ; xxx = , ( )23133 ; xxx = , …,
причем сложение векторов и умножение вектора на действительное число 

определены равенствами 
( )kikiki xxxxxx 2211 ; ++=+ ; ( )iii xxx 21 ; λλλ = .

Доказать,  что  векторы  )2,1(1 =e  и  )4,3(2 =e  образуют  базис  данного 
линейного пространства. Найти координаты вектора )10,7(=x  в этом базисе.

Решение. Векторы )2,1(1 =e  и )4,3(2 =e  линейно независимы, т.к.

0
42
31

≠ .

Рассмотрим какой-нибудь вектор ( )21; yyy = . Покажем, что для любых 1y  
и  2y  можно определить числа  λ  и  µ  так, чтобы выполнялось равенство  21 eey µλ += ,  или 
( ) ( )µλµλ 42;3; 21 ++=yy .

Нетрудно видеть, что существует единственная пара значений ( )µλ ; , для 
которой выполняется это равенство. Это следует из того, что система уравнений

1







=+
=+

2

1

42
,3
y

y
µλ

µλ

является определенной.
Итак,  векторы  1e  и  2e  образуют базис.  Определим координаты вектора 

)10,7(=x  в  этом базисе.  Задача  сводится  к  определению  λ  и  µ  из  системы 
уравнений





=+
=+

.1042
,73

µλ
µλ

Отсюда находим 1=λ , 2=µ , т.е. 21 2eex += .

Задача  17 Доказать,  что  все  координаты  нулевого  элемента  в  любом 
базисе равны нулю, и обратно, если все координаты элемента в каком-то базисе 
равны нулю, то этот элемент нулевой.

Решение.  Пусть  в  базисе  neee ...,,, 21  разложение  нулевого  элемента  θ  
имеет вид

∑
=

=
n

p
ppec

1
θ .

Тогда все 0=pc , так как элементы базиса neee ...,,, 21  линейно независимы, 
и поэтому их линейная комбинация равна нулевому элементу только тогда, когда 
все коэффициенты  pc  равны нулю. Обратно: если все координаты элемента  x  
равны  нулю:  neex ⋅++⋅= 0...0 1 ,  то  x  является  нулевым  элементом,  так  как 
согласно свойству 30 линейных пространств имеем θ=⋅ peo , и поэтому θ=x .

Задача  18 а)  Какова  размерность  линейного  пространства  *R  
(пространство *R  определено в задаче 2).

б) Определить базис пространства *R .
Решение.  а)  Возьмем  какое-либо  число  из  *R ,  отличное  от  нулевого 

элемента (от единицы), например число 2. Покажем, что любое число  x  из  *R  
может быть выражено в виде линейной комбинации элемента 2, т.е. существует 
такое число  a  из  R , что  aax 2"2" =⋅= . Действительно, такое число существует, 
именно xa 2log= , т.к xx =2log2 . Таким образом, любые два элемента линейного 
пространства  *R линейно  зависимы.  Следовательно,  по  определению, 
размерность линейного пространства *R  равна 1.

б) Что является базисом в этом линейном пространстве *R ?
Как  и  в  любом  другом  линейном  пространстве,  базисов  в  линейном 

пространстве  *R  имеется  бесконечно  много.  В  качестве  базиса  можно  взять 
любое число из *R , не равное 1 (так как 1 – нулевой элемент).

Задача  19 Найти  базис  и  размерность  линейного  пространства  2P  
многочленов  )(xp ,  степень  которых  не  выше  двух  и  которые  удовлетворяют 
условию 0)1( =p .
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Решение. Любой многочлен 
2

321)( xcxccxp ++=  
из 2P  удовлетворяет условию

0)1( 321 =++= cccp .
Отсюда 213 ccc −−= , и поэтому

( ) )()1()( 2
2

2
1

2
2121 xxcxcxccxccxp −+−=−−++= , 

т.е.  любой  многочлен  из  2P  представим  в  виде  линейной  комбинации 
многочленов 2

1 1)( xxp −=  и 2
2 )( xxxp −= .

Покажем, что многочлены  )(1 xp и  )(2 xp  линейно независимы. Составим 
столбцы их координат в базисе 2,,1 xx  пространства 2P :

















−
=

1
0
1

1F ,
















−
=

1
1
0

2F .

Эти  столбцы  линейно  независимы,  так  как  их  элементы  не 
пропорциональны,  и,  следовательно,  многочлены  )(1 xp и  )(2 xp  линейно 
независимы. Итак, многочлены )(1 xp и )(2 xp  образуют базис в пространстве 2P , 
и, следовательно, 2dim 2 =P .

1.4 Преобразование координат вектора при переходе от базиса к базису

Пусть в линейном пространстве nX  заданы базисы
[ ] ( )neeee ...,,, 21=  и [ ] ( )neeee ′′′=′ ...,,, 21 .   (1.4)
Разложим векторы базиса e′  по базису e :










+++=′

+++=′
+++=′

....
.........................................

,...
,...

121211

1221221122

1121211111

nnnnnn

nn

nn

etetete

etetete
etetete

  (1.5)

Матрицу



















=

nnnn

n

n

ttt

ttt
ttt

T

...
............

...

...

21

22221

11211

называют матрицей перехода от базиса [ ]e  к базису [ ]e′ .
Соотношения (1.5) коротко записываются так:

eTe =′ .   (1.6)
(1.6) – формула перехода от базиса [ ]e  к базису [ ]e′ .

1−⋅′= Tee   (1.7)
- формула перехода от базиса [ ]e′  к базису [ ]e .
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Задача  20 Пусть  ji,  -  координатные  векторы  прямоугольной  системы 
координат на плоскости. Найти разложение вектора jix +=  по базису 21, ee , если 

jie 471 += , jie 352 += .
Решение. По определению матрица перехода от базиса ji,  к базису 21, ee  

есть матрица






=
34
57

T .

Вычислим обратную матрицу:







−

−
=−

74
531T .

Столбец X  координат вектора x  в базисе ji,  имеет вид






=
1
1

X .

По формуле (7) находим столбец eX  координат вектора x  в базисе 21, ee :






 −
=











−

−
== −

3
2

1
1

74
531XTX e .

Задача  21 В  линейном  пространстве  3T  даны  два  базиса  321 ,, eee  и 
321 ,, fff :
















=

1
1
1

1e ,















=

1
1
2

2e ,















=

3
1
1

3e ,

и
















=

1
1
0

1f ,















=

1
0
1

2f ,















=

2
0
1

3f .

Найти: а) матрицу T  перехода от базиса e  к базису f ;
б) матрицу 1−T  обратного перехода;
в) координаты элемента 1e  в обоих базисах;
г)  координаты  элемента  x  в  базисе  e ,  имеющего  во  втором  базисе 

координаты 















=

1
3
5

fX .

Решение. Формулу (6) можно записать равенством:
( ) ( )Teeefff 321321 = ,  которое  в  свою  очередь  представим  матричным 

уравнением в виде ETF = , где

1


















=

211
001
110

F ,















=

311
111
121

E .

T  -  матрица  перехода  от  базиса  e  к  базису  f .  решая  составленное 
матричное уравнение, находим T :

а) 















−

−−
== −

15,00
111
25,12

1FET .

Таким образом, матрица перехода от e  к f  найдена.

б) 
















−−
=−

121
042
111

1T  - матрица обратного перехода;

в)  Найдем  координаты  элемента  1e  в  обоих  базисах.  В  первом  базисе 
элемент 1e  имеет разложение 3211 00 eeee ⋅+⋅+= , т.е.

( )















=

0
0
1

1 ee , тогда по формуле (1.7) находим 

( ) ( )
















−
=
















⋅

















−−
== −

1
2
1

0
0
1

121
042
111

1
1

1 ef eTe .

г) Используя формулу (6), получаем

( ) ( )















−=
































−

−−
==

5,2
1
5,3

1
3
5

15,00
111
25,12

fe XTX .

Задача 22 В пространстве  2R  даны три базиса:  1e ,  2e ;  1f ,  2f ;  1g ,  2g , 
причем 

211 eef −= , 212 eef += , 211 3 eeg += , 212 25 eeg += .
Найти матрицу перехода от базиса 1f , 2f  к базису 1g , 2g .
Решение. По определению матрица перехода от базиса 1e ,  2e  к базису 1f , 

2f  есть матрица







−

=→ 11
11

feT ,

а матрица перехода от базиса 1e , 2e  к базису 1g , 2g  есть матрица






=→ 21
53

geT .
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Таким  образом,  связь  векторов  базисов  f ,  e  и  g  можно  оформить 
системой:







=

=

→

→

.

,

ge

fe

eTg
eTf

Из  первого  равенства  находим  1−
→⋅= feTfe .  Подставляя  во  второе 

равенство, получаем gefe TTfg →
−
→ ⋅⋅= 1 .

Таким  образом,  матрицей  перехода  от  базиса  1f ,  2f  к  базису  1g ,  2g  
является матрица gefe TT →

−
→ ⋅1 . Вычисляем матрицу 1−

→ feT :






 −
=−

→ 11
11

2
11

feT ,

а затем находим произведение gefe TT →
−
→ ⋅1 :






=










 −
=⋅ →

−
→ 272

231
21
53

11
11

2
11

gefe TT .

Таким образом, матрица перехода от базиса f  к базису g  имеет вид






=⋅ →
−
→ 272

2311
gefe TT .

Задача 23 В линейном пространстве )(2 xP  многочленов не выше третьей 
степени с действительными коэффициентами даны два базиса:

( )321 ,, eeee = ,
где 2

321 ,,1 xexee === , и
( )321 ,, eeee ′′′=′ ,

где ( ) 2
321 1,1,1 −=′−=′=′ xexee .

Найти матрицу перехода T  от базиса e  к базису e′ .
Решение. Так как









+−=+−=−=′

+−=+−=−=′
==′

,221)1(

,11
,1

321
22

3

212

11

eeexxxe

eexxe
ee

то

( )















=′

0
0
1

1 ee , ( )














 −
=′

0
1
1

2 ee , ( )















−=′

1
2
1

3 ee

Следовательно,

1


















−

−
=

100
210
111

T .

Задача 24 Найти разложение элемента 
1)( 3 ++= xxxp

пространства 3P  по базису
10 =p , axp +=1 , 2

2 )( axp += , 3
3 )( axp += .

Решение. Выразим координаты второго базиса (обозначим его (2)) через 
координаты первого базиса (1). Поскольку

222 2)( xaxaax ++=+ , ( ) 32233 33 xaxxaaax +++=+ ,
то











+⋅+⋅+⋅=

⋅+⋅+⋅=

⋅+⋅=
=

.331

,121

,11
,1

3223
2

22
2

1

0

xxaxaap

xxaap

xap
p

Таким  образом,  матрица  T  перехода  от  базиса  32 ,,,1 xxx  к  базису 
3210 ,,, pppp  имеет вид



















=→

1000
3100

3210
1

2

32

)2()1( a
aa
aaa

T .

Находим обратную матрицу:



















−
−

−−

=→

1000
3100

3210
1

2

32

)1()2( a
aa
aaa

T

Далее составляем столбец 



















=

1
0
1
1

1X  из координат элемента 1)( 3 ++= xxxp  

в базисе (1): 32 ,,,1 xxx . По формуле (6) находим столбец 2X  координат элемента 
)(xp  в базисе (2): 3210 ,,, pppp :
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

















−
+

−−

== →

1
3
31

1
2

3

1)1()2(2 a
a

aa

XTX .

Следовательно, искомое разложение имеет вид
( ) )(1)(3)(3)()1()( 321

2
0

3 xpxapxpaaxpaaxp ⋅+−++−−= ,
или

( ) 32233 )()(3))(31(11 axaxaaxaaaxx +++−+++−−=++ .

Задача 25 В пространстве 3X  заданы вектор x  и векторы 321 ,, eee ′′′  базиса 
e′  координатами в базисе e :

[ ] ( )T
ex 1,4,1 −= , [ ] ( )T

ee 2,1,51 −=′ , [ ] ( )T
ee 0,3,22 =′ , [ ] ( )T

ee 1,1,23 −=′ .

Задан также вектор  y  своими координатами в базисе  e′ :  [ ] T
ey )3,2,1(=′ . 

Найти координаты вектора x  в базисе e′  и координаты вектора y  в базисе e .
Решение. Ввиду того, что векторы базиса e′  заданы столбцами координат в 

базисе  e ,  можно  составить  матрицу  перехода  T  от  базиса  e  к  базису  e′ , 
сгруппировав координатные столбцы вектора базиса e′ :
















−

−
=

102
131
225

T .

По формуле [ ] [ ]ee yTy ′=  получаем:

[ ]















=
































−

−
=

















′
′
′

=















=

1
8
3

3
2
1

102
131
225

3

2

1

3

2

1

y
y
y

T
y
y
y

y e .

Далее вычисляем обратную матрицу перехода

















−
−−=−

1746
311
823

1T

и находим:

[ ]
















−

−
=

















−















−
−−=
















=

















′
′
′

= −
′

27
6
13

1
4
1

1746
311
823

3

2

1
1

3

2

1

x
x
x

T
x
x
x

x e .

Формулой  [ ] [ ]ee xTx =′  удобно  пользоваться  при  отыскании  матрицы 
перехода от  базиса  e  к  базису  e′ ,  когда  векторы этих базисов заданы своими 
координатами в некотором третьем базисе °e .
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Задача  26 Найти  матрицу  перехода  от  базиса  ( )321 ,, eeee =  к  базису 
( )321 ,, eeee ′′′=′ ,  если  известны  координаты  векторов  321321 ,,,,, eeeeee ′′′  в 

некотором базисе 0e :
[ ] ( ) T

1 1,1,1
0

=ee , [ ] ( ) T
2 3,2,1

0
=ee  и [ ] ( ) T

3 1,0,1
0

=ee
и

[ ] ( ) T
1 1,1,1

0
=′ ee , [ ] ( ) T

2 1,2,1
0

=′ ee  и [ ] ( ) T
ee 3,1,1

0
3 =′ .

Решение. Прейдем от базиса 0e  к базису e  и найдем координаты векторов 
базиса  e′  в  базисе  e .  Матрицей  перехода  от  базиса  0e  к  базису  e  является 
матрица
















=

131
021
111

1T ,

а обратной к ней – матрица

















−
−

−
=−

121
101
222

2
11

1T .

Поэтому для векторов 321 ,, eee ′′′  получаем:

[ ] [ ]















=
















=

































−
−

−
=′=′ −

0
0
1

0
0
2

2
1

1
1
1

121
101
222

2
1

01
1

11 ee eTe ;

[ ] [ ]
















−
=

















−
=

































−
−

−
=′=′ −

1
0
2

2
0
4

2
1

1
2
1

121
101
222

2
1

022 e
1

1e eTe ;

[ ] [ ]














 −
=















 −
=

































−
−

−
=′=′ −

1
1
1

2
2
2

2
1

3
1
1

121
101
222

2
1

033 e
1

1e eTe .

Из полученных координатных столбцов составляем матрицу перехода от 
базиса e  к базису e′ :

















−

−
=

110
100
121

T .

Задача  27 Найти  матрицу  перехода  от  базиса  ),( 21 eee =  к  базису 
),( 21 eee ′′=′ , где [ ] T

ee )1,2(1 =′ , [ ] T
ee )2,3(2 =′ .
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Решение.  Здесь  векторы  нового  базиса  заданы  координатами  в  старом 
базисе.  Поэтому сразу можно составить искомую матрицу  T  из  координатных 
столбцов векторов 1e′  и 2e′ :






=
21
32

T .

1.5 Изоморфизм линейных пространств

Рассмотрим два линейных пространства  V  и  V ′ . Элементы пространства 
V  будем  обозначать  через  ...,,, zyx ,  а  элементы  пространства  V ′  -  через 

...,,, zyx ′′′ .
Пространства V  и V ′  называют изоморфными, если между их элементами 
yxyx ′′,,,  можно установить  такое  взаимно однозначное  соответствие  xx ′↔ ; 

yy ′↔ , при котором yxyx ′+′↔+ , xx ′↔ λλ  ( λ  - любое действительное число). 
Следует отметить важную  теорему,  с помощью которой легко устанавливается 
изоморфизм конечномерных линейных пространств:

Для  того,  чтобы  два  конечномерных  пространства  V  и V ′  были 
изоморфными,  необходимо  и  достаточно,  чтобы  их  размерности  были 
одинаковыми.

Задача 28 Какие пространства m
nH  матриц с размерами nm ×  изоморфны 

пространству 6T  столбцов с шестью элементами?
Решение. Размерности пространств m

nH  и 6T  равны соответственно nm ×  и 
6.  Из теоремы следует,  что пространства  m

nH  и  6T  изоморфны тогда и только 
тогда, когда 6=⋅ nm . Следовательно, пространства 1

6H , 6
1H , 2

3H , 3
2H  изоморфны 

пространству 6T .
Отметим,  что пространство  6

1H  -  это пространство матриц с  размерами 
16 × ,  т.е.  это само пространство  6T .  Разумеется,  любое линейное пространство 

изоморфно самому себе.

1.6 Линейное подпространство, его размерность

Множество  VW ⊂  называется  подпространством линейного 
пространства V , если выполняются следующие условия:

1) в множестве W  определены те же операции, что и в множестве V ;
2) если Wyx ∈, , то Wyx ∈+ ;
3) если Wx ∈ , то Wx ∈α .
Очевидно, всякое подпространство W  линейного пространства V  является 

линейным пространством, т.е. в W  выполняются аксиомы I – VIII.

2



Теорема Размерность  любого  подпространства  не  превосходит 
размерности  всего  пространства.  Базис  подпространства  линейного 
пространства  nR  можно  дополнить  элементами  из  nR  до  базиса  всего 
пространства.

Задача  29 Образует  ли  множество  N  всех  натуральных  чисел 
подпространство линейного пространства *R  (смотри задачу 2).

Решение.  Так  как  дано  непустое  множество  N  из  *R ,  то  остается 
проверить корректность линейных операций на N , введенных в *R .

10 Операция  сложения  –  для  любых  yx,  из  N  « yx + » N∈ .  Так  как 
Nxyyx ∈=+ "" , то эта операция корректна на множестве N .

20 Операция умножения на действительное число – для любых x  из N  и a  
из  R  Nax ∈"" . Но axax ="" , что, вообще говоря, не принадлежит множеству  N . 
Например, если 2=x ,  1−=a , то 21"" =ax , т.е. не является натуральным числом; 

N∉21 .  Поэтому  множество  N  не  является  подпространством  линейного 
пространства *R .

1.7 Подпространства, образованные решениями однородной линейной 
системы уравнений

Рассмотрим однородную систему уравнений










=+++

=+++
=+++

.0...
.......................................

,0...
,0...

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

  (1.8)

Пусть  11 λ=x ,  22 λ=x ,  …,  nnx λ=  -  какое-нибудь  решение  системы. 
Запишем это решение в виде вектора  ( )nf λλλ ...;;; 21= .  Совокупность линейно 
независимых  решений  nfff ...,,, 21  системы  уравнений  (1.8)  называется 
фундаментальной системой решений, если любое решение системы уравнений 
(1.8)  может  быть  представлено  в  виде  линейной  комбинации  векторов 

nfff ...,,, 21 .
Теорема о существовании фундаментальной системы решений.  Если 

ранг матрицы



















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

...
............

...

...

21

22221

11211

меньше n ,  то  система (1.8)  имеет  ненулевые  решения.  Число  векторов,  
определяющих фундаментальную систему решений, находится по формуле

rnk −= ,
где r  - ранг матрицы.
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Таким  образом,  если  рассматривается  линейное  пространство  V , 
векторами которого являются всевозможные системы n  действительных чисел, то 
совокупность всех решений системы (1.8) является подпространство пространства 
V . Размерность этого пространства равна k .

Задача 30 Найти базис и размерность подпространства решений системы 
уравнений







=−+−
=−−
=+−

.0242
,02
,02

321

321

321

xxx
xxx
xxx

Решение. Ранг матрицы

















−−
−−

−

242
112
121

равен  2,  так  как  определитель  третьего  порядка,  образованный  элементами 
матрицы, равен нулю, а среди миноров второго порядка имеются отличные от 
нуля. Размерность пространства решений

123 =−=−= rnk .
Так  как  2=r ,  то  достаточно  взять  два  уравнения  из  заданных  трех. 

Отбросим  третье  уравнение,  поскольку  его  коэффициенты  пропорциональны 
соответствующим коэффициентам первого уравнения.

В системе





=−
−=−

321

321

2
,2

xxx
xxx

полагаем, например, 13 =x , тогда решение системы





=−
−=−
12

,12

21

21

xx
xx

есть 11 =x , 12 =x .
Итак, подпространство решений определяется одним базисным вектором 

)1,1,1(=f . Понятно, если бы мы взяли 3x  равным другому числу, то и получили 
бы соответственно другой базисный вектор.

Задача 31 Найти размерность и базис подпространства решений системы 
уравнений











=−+−
=+−+
=−+−
=+−+

.03
,03
,0
,0

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

Решение. Определяем ранг матрицы
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

















−−
−

−−
−

=

1113
1113
1111
1111

A .

Вычтем из 3-й строки 2-ю, а из 4-й строки 1-ю:



















−−
−

−−
−

2222
2222
1111
1111

~A .

Так  как  элементы  3-й  строки  пропорциональны  соответствующим 
элементам 1-й строки, а элементы 4-й строки пропорциональны элементам 2-й 
строки, то 3-ю и 4-ю строки можно вычеркнуть:







−−

−
1111
1111

~A .

Таким образом, ранг матрицы A  равен 2 и 224 =−=−= rnk .
Итак, размерность подпространства решений равна 2. Так как 2=r , то из 

четырех уравнений возьмем два:





=−+−
=+−+

,0
,0

4321

4321

xxxx
xxxx

 или 




+−=−
−=+

.xxxx
,xxxx

4321

4321

Полагая, например, 13 =x , 04 =x , получим систему





−=−
=+

.1
,1

21

21

xx
xx

Следовательно, 01 =x , 12 =x  и )0;1;1;0(1 =f .
Полагая теперь 03 =x , 14 =x , имеем





=−
−=+

.1
,1

21

21

xx
xx

Таким образом,  01 =x ,  12 −=x  и  )1;0;1;0(2 −=f .  За  базисные  векторы 
подпространства  могут  быть  приняты  векторы  )0;1;1;0(1 =f ,  )1;0;1;0(2 −=f . 
Общее решение системы уравнений определяется вектором

2211 fcfcf += ,
т.е. );;;0( 2121 ccccf −= .

Задача  32 Доказать,  что  множество  M  всех  функций  )(xf  
удовлетворяющих  условию  0)2( =−f ,  является  подпространством  линейного 
пространства функций, определенных на числовой прямой.

Решение.  Проверим  выполнение  двух  условий,  определяющих 
подпространство. Если )(xf  и Mxg ∈)( , то 0)2( =−f , 0)2( =−g , и поэтому,

0)2()2( =−+− gf  и 0)2( =−⋅ fα
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(α  - любое число). Следовательно,
)()( xgxf +  и )(xf⋅α

принадлежит  множеству  M ,  и  поэтому  M  -  подпространство  линейного 
пространства функций.

Задача  33 Доказать,  что  все  векторы,  параллельные  данной  прямой, 
образуют подпространство линейного пространства 3V .

Решение. Если векторы x  и  y  параллельны данной прямой, то их сумма 
yx +  и вектор  xα  (α  -  любое число) также параллельны этой прямой. Таким 

образом, для данного множества векторов выполнены оба условия, входящие в 
определение подпространства, и поэтому векторы, параллельные данной прямой, 
образуют подпространство линейного пространства 3V .

Задача  34 Дана  однородная  система  m  линейных  уравнений  с  n  
неизвестными nxxx ...,,, 21










=+++

=+++
=+++

.0...
........................................

,0...
,0...

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

Доказать,  что  множество  всех  решений  данной  системы  является 
подпространством пространства nT .

Решение. Запишем данную систему в матричном виде:
Θ=AX ,

где ( ) nmaA ij ×−=  матрица коэффициентов системы, X  - столбец, состоящий из 
решений системы,  Θ  - нулевой столбец. Если  1X  и  2X  - решения системы, т.е. 

Θ=iAX , 2,1=i , то
21 XX +  и 1Xα

(α  - число) – также ее решения, поскольку
( ) Θ=Θ+Θ=+=+ 2121 AXAXXXA  и ( ) Θ=Θ== ααα 11 AXXA .

Следовательно, для множества решений данной системы выполнены оба 
условия,  фигурирующих  в  определении  подпространства,  и  поэтому  это 
множество решений является подпространством линейного пространства nT .

Пусть M  - подпространство линейного пространства V  и элемент 0x  из V  
не  принадлежит  M .  Рассмотрим  множество  Γ  всех  элементов  Vy ∈ , 
представимых  в  виде  xxy += 0 ,  где  Mx ∈ .  Множество  Γ  называется 
гиперплоскостью,  полученной  в  результате  сдвига  подпространства  M  вдоль 
элемента 0x .

Задача 35 Доказать, что гиперплоскость не является подпространством.
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Решение.  Пусть  гиперплоскость  Γ  получена  в  результате  сдвига 
подпространства  M  вдоль элемента  0x . Согласно определению гиперплоскости 

Mx ∉0 . Предположим, что Γ  - подпространство. Тогда Γ∈θ , а значит, θ  можно 
представить в виде

xx += 0θ ,
где  Mx ∈ .  Отсюда  следует,  что  xx −=0 ,  и  поэтому  Mx ∈0 .  Таким  образом, 
получили противоречие с условием Mx ∉0 . Следовательно, Γ∉θ , и потому Γ  не 
является подпространством.

Задача  36 Доказать,  что  ( ) ( )mm xxxxLxxxL ...,,,...,,, 22121 += ,  т.е. 
прибавление к элементу порождающей системы другого ее элемента не изменяет 
линейной оболочки.

Решение. Чтобы доказать, что два множества совпадают, нужно показать, 
что каждый элемент первого множества является элементом второго и, обратно, 
каждый  элемент  второго  множества  является  элементом  первого  множества. 
Пусть

( )mxxxLx ...,,, 21∈ , т.е. ∑
=

=
m

p
pp xcx

1
.

Элемент  x  можно представить в  виде линейной комбинации элементов 
порождающее системы второй оболочки:

( ) ( ) ∑
=

+−++=
m

p
pp xcxccxxcx

3
212211 .

Итак, ( )mxxxxLx ...,,, 221 +∈ .
Обратно:  каждый  элемент  второй  оболочки  есть  линейная  комбинация 

элементов  mxxx ...,,, 21 ,  т.е.  принадлежит  первой  оболочке.  Таким  образом, 
( ) ( )mm xxxxLxxxL ...,,,...,,, 22121 += .

Задача  37 Найти  какой-либо  базис  подпространства  L ,  заданного 
системой уравнений





=−+−
=+++

.0
,0

4321

4321

xxxx
xxxx

Решение. Выбрав в качестве главных неизвестных  21, xx ,  а  свободных - 
43 , xx , решим систему. В результате получим:


















−

+

















 −

=


















−
−

=

1
0
1
0

0
1
0
1

43

4

3

4

3

xx

x
x
x
x

x .

Фундаментальную  систему  решений  рассматриваемой  однородной 
системы  линейных  уравнений  составляют  столбцы  T)0,1,0,1(− ,  ( )T1,0,1,0 − а 
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базис  линейного  пространства  –  векторы,  которые  в  заданном  базисе  имеют 
указанные столбцы координат.

Задача 38 Найти базис пересечения подпространств
),2,( 311 aaaL −=  и ( )321 ,, bbbL = ,

где
Ta )1,1,1,1(1 = , ( )Ta 1,1,1,12 −−= , Ta )1,1,1,1(3 −−=  и

Tb )1,1,1,1(1 −−= , Tb )0,0,2,2(2 −= , Tb )1,1,1,3(3 −= .
Решение.  I способ.  Подпространство  1L  описывает  параметрическим 

уравнением
332211 atatatx ++= ,

которое в координатной форме имеет вид:











−−=
+−=
−+=
++=

.
,
,
,

3214

3213

3212

3211

tttx
tttx
tttx
tttx

Исключив параметры 321 ,, ttt  придем к общему уравнению
04321 =+−− xxxx

подпространства 1L . Аналогично получаем общее уравнение
04321 =−−− xxxx

подпространства 2L . Общие уравнения подпространств 21 LL ∩  имеют вид:





=−−−
=+−−

.0
,0

4321

4321

xxxx
xxxx

Фундаментальную систему решений этой системы составляют, например, 
векторы

Tx )0,1,0,1(1 = , Tx )1,0,1,0(2 = .
Эти векторы образуют базис подпространства 21 LL ∩ .
II способ. Составим векторное уравнение

332211332211 bbbaaa βββααα ++=++ ,
в подробной записи имеющее вид:


















−

+


















−

+



















−
−

=



















−

−
+



















−
−

+



















1
1
1
3

0
0
2
2

1
1
1
1

1
1
1
1

1
1
1
1

1
1
1
1

321321 βββααα .

Переходя к покоординатным уравнениям, получим однородную систему
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









+=−−
+−=+−

−−−=−+
++=++

31321

31321

321321

321321

,
,2
,32

ββααα
ββααα

βββααα
βββααα

с шестью неизвестными. Ее общее решение таково:










−−=
+=

=
=

.
,

,0
,

321

323

2

11

βββ
ββα

α
βα

Свободных неизвестных два, и фундаментальная система решений состоит 
из двух столбцов

( )T0,1,1,1,0,0 −  и ( )T1,0,1,1,0,1 − .
В этих двух столбцах выбираем первые три компоненты и принимаем в 

качестве значений 321 ,, ααα  в выражении
332211 aaa ααα ++ .

Получаем два вектора



















−

−
==⋅+⋅+⋅=

1
1
1
1

100 33211 aaaax ,



















=+=⋅+⋅+⋅=

0
2
0
2

001 313212 aaaaax ,

составляющих базис подпространства 21 LL ∩ .

Пусть  в  линейном  пространстве  X над  полем  Р  дана  система  векторов 
kaaa ...,,, 21 . Множество всевозможных линейных комбинаций

kk aaa ααα +++ ...2211

этой системы называют линейной оболочкой системы векторов kaaa ...,,, 21 .
Линейная  оболочка  L  системы  векторов  kaaa ...,,, 21  является 

подпространством в X .

Теорема Пусть X – конечномерное линейное пространство и в нем задан 
базис.   Тогда  для  любого  линейного  подпространства  L в  X можно  указать 
такую  однородную  систему  линейных  уравнений  Ах  =  0,  что  множество 
координатных  столбцов  всех  векторов  L будет  совпадать  с  множеством 
решений системы Ах = 0.
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Так как  линейное подпространство  L в базисе  naaa ...,,, 21  описывается 
однородной  системой  линейных  уравнений,  то  это  подпространство  в 
соответствии  с  только  что  доказанным  и  в  базисе  neee ...,,, 21  описывается 
системой линейных уравнений.

Однородную  систему  линейных  уравнений,  описывающую  данное 
линейное  подпространство  L,  называют  общими  уравнениями  этого 
подпространства.

Общие  уравнения  линейного  подпространства  определяются 
неоднозначно:  достаточно  систему  линейных  уравнений  заменить  любой 
эквивалентной  системой,  чтобы  получить  другие  общие  уравнения  того  же 
линейного подпространства.

Если  подпространство  задано  общими уравнениями,  то  для  построения 
базиса  этого  подпространства  следует  построить  фундаментальную  систему 
решений для общих уравнений подпространства.

Если  kaaa ...,,, 21  –  базис  линейного  подпространства  L в  линейном 
пространстве X, то L можно задать уравнением

nnatatatx +++= ...2211 ,   (1.9)
которое  называют  параметрическим  уравнением  подпространства  L в 
векторной форме.

Систему 










+++=

+++=
+++=

....
.......................................

,...
,...

2211

22221212

12121111

knknnn

kk

kk

tatatax

tatatax
tatatax

называют  параметрическими  уравнениями  подпространства  L в 
координатной форме. 

Например,  найдем  базис  и  размерность  подпространства  линейной 
однородной системы уравнений

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )










=+++
=+++
=+++
=+++

.0432141
,0343231
,022321
,0432

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

Решение. Ранг матрицы
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

















1432141
3413231
223121
4321

равен 1 поскольку все миноры матрицы, кроме миноров первого порядка, равны 
нулю.  Число  неизвестных  равно  4;  поэтому  размерность  подпространства 
решений 314 =−=−= rnk , т. е. это подпространство является трехмерным. Так 
как 1=r , то из этой системы достаточно взять какое-нибудь одно уравнение.

Возьмем первое уравнение системы и запишем его в виде 
4321 432 xxxx −−−= .

Если  0,0,1 432 === xxx ,  то  21 −=x ;  если  0,1,0 432 === xxx ,  31 −=x ; 
если  1,0,0 432 === xxx ,  то  41 −=x .  Итак,  мы получили линейно независимые 
векторы  )0;0;1;2(1 −=f ,  )0;1;0;3(2 −=f ,  )1;0;0;4(3 −=f ,  которые  образуют 
базис трехмерного подпространства решений данной системы.

Например, найдем базис суммы 21 LL +  подпространств 3211 ,, aaaL =  и 
3212 ,, bbbL = , если

Ta )1,1,1,1(1 = , Ta )1,1,1,1(2 −−= , ( )Ta 1,1,1,13 −−= ,
Tb )1,1,1,1(1 −−= , Tb )0,0,2,2(2 −= , ( )Tb 1,1,1,33 −= .

Решение. Составим матрицу

( )


















−−
−−

−−−−
=

101111
101111
121111
321111

,,,,, 321321 bbbaaa .

Проводя  элементарные  преобразования  строк  матрицы,  приведем  ее  к 
ступенчатому виду:



















−−−
−

−−−−

444000
002200
222020
321111

.

Видим, что ранг матрицы равен четырем, а один из ее базисных миноров 
располагается на векторах  1321 ,,, baaa . Следовательно, эти векторы составляют 
базис суммы 21 LL + .
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1.8 Задачи для самостоятельного решения

1  Заданы  координаты  векторов  a  и  b  в  некотором  базисе.  Найти 
координаты вектора c  в этом же базисе.

а) ( )132 −;;a , ( )210 ;;b , bac 32 += ;
б) ( )4150 ;;; −a , ( )1027 −;;;b , bac −= .
Ответ. а) ( )494 ,,с ; б) ( )5177 ,,, −−c .

2 Даны векторы 212 eea −= ,  21 3eeb += , где  21 ee ,  - базис. Доказать, что 
векторы a , b  образуют базис. Найдите координаты вектора 21 23 eec −=  в базисе 
a , b .

Ответ. ( )71711 −;с .

3 Выяснить,  являются  ли  линейно  зависимыми  векторы,  заданные 
координатами в некотором базисе:

а) ( )1121 −,,a , ( )0262 ,,−a , ( )2423 ,, −a ;
б) ( )10111 ,,,−a , ( )01322 ,,, −a , ( )10043 −,,,a .
Ответ. а) нет; б) да.

4 Выяснить,  является  ли  вектор  4a  линейной  комбинацией  остальных 
векторов:

а) ( )0121 ,,−a , ( )1132 ,, −a , ( )2023 −,,a , ( )1114 ,,a ;
б) ( )1111 ,,a , ( )2222 ,,a , ( )1103 ,, −a , ( )3124 ,,−a .
Ответ. а) да; б) да.

5 Даны векторы  baaa ,,, 321  в некотором базисе. Найти все значения  λ , 
при которых вектор b  линейно выражается через векторы 321 aaa ,, :

а) ( )0321 ,,a , ( )03612 ,,a , ( )0213 ,,−a , ( )50 ,, λb ;
б) ( )4211 ,,a , ( )5122 ,,a , ( )5133 ,, −a , ( )λλ ,,1b .
Ответ. а) при любом λ ; б) ни при каком λ .

6 Найти матрицу перехода от базиса 4321 eeee ,,,  к базису 2143 eeee ,,, .

Ответ. 



















0010
0001
1000
0100

.
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7 Является  ли  данная  матрица  матрицей  перехода  от  одного  базиса  к 
другому:

а) 
















−
−

−

151
312
241

; б) 
















−

−

400
290
713

.

Ответ. а) нет; б) да.

8 Дана  матрица  















−

−

645
012
001

 перехода  от  базиса  321 eee ,,  к  базису 

321 eee ′′′ ,, .  Найти  координаты  2e′  в  базисе  321 eee ,,  и  координаты  1e′  в  базисе 
321 eee ′′′ ,, .
Ответ. ( )4102 ,, −′e , ( )613211 ,, −−′e .

9 Найти  матрицу  перехода  от  базиса  21 ee ,  к  базису  21 ee ′′ , ,  если 
211 23 eee −=′ , 212 eee −=′ .

Ответ. 





−− 12

13
.

10 По координатам вектора  x  в  базисе  21 ee ,  найти  его координаты в 
базисе 21 ee ′′ , :

а) 21 23 eex −= , 211 35 eee +=′ , 212 eee +=′ ;
б) 21 52 eex −= , 211 43 eee −=′ , 212 eee −=′ .
Ответ. а) ( )21925 −;x ; б) ( )73,−x .

11 Показать, что данная система векторов naa ,,1  образует базис, и найти 
координаты вектора d  в этом базисе:

а) ( )211 ,a , ( )412 ,−a , ( )73 −,d ;
б) ( )3211 ,,a , ( )0412 ,,−a , ( )0013 ,,a , ( )625 −,,d .
Ответ. а) ( )61365 −;d ; б) ( )217232 ;,−d .
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Глава 2 Евклидово и унитарное пространство

Линейное пространство R  называется евклидовым, если имеется правило, 
которое  позволяет  для  каждых  двух  векторов  x  и  y  из  R  построить 
действительное число, называемое скалярным произведением векторов x  и y  и 
обозначаемое ),( yx , причем это правило удовлетворяет следующим условиям:

10 ),(),( xyyx = ;
20 ),(),(),( zyzxzyx +=+ ;
30 ),(),( yxyx λλ =  для любого действительного числа λ ;
40 0),( >xx  для всех 0≠x .
Из условий 10 – 40 следует, что:
а) ( ) ),(),(, xzxyxzy +=+ ;
б) ),(),( yxyx λλ = ;
в) ( ) 0,0 =x  для любого вектора x .
Скалярное  произведение  любого  вектора  Rx ∈  на  себя  называется 

скалярным квадратом вектора x .
Длиной  вектора  x  в  евклидовом  пространстве  называется  квадратный 

корень из скалярного квадрата этого вектора, т.е.
),( xxx = .

Если  λ  -  любое  действительное  число,  а  x  -  любой вектор  евклидова 
пространства, то xx ⋅= λλ

Вектор, длина которого равна единице, называется нормированным. Если 

Rx ∈  -  нулевой  вектор,  то  нетрудно  видеть,  что  x
x

 является  нормированным 

вектором.
Для любых двух векторов x  и y  в евклидовом пространстве выполняется 

неравенство
( ) ( ) ),(,, 2 yyxxyx ≤ ,

называемое неравенством Коши-Буняковского.
Равенство  ( ) ( ) ),(,, 2 yyxxyx =  имеет  место  тогда  и  только  тогда,  когда 

векторы x  и y  линейно зависимы.
Из неравенства Коши-Буняковского следует, что

( ) 1,1 ≤
⋅

≤−
yx
yx

.

Угол ϕ , определяемый равенством
( )

yx
yx

⋅
= ,cosϕ

и принадлежащий отрезку  [ ]π,0 ,  называется  углом между векторами x  и  y . 
Если x  и y  - ненулевые векторы, а 2πϕ = , то ( ) 0, =yx . В этом случае говорят, 
что векторы x  и y  ортогональны, и пишут yx ⊥ .
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Для произвольных векторов  x  и  y  евклидова пространства имеют место 
следующие важные соотношения:

1 yxyx +≤+  (неравенство треугольника).
2 Пусть ϕ  - угол между векторами x  и y , тогда

ϕcos2222 yxyxyx ⋅−+=−
(теорема косинусов). Если yx ⊥ , то получается равенство

222 yxyx +=− .
Заменяя в последнем равенстве y  на y− , получаем

222 yxyx +=+
(теорема Пифагора).

Задача 1 Доказать,  что для любого элемента  x  евклидова пространства 
справедливо равенство ( ) 0, =xθ .

Решение. Для любого элемента x  имеем
θ=⋅ x0 .

Используя это равенство и аксиому 30 скалярного произведения, получаем
( ) 0),(0),0(, =⋅=⋅= xxxxxθ .

Задача  2 Доказать,  что  в  евклидовом  пространстве  2P  многочленов  с 
действительными  коэффициентами  степени,  не  превосходящей  2,  скалярное 
произведение можно ввести по формуле

)1()1()0()0()1()1(),( gfgfgfgf ++−−= .
Решение.  Для  доказательства  утверждения  нужно  проверить 

выполнимость четырех аксиом скалярного произведения.
10 ( )fggf ,),( =  в силу коммутативности умножения чисел.
20 Проверим, что ( ) ( ) ( )ggfgf ,,, ϕϕ +=+ . Имеем
( ) [ ] [ ] +++−−+−=+ )0()0()0()1()1()1(, gfgfgf ϕϕϕ

[ ] [ ] +++−−=++ )1()1()0()0()1()1()1()1()1( gfgfgfgf ϕ
[ ] ),(),()1()1()0()0()1()1( ggfggg ϕϕϕϕ +=++−−+ .

30 Проверим, что ( ) ),(, gfgf αα = , где α  - число. Находим
( ) =++−−= )1()1()0()0()1()1(, gfgfgfgf αααα

[ ] ( )gfgfgfgf ,)1()1()0()0()1()1( αα =++−−= .
40 Для любого многочлена )(xf  справедливо неравенство
( ) 0)1()0()1(, 222 ≥++−= fffff .
Покажем, что если ( ) 0, =ff , то θ=f . Пусть ( ) 0, =ff , т.е.

0)1()0()1( 222 =++− fff .
Отсюда получаем

0)1()0()1( ===− fff .

3



Так как степень многочлена )(xf  не превосходит 2, то число корней этого 
многочлена  не  может  быть  более  чем  2.  Следовательно,  0)0( ≡f ,  т.е.  )(xf  - 
нулевой элемент пространства 2P .

Таким  образом,  по  указанной  формуле  можно  ввести  скалярное 
произведение в пространстве 2P .

Задача 3 Задано линейное пространство,  n -мерных векторов при  4=n . 
Определить угол между векторами )2;2;1;4(=x  и )9;3;3;1( −=y .

Решение. 544116),( =+++== xxx ;
1081891),( =+++== yyy ;

( ) 518634, −=−++=yx ;
( ) 1,0

105
5,cos −=

⋅
−=

⋅
=

yx
yxϕ ;

51174)1,0arccos( ′°=−=ϕ .

Задача 4 Пусть 2P  - евклидово пространство, рассмотренное в задаче 2.
а)  Вычислить  нормы многочленов  21)( xxxf +−=  и  xxg += 1)(  и  угол 

между ними.
б)  Написать  выражение  скалярного  произведения  двух  произвольных 

элементов пространства 2P  через их координаты в базисе 10 =p , xp =1 , 2
2 xp = .

Решение. а) Вычислим значения )(xf  и )(xg  в точках 1−=x , 0=x , 1=x :
3)1( =−f , 1)0( =f , 1)1( =f , 0)1( =−g , 1)0( =g , 2)1( =g .

По формуле скалярного произведения
)1()1()0()0()1()1(),( gfgfgfgf ⋅+⋅+−⋅−=  находим

3211103),( =⋅+⋅+⋅=gf , 11113),( 122 =++=ff ,
5210),( 222 =++=gg .

Вычислим теперь нормы элементов f  и g  и угол между ними:

11),( == fff , 5=g , 55
3),(cos =

⋅
=

gf
gfϕ ,

откуда 
55
3arccos=ϕ .

б) Найдем выражение скалярного произведения произвольных элементов 
)(xf  и )(xg  через их координаты в базисе: 10 =p , xp =1 , 2

2 xp = .
Пусть

2
210)( xcxccxf ++= , 2

210)( xdxddxg ++= ;
тогда

∑
=

=
2

1i
ii pcf , ∑

=
=

2

1j
jj pdg
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и скалярное произведение элементов f  и g  можно записать в виде

∑
=

=
2

0,
),(

ji
jiij dcagf ,

где ( )jiij ppa ,= . Находим коэффициенты ija :
( ) 3, 0000 == ppa , ( ) 2, 1111 == ppa , ( ) 2, 2222 == ppa ,

( ) 0, 101001 === ppaa , ( ) 2202002 === ppaa , ,
( ) 0, 212112 === ppaa .

Таким  образом,  скалярное  произведение  элементов  )(xf  и  )(xg  через 
координаты этих элементов в базисе 10 =p , xp =1 , 2

2 xp =  выражается так:
0220221100 22223),( dcdcdcdcdcgf ++++= .

Задача  5 Дано  линейное  пространство,  векторами  которого  являются 
всевозможные системы, состоящие из n  положительных чисел:

)...,,,( 21 nxxxx = , )...,,,( 21 nyyyy = , )...,,,( 21 nzzzz = , ….
Сложение  векторов  и  умножение  вектора  на  число  определены 

равенствами
)...,,,( 2211 nn yxyxyxyx =+ , )...,,;( 21

λλλλ nxxxx = .
Будет  ли  это  пространство  евклидовым,  если  определить  скалярное 

произведение равенством
( ) nn yxyxyxyx lnln...lnlnlnln, 2211 +++= ?
Решение. Проверим выполнение условий 10 – 40.
10 ( ) nn yxyxyxyx lnln...lnlnlnln, 2211 +++= ,
( ) nn xyxyxyxy lnln...lnlnlnln, 2211 +++= ,
т.е. ),(),( xyyx = .
20 Так как ( )nn zyzyzyzy ...,,, 2211=+ , то
( ) ( ) ( ) ( ) =+++=+ nnn zyxzyxzyxzyx lnln...lnlnlnln, 222111  

+++++= 112211 lnlnlnln...lnlnlnln zxyxyxyx nn
),(),(lnln...lnln 22 zxyxzxzx nn +=+++ .

30 Так как )...,,;( 21
λλλλ nxxxx = , то

=+++= nn yxyxyxx lnln...lnlnlnln 2211
λλλλ

( ) ( )yxyxyxyx nn ,lnln...lnlnlnln 2211 λλ =+++= .
40 ( ) 0ln...lnln, 2

2
2

1
2 ≥+++= nxxxxx .

Следовательно, рассматриваемое пространство является евклидовым.

Задача 6 Дано линейное пространство – множество всевозможных систем 
действительных чисел )...,,,( 21 nxxxx = ,  )...,,,( 21 nyyyy = ,  )...,,,( 21 nzzzz = , …. 
Сумма двух любых элементов которого определяется равенством

)yx...,,yx,yx()y...,,y,y()x...,,x,x( nnnn +++=+ 22112121 ,
а произведение любого элемента на число
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)...,,,( 21 nxxxx λλλλ =
Можно  ли  скалярное  произведение  двух  произвольных  векторов 

)...,,,( 21 nxxxx =  и )...,,,( 21 nyyyy =  определить равенством
nn yxyxyxyx +++= ...),( 2211

(для того чтобы это пространство стало евклидовым)?
Решение. Проверим выполнение условий 10 – 40.
10 Так как ( ) nn xyxyxyxy +++= ..., 2211 , то ),(),( xyyx = .
20 Пусть )...,,,( 21 nzzzz = . Тогда

( )nn zyzyzyzy +++=+ ...,;; 2211
и

( ) =+++++=+ nnnn zxyxzxyxzxyxzyx ..., 22221111
( ) ( ) ),(),(...... 22112211 zxyxzxzxzxyxyxyx nnnn +=+++++++= .

30 ( ) ( ) ),(......, 22112211 yxyxyxyxyxyxyxyx nnnn λλλλλλ =+++=+++= .
40 ( ) 0..., 22

2
2
1 ≠+++= nxxxxx ,  если  хотя  бы  одно  из  чисел  nxxx ...,,, 21  

отлично от нуля.
Значит, в заданном пространстве с помощью указанного равенства можно 

определить скалярное произведение по формуле
( ) nn yxyxyxyx +++= ..., 2211

и тогда пространство будет евклидовым.

Задача 7 а) Доказать теорему Пифагора в евклидовом пространстве: если
( ) 0, =yx , то 222 yxyx +=+ .
б) Доказать обратную теорему: если

222 yxyx +=+ , то ( ) 0, =yx .
Решение. Вычислим квадрат нормы элемента yx + :

( ) ( ) =++=++=+ ),(),(2,,2 yyyxxxyxyxyx
22 ),(2 yyxx ++= .

Отсюда следует:
а) если ( ) 0, =yx , то 222 yxyx +=+ ;

б) обратно, если 222 yxyx +=+ , то ( ) 0, =yx .

2.1 Ортогональность элементов. Ортонормированный базис. 
Ортогонализация базисных элементов

Элементы в евклидовом пространстве называются ортогональными, если 
их скалярное произведение равно нулю.

Система элементов ( )
kpx  называется ортогональной, если
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( ) 0, =mp xx , mp ≠ , kmp ,1, = .   (2.1)
Система  элементов  ( )

kpx  называется  ортонормированной,  если 
выполняется 

( ) 0=mp xx , , mp = , 1=px   (2.2)

для любых kmp ,, 1= .
Теорема 1 Любая ортогональная система ненулевых элементов евклидова 

пространства является линейно зависимой.
Теорема 2 В евклидовом пространстве существует ортонормированный 

базис.
Если  ( ) nke - ортонормированный базис, то, как следует из формул (2.1) и 

(2.2), для любых элементов yx, , имеющих в этом базисе координаты
nk

e xX = ,
nk

e yY = ,

скалярное произведение вычисляется по формуле
e

T
e

nn YXyxyxyxyx =+++= ...),( 2211 .   (2.3)
Из соотношений (2.2) и (2.3) следует справедливость обратной  теоремы: 

если в евклидовом пространстве для любых элементов yx,  с координатами 
nkx

,  
nky  в базисе  ( ) nke  скалярное произведение вычисляется по формуле (2.3), то 

( ) nke  - ортонормированный базис.
Пусть  ( )

kpx  -  система  линейно  независимых  элементов  в  евклидовом 
пространстве  тε .  Рассмотрим  подпространство  ( )kxxxL ...,,, 21 ,  в  котором 
система  ( )

kpx  является  базисом.  Процесс  ортогонализации  системы элементов 
( )

kpx ,  позволяющий  построить  в  ( )kxxxL ...,,, 21  ортогональный  базис  ( )
kpe , 

описывается формулами
11 xe = , m

m
ppp eaxe −= , 1,1 −= pm , kp ,2= ,   (2.4)

где
( ) ( )mmmp

m
p e,e:e,xa = .   (2.5)

Отметим, что получающиеся при этом элементы ne...,,e,e 21  - ненулевые.

Задача 8 Задано евклидово пространство, рассмотренное в задаче 6, при 
6=n . Проверить справедливость теоремы Пифагора для ортогональных векторов

)0;2;0;2;0;1(=x  и )2;0;3;0;6;0(=y .
Решение. Имеем

3040401 =+++++=x , 74090360 =+++++=y .

Следовательно, 5849922 =+=+ yx .
Далее,

( )2;2;3;2;6;1=+ yx ; 584494361 =+++++=+ yx ;
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582 =+ yx ..

Итак, 222 yxyx +=+ .

Задача 9 При каких значениях α  и β  базис, образованный векторами

3211 3
1

3
eeee βαα +−+=′ , 3212 33

1 eeee αβα ++−=′ , 3212 3
1

3
eeee ααβ −++=′ ,

является ортонормированным?
Решение.  Из  условий  1=′ie ,  ( ) 0=′′ ki e,e  (при  ki ≠ )  получим  систему 

уравнений





=+−+−
=+−+

.03)1(3)1(
,99)1( 222

α ββααα
βαα

Из последнего уравнения находим

3
)1( −−= ααβ .

Подставив это значение β  в первое уравнение, имеем
9)1()1( 2222 =−+−+ αααα ;
9)1()1(21 22 =−+−− αααα ;

( ) 91
22 =+− αα .

Так как 01 2 >+− αα  при действительных значениях α , то 31 2 =+− αα , 
т.е. 022 =−− αα . Следовательно,

11 −=α , 22 =α , 321 −=β , 322 =β .
Итак, получаем два ортонормированных базиса:

321
1

1 3
2

3
2

3
1 eeee )( −+−= , 321

1
2 3

1
3
2

3
2 eeee )( −−= ,

321
1

3 3
2

3
1

3
2 eeee )( +−−= .

321
2

1 3
2

3
1

3
2 eeee )( +−= , 321

2
2 3

2
3
2

3
1 eeee )( ++−= , 321

2
3 3

1
3
2

3
2 eeee )( −+= .

Задача 10 При каком значении λ  базис, образованный векторами
43211 eeeeg +++= λ , 43212 eeeeg +++= λ ,
43213 eeeeg +++= λ , 43214 eeeeg λ+++= ,

является ортогональным? Нормировать этот базис.
Решение. Из условия ( ) 0=ki e,e  (при ki ≠ ) получаем уравнение

011 =+++ λλ .
Следовательно, 1−=λ  и

43211 eeeeg +++−= , 43212 eeeeg ++−= ,
43213 eeeeg +−+= , 43214 eeeeg −++= ,
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21111 =+++=ig .
Таким образом, векторы

)eeee(,e 43211 50 +++−=′ , )eeee(,e 43212 50 ++−+=′ ,
)eeee(,e 43213 50 +−+=′ , )eeee(,e 43214 50 −++=′

образуют ортонормированный базис.

Задача 11 В пространстве  2P  многочленов степени, не превосходящей 2, 
введено скалярное произведение по формуле

( ) )1()1()0()0()1()1(, gfgfgfgf ++−−= .
Построить ортонормированный базис в этом евклидовом пространстве.
Решение. Выберем в  2P  произвольный базис, например  1−= k

k xy  ( 1−k  - 
показатель  степени),  3,2,1=k .  Пользуясь  формулами  (4)  и  (5),  построим 
ортогональный базис ( ) 3kg . Положим

11 yg = ,

1
1
222 gayg −= ,

2
2
31

1
333 gagayg −−= .

По формулам (2.5) находим
( ) ( )1112

1
2 g,g:g,ya = ,

( ) ( )1113
1
3 ,:, gggya = ,

( ) ( )2223
2
3 g,g:g,ya = .

Вычислим коэффициенты  1
ma  ( 3,2=m )  с  помощью заданной в  условии 

формулы:
( ) ( ) 011101)1(,, 1212 =⋅+⋅+⋅−== yygy ,
( ) 211101)1(, 222

13 =⋅+⋅+⋅−=gy ,
( ) 3111111, 11 =⋅+⋅+⋅=gg .
Значит, 01

2 =a  и поэтому xyg == 22 . Кроме того, 321
3 =a . Далее, имеем

( ) ( ) 011001)1(, 222
23 =⋅+⋅+−⋅−=gy .

Следовательно, 03
3 =a  и

3
2

3
2 2

133 −=−= xyyg .

Таким образом, построен ортогональный базис:

11 =g , xg =2 ,
3
22

3 −= xg .

Нормируя элементы ( ) 3kg , получим ортонормированный базис  ( ) 3ke . Так 
как

( ) 3, 11 =gg , ( ) 2, 22 =gg , ( ) 32, 33 =gg ,
то
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3
1

1

1
1 ==

g
ge , 22

2
2

x
g
ge == ,

3
2

2
3 2

3 −= xe .

Задача  12 Элементы  4321 ,,, xxxx  евклидова  пространства  5ε  имеют 
следующие разложения по ортонормированному базису 54321 ,,,, eeeee :

54311 2eeeex +−+= , 54312 2eeeex −−+= ,
313 3eex += , 5434 62 eeex ++= ;

),,,( 4321 xxxxLL =  - линейная оболочка данных элементов.
Требуется:
а) построить ортонормированный базис линейной оболочки L ;
б) дополнить этот базис до ортонормированного базиса       пространства 

5ε .
Решение.
а) Из координат элементов 4321 ,,, xxxx  в данном базисе составим столбцы























−
=

2
1
1
0
1

1X ,























−
−

=

2
1
1
0
1

2X ,























=

0
0
3
0
1

3X ,























=

6
1
2
0
0

4X

и рассмотрим матрицу А из этих столбцов























−
−−

=

6022
1011
2311
0000
0111

A .

Вычислим ее ранг. Нетрудно проверить, что 3214 2 XXXX +−= . Поэтому 
последний столбец можно удалить из матрицы A , не изменив при этом ее ранга. 
Выделенный  рамкой  минор  третьего  порядка  отличен  от  нуля,  т.  е.  является 
базисным минором матрицы. Отсюда следует, что столбцы  321 ,, XXX  линейно 
независимы и, значит, элементы 321 ,, xxx  образуют базис линейной оболочки L.

К  этому  базису  применим  процедуру  ортогонализации.  Используя 
формулу (1), получаем (новые базисные элементы обозначим 321 ,, yyy )

11 xy = 11222 yaxy −= , 22311333 yayaxy −−= .
Коэффициенты ija  определяем последовательно.

( )
7
1,),( 1

111212 −=⋅= −yyyxa .

Итак,
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543111 2eeeexy +−+== , ( )5431122 3222
7
4

7
1 eeeeyxy −−+=+= .

Далее имеем

( )
7
4,),( 1

111313 −=⋅= −yyyxa , ( )
3
2,),( 1

222323 =⋅= −yyyxa .

Поэтому

( )4312133 45
3
1

3
2

7
4 eeeyyxу ++−=−−= .

Построенные  элементы  321 ,, yyy  образуют  ортогональный  базис  в  L. 
Разделив каждый элемент на его норму, получим ортонормированный базис в L :

( )5431
1

1
1 2

7
1 eeee

y
yg +−+== ,

( )5431
2

2
2 3222

21
1 eeee

y
yg −−+== ,

( )431
3

3
3 45

42
1 eee

y
yg ++−== .

б) Займемся теперь дополнением базиса 321 ,, ggg  до ортонормированного 
базиса пространства 5ε . С этой целью найдем такие элементы

∑
=

=
n

i
iiexx

1

пространства 5ε , которые ортогональны элементам 321 ,, ggg , т.е. удовлетворяют 
условиям

( ) 0, =igx , 3,2,1=i .
Эти условия дают однородную систему линейных уравнений относительно 

неизвестных координат 51 ...,, xx  элемента x







=++−
=−−+
=+−+

.045
,03222
,02

431

5431

5431

xxx
xxxx
xxxx

Так  как  ранг  матрицы  системы  равен  3,  то  размерность  пространства 
решений  235 =− , т.е. фундаментальная совокупность решений состоит из двух 
решений. Для нахождения фундаментальной совокупности решений перепишем 
систему в виде







=+
−=−−
−=+−

.45
,2322
,2

143

1543

1543

xxx
xxxx
xxxx

Полагая  сначала  0,3 21 == xx ,  получаем  0,2,1 543 ==−= xxx ;  полагая 
затем  1,0 21 == xx ,  находим  0543 === xxx .  Таким  образом,  фундаментальная 
совокупность решений состоит из двух линейно независимых решений
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





















−=

0
2
1
0
3

4X и























=

0
0
0
1
0

5X ,

которым соответствуют линейно независимые элементы
4314 23 eeex +−= и 25 ex = ,

ортогональные  к  элементам  321 ,, ggg .  Более  того,  элементы  4x  и  5x  
ортогональны, так как ( ) 0, 54 =xx .

Разделим 4x  на его норму:

( )431
4

4
4 23

14
1 eee

x
xg +−== ,

и  положим  255 exg == .  Элементы  51 ...,, gg  образуют  искомый 
ортонормированный базис в пространстве 5ε .

2.2 Ортогональные и унитарные матрицы

Ортогональные матрицы

Пусть nee ...,,1  и nff ...,,1  - два ортонормированных базиса в евклидовом 
пространстве  nε ,  и  пусть  ( )ijqQ =  -  матрица  перехода  от  первого  базиса  ко 
второму, т.е. имеет место равенство

eQf = ,   (2.6)
где  ( )neeee ...,,, 21=  и  ( )nffff ...,,, 21=  -  строки,  составленные  из  базисных 
элементов.

Матрица Q , т.е. матрица перехода от одного ортонормированного базиса к 
другому,  называется  ортогональной матрицей.  Если  взять  произвольный 
ортонормированный  базис  и  с  помощью  ортогональной  матрицы  перейти  по 
формуле (2.6) к новому базису, то новый базис будет также ортогональным, т.е. 
ортогональная  матрица  переводит  любой  ортонормированный  базис  в 
ортонормированный базис.

Свойства ортогональных матриц

10 ij

n

k
kjkiqq δ=∑

= 1
, где ijδ  - символ Кронекера.

Это свойство означает,  что  любые два столбца  iQ  и  jQ  ортогональной 
матрицы,  рассматриваемые  как  элементы  евклидова  пространства  nT , 
ортогональны:
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( ) 0, =ji QQ  при ji ≠ ,
а скалярный квадрат любого столбца ортогональной матрицы равен 1:

( ) 1, =ii QQ .
Таким же свойством обладают строки ортогональной матрицы:

ij

n

k
kjkiqq δ=∑

= 1
.

20 TQQ =− 1  ( IQQT = , IQQT = , где I  - единичная матрица).
30 1det =Q .
40 Элемент  ijq  ортогональной  матрицы  равен  косинусу  угла  между 

базисными элементами ie  и jf .
Свойства  10 и  20 являются  характеристическими свойствами 

ортогональных матриц. 

Унитарные матрицы

При рассмотрении комплексных евклидовых (т.е. унитарных) пространств 
аналогом  ортогональных  матриц  выступают  унитарные  матрицы.  Унитарная 
матрица  ( )ijuU =  - это матрица перехода от одного ортонормированного базиса, 
скажем  nee ...,,1  к  другому ортонормированному базису  nff ...,,1  в  унитарном 
пространстве nE , т.е. 

eUf = .
где f  и e  - строки, составленные из базисных элементов.

Свойства унитарных матриц.

10 ij

n

k
kjki uu δ=∑

= 1
 (символ Кронекера), т.е.  скалярное произведение любых 

двух  столбцов  iU  и  jU  унитарной  матрицы,  рассматриваемых  как  элементы 
пространства *

nT , равно нулю при ji ≠  и равно 1 при ji = . Таким же свойством 
обладают строки унитарной матрицы.

20 TUU =− 1 , где TU  - матрица, которая получается из матрицы U  путем 
транспонирования и замены всех элементов на комплексно сопряженные (индекс 
T  означает транспонирование, а черта – комплексное сопряжение). Матрица TU  
называется эрмитово сопряженной по отношению к матрице U  и обозначается 

*U . Таким образом, свойство 2) можно записать так:
*1 UU =− ,

или, в эквивалентных формах:
IUU =* или IUU =* ,

где  I  -  единичная  матрица.  Матрица  1−U ,  т.е.  матрица  *U ,  также  является 
унитарной.
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30 1det =U .
Аналогично  ортогональным  матрицам  свойства  1)  и  2)  являются 

характеристическими свойствами унитарных матриц.

Задача 13 Доказать,  что если  Q  -  ортогональная  22 × -матрица,  то она 
представима либо в виде






 −
=

ϕϕ
ϕϕ

cossin
sincos

Q ,   (2.7)

либо в виде







−

=
ϕϕ
ϕϕ

cossin
sincos

Q .   (2.8)

Дать геометрическую интерпретацию матрицы Q  в каждом случае.
Решение. Запишем матрицу Q  в виде







=

2221

1211

qq
qq

Q .

Согласно свойству 10 сумма квадратов элементов каждого столбца равна 1, 
а сумма произведений соответствующих элементов первого и второго столбцов 
равна нулю. Это дает три равенства:

12
21

2
11 =+ qq , 12

22
2
12 =+ qq , 022211211 =⋅+⋅ qqqq .   (2.9)

Учитывая первые два равенства, положим
ϕcos11 =q , ϕsin21 =q , ψcos12 =q , ψsin22 =q ,

где  ϕ  и  ψ  -  пока произвольные числа.  Тогда первое и второе равенства (2.9) 
выполняются, а третье равенство можно записать в виде

( ) 0cos =− ϕψ .
Это равенство позволяет установить связь между ϕ  и ψ . Без ограничения 

общности можно считать, что ϕ  и ψ  принадлежат промежутку [ ]π2,0 . Поэтому 
из равенства ( ) 0cos =− ϕψ  следует, что

2
πϕψ ±=− или

2
3πϕψ ±=− .

Если 

2
πϕψ =− или

2
3πϕψ −=− ,

то
ϕψ sincos −= , ϕψ cossin = ,

и мы получаем представление матрицы Q  в виде (2.7). Если же

2
πϕψ −=− или

2
3πϕψ =− ,

то
ϕψ sincos = , ϕψ cossin −= ,

и матрица Q  имеет вид (2.8).
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Итак, любая ортогональная  22 × -матрица представима либо в виде (7) (в 
этом случае 1det =Q ), либо в виде (2.8) (в этом случае 1det −=Q ).

Задача 14 Дана матрица








⋅−⋅
⋅⋅= −+ )( 1323

21

cossin
sincos

ϕϕϕϕ

ϕϕ

ϕϕ
ϕϕ

ii

ii

ee
eeU ,

где 32, ,1 ϕϕϕ  - произвольные вещественные числа и [ ]2,0 πϕ ∈ ..
Доказать, что U  - унитарная матрица и вычислить обратную к ней матрицу 

1−U .
Решение.  Матрица  U  является  унитарной,  если  она  обладает 

характеристическим свойством 1), т.е.

ij
k

kjki uu δ=∑
=

2

1
. (2.10)

Проверим выполнение равенства (2.10). При 1== ji  получаем

=⋅⋅⋅+⋅⋅⋅= −−

=
∑ 3311 sinsincoscos
2

1
11

ϕϕϕϕ ϕϕϕϕ iiii

k
kk eeeeuu

1sincos 22 =+= ϕϕ .
Аналогично, при 2== ji  имеем

1
2

1
22 =∑

=k
kk uu .

Наконец, при 2,1 == ji  находим
( )( ) =⋅−⋅⋅+⋅⋅⋅= −+−−

=
∑ 132321 cossinsincos
2

1
21

ϕϕϕϕϕϕ ϕϕϕϕ iiii

k
kk eeeeuu

( ) ( ) 0cossinsincos 1221 =⋅⋅−⋅⋅= −−− ϕϕϕϕ ϕϕϕϕ ii ee .
Итак, матрица U  обладает свойством 1) и, следовательно,  U  - унитарная 

матрица. Для вычисления обратной матрицы воспользуемся формулой TUU =− 1 :








⋅−⋅
⋅⋅= −−−

−−
−

)(
1

3212

31

cossin
sincos

ϕϕϕϕ

ϕϕ

ϕϕ
ϕϕ

ii

ii

ee
eeU .

2.3 Задачи для самостоятельного решения

1 Даны  векторы  евклидова  пространства  nΕ .  Найти  длины  векторов, 
скалярное произведение векторов и угол ϕ  между ними:

а) ),,( 321 −a , ( )403 −,,b ;
б) ),,,( 2031 −a , ( )01250 ,,, −b .
Ответ. а) 14=a , 5=b , ( ) 9−=ba , , ( )1459−= arccosϕ ;

     б) 14=a , 13=b , ( ) 15−=ba , , ( )141315−= arccosϕ .
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2 Являются ли ортогональными в евклидовом пространстве 3Ε  следующие 
системы векторов:

а) ( )110 ;; , ( )310 ;; − ; б) ( )001 ;; , ( )020 ;; , ( )300 ;; ?
Ответ. а) нет; б) да.

3 В  евклидовом  пространстве  3Ε  по  данному  базису  построить 
ортонормированный базис:

а) ( )3211 ,,g = , ( )0202 ,,g = , ( )3003 ,,g = ;
б) ),,(g 0011 = , ( )1102 −= ,,g , ),,(g 1113 = .
Ответ.  а)  ( )143142141 ;; ,  ( )353355351 −− ;; , 

( )1010103 ;;− ;
     б) ( )001 ;; , ( )21210 −;; , ( )21210 ;; .

4 Даны векторы  54321 eeeee ,,,, ,  образующие ортонормированный базис. 
Найти ( )yx , , и x , y , если:

а) 521 2 eeex +−= , 5432 23 eeeey +−+= ;
б) 321 332 eeex −+= , 35 2eey −= ;
в) 4321 435 eeeex ++−= , 4322 eeey +−= .
Ответ. а) ( ) 4−=yx , , 6=x , 15=y ;

     б) ( ) 6=yx , , 22=x , 5=y ;

     в) ( ) 3−=yx , , 51=x , 6=y .

5 Даны векторы  4321 eeee ,,, ,  образующие  ортогональный  базис.  Найти 
угол между векторами x  и y , если:

а) 4321 2 eeeex ++−= , 432 2 eeey −+= , 22 =e , 13 =e , 24 =e ;
б) 3212 eeex +−= , 432 eeey −+= , 21 =e , 33 =e , 23 =e , 24 =e .

Ответ. а) ( )610−arccos ; б) 
2
π

.
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