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Введение 
 

Кинематикой называется раздел механики, в котором изучаются 
геометрические свойства движения точек и тел без учета их инертности 
(массы) и действующих на них сил.  

Впервые термин «кинематика» ввел А. Ампер (1775 – 1836), взяв за 
основу греческое слово κιυηµα, означающее движение. 

Кинематика представляет собою, с одной стороны, введение в 
динамику, так как установление основных кинематических понятий и 
зависимостей необходимо для изучения движения тел с учетом действия сил. 
С другой стороны, методы кинематики имеют и самостоятельное 
практическое значение, например при изучении передач движения в 
механизмах. 

Под механическим движением, понимают изменение положения точки 
или тела в пространстве с течением времени. При этом пространство 
предполагается трехмерным евклидовым. Его свойства во всех точках и 
направлениях одинаковы и не зависят от тел, находящихся в нем, и от их 
движений. Такое пространство называется абсолютным. 

Для определения положения движущейся точки в разные моменты 
времени с телом, по отношению к которому изучается движение, жестко 
связывают какую-нибудь систему координат, образующую вместе с этим 
телом систему отсчета. 

Таким образом, система отсчета включает в себя: 
- систему координат; 
- тело отсчета (начало отсчета); 
- прибор для измерения времени (часы). 
Задачи кинематики: 
- задание движения точки или тела (должен быть известен способ, при 

помощи которого в определенный момент времени t можно однозначно  
определить положение точки или тела в пространстве); 

- определение кинематических характеристик (траектория, скорость и 
ускорение точки, а также угловую скорость и угловое ускорение тела). 

Непрерывная линия, которую описывает движущаяся точка 
относительно данной системы отсчета, называется траекторией точки. Если 
траекторией является прямая линия, движение точки называется прямоли-
нейным, а если кривая — криволинейным. 
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1 Общие сведения  
 

1.1 Способы задания движения точки 
 
Для задания движения точки можно применять один из следующих 

трех способов: векторный, координатный и естественный. 
 
1.1.1 Векторный способ задания движения точки 
Пусть точка М движется по отношению к некоторой системе отсчета 

Оху. Положение этой точки в любой момент времени можно определить, 
задав ее радиус-вектор r ,  проведенный из начала координат О в точку М 
(рисунок 1.1). 

При движении точки М вектор r  будет с течением времени изменяться 
и по модулю, и по направлению. Следовательно, r  является переменным 
вектором (вектором-функцией), зависящим от аргумента t: 

 
( )trr = .      

                       
(1.1) определяет закон движения точки в векторной форме, так как оно 

позволяет в любой момент времени построить соответствующий вектор r  и 
найти положение движущейся точки. 

Аналитически вектор задается его проекциями на координатные оси. В 
прямоугольных декартовых координатах выражение для  r  будет иметь вид: 

 
kzjyixr ⋅+⋅+⋅= , 

 

где  x, y, z – декартовы координаты точки М; 
        kji  ,, - единичные векторы (орты) координатных осей x, y и z 
соответственно. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1.1 – Задание движения точки векторным способом 
 
Вектор r  может быть задан и другими способами, например, его 

модулем и углами с осями координат. 
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1.1.2 Координатный способ задания движения точки 
 
Положение точки можно задать непосредственно ее декартовыми 

координатами x, y, z, изменяющимися в процессе движения точки. Чтобы 
знать закон движения точки, т.е. ее положение в пространстве в любой 
момент времени, надо знать значения координат точки для каждого момента 
времени, т.е. знать зависимости 
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Уравнения (1.3) – уравнения движения точки в прямоугольной системе 
координат. 

Движение точки также можно задать в полярной, цилиндрической и 
сферической системах координат. 

Уравнения движения точки в полярной системе координат имеют вид 
(рисунок 1.2): 
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Рисунок 1.2 – Задание положения точки в полярных координатах 
 
Уравнения движения точки в цилиндрической системе координат 

(рисунок 1.3): 
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Рисунок 1.3 – Задание положения точки в цилиндрических координатах 

 
Уравнения движения точки в сферической системе координат (рисунок 

1.4): 
 

( ),
( ),
( ).

t
t
t

ρ ρ
ϕ ϕ
θ θ







=
=
=

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1.4 - Задание положения точки в сферических координатах 
 
Уравнение траектории – зависимость между координатами точки, 

поэтому уравнения (1.3 –1.6) можно рассматривать как уравнения траектории 
в параметрической форме. 

 
1.1.3 Естественный способ задания движения точки 
 
Естественным (или натуральным) способом задания движения удобно 

пользоваться в тех случаях, когда траектория движущейся точки известна 
заранее. 
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Положение точки М на траектории определяется дуговой координатой 
S, которая равна расстоянию от точки отсчета О до точки М, измеренному 
вдоль дуги траектории и взятому с соответствующим знаком (рисунок 1.5). 
Чтобы знать положение точки М на траектории в любой момент времени, 
надо знать зависимость 

 
S = f(t). 

 
Уравнение (1.7) выражает закон движения точки М вдоль траектории. 
Таким образом, движение точки считается заданным естественным 

способом, если: 
- задана траектория точки; 
- на этой траектории задана (выбрана) точка начала отсчета; 
- выбрано положительное и отрицательное направление отсчета; 
- задан закон изменения дуговой координаты S, как функции времени t. 

 

 

 

 

 

 
 

Рисунок 1.5 – Задание движения точки естественным способом 
 
1.2 Скорость точки при векторном и координатном способах 

задания движения 
1.2.1 Определение скорости точки при векторном способе задания 

движения 
 
Скорость точки – векторная величина, которая показывает, как быстро 

и в котором направлении изменяется положение точки относительно 
выбранной системы отсчета. 

Пусть в момент времени 0t  движущаяся точка находится в положении 
М0, определяемом радиус-вектором 0r , а в момент времени 1t  приходит в 
положение 1M , определяемом вектором 1r  (рисунок 1.6).  

Средняя скорость точки на участке 10МM  определится, как отношение 
приращения радиус-вектора точки к приращению времени 
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∆
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Для того, чтобы получить значение скорости в данный момент 

времени, выполним предельный переход: 
 

dt
rd

t
rv

t
=

∆
∆=

→∆ 0
lim . 

     
Вектор скорости определяется, как первая производная по времени от 

радиус-вектора движущейся точки. 
Из уравнения (1.8) следует, что вектор срv  направлен, как и r∆ , по 

секущей. 
Выполним предельный переход, при этом секущая стремится занять 

положение касательной, следовательно, вектор v  направлен по касательной 
к траектории движения. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1.6 – Скорость точки при векторном способе задания 
движения 

 

1.2.2 Определение скорости точки при координатном способе 
задания движения 

 

Учитывая, что вектор скорости определяется из выражения 
(1.9), а радиус-вектор раскладывается по координатным осям x, y, z 
по формуле (1.2), получим 

 

( )kzjyix
dt
d

dt
rdv ++== . 

 
Поскольку орт-векторы kji   ,  , являются постоянными как по модулю, 

так и по направлениям, получим 
 

(1.9) 

M1 

M0 

x 

z 

O 
r0 

r1 

v 

vср 

y 

∆r 

(1.10) 



 10 

k
dt
dzj

dt
dy

i
dt
dxv ++= . 

 С другой стороны вектор скорости можно представить, как и любой 
другой вектор, в виде 

 
kvjvivv zyx ++= . 

        
Сравнивая выражения (1.11) и (1.12), получим 
 

z
dt
dzvy

dt
dy

vx
dt
dxv zyx &&& ======    ;   ; . 

      
Т.е. проекции скорости на координатные оси равны первым 

производным от соответствующих координат точки по времени. 
Модуль скорости (длина вектора v ) определится, как длина диагонали 

параллепипеда, построенного на проекциях вектора 
 

222222 zyxvvvv zyx &&& ++++= = . 

 
Направление вектора в пространстве определим через косинусы углов 

между вектором и осями координат: 
 

222
coscos

zyx

x
v
v

vv x
x

&&&

&

++
=⇒= =αα , 

222
coscos

zyx

y
v
v

vv y
y

&&&

&

++
=⇒= =ββ , 

222
coscos

zyx

z
v
v

vv z
z

&&&

&

++
=⇒= =γγ . 

 

1.3 Ускорение точки при векторном и координатном способах 
задания движения 

 1.3.1 Определение ускорения точки при векторном способе задания 
движения 

 
Ускорение точки – векторная величина, характеризующая изменение с 

течением времени модуля и направления скорости точки. 
Пусть в момент времени t0 движущаяся точка находится в положении 

М0 и имеет скорость 0v , а в момент времени 1t  приходит в положение 1M  и 
имеет скорость 1v  (рисунок 1.7).  

 
 

(1.11) 

(1.12) 

(1.13) 

(1.14) 
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Рисунок 1.7 – Ускорение точки при векторном способе задания 

движения 
 
Среднее ускорение точки на участке 10МM  определится, как 

отношение приращения вектора скорости точки v∆  к приращению времени 
t∆ : 

 

t

v
aср ∆

∆= . 

    
Вектор среднего ускорения направлен в сторону вогнутости 

траектории. 
Для того, чтобы получить значение ускорения в данный момент 

времени, выполним предельный переход: 
 

dt
vd

t
va

t
=

∆
∆=

→∆ 0
lim , 

или, с учетом равенства (1.9), 
 

2

2

dt
rd

dt
vda == . 

       
Вектор ускорения точки в данный момент времени равен первой 

производной от вектора скорости или второй производной от радиус-вектора 
точки по времени. 

Для определения направления вектора ускорения введем понятие 
соприкасающейся плоскости. Соприкасающаяся плоскость – плоскость в 
которой происходит бесконечно малый поворот касательной к траектории 
при элементарном перемещении движущейся точки. Вектор ускорения лежит 
в этой плоскости и направлен в сторону вогнутости кривой. 
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1.3.2 Определение ускорения точки при координатном способе 
задания движения  

 
Аналогично формулам (1.13) проекции вектора ускорения 

определяются по формулам 
 

       ;     ;
2

2

2

2

2

2

dt
zd

dt
dv

a
dt

yd
dt

dv
a

dt
xd

dt
dv

a z
z

y
y

x
x ====== , 

    
или 

 
zvayvaxva zzyyxx &&&&&&&&& ======      ;     ; . 

 
Т.е. проекции ускорения на координатные оси равны первым 

производным от проекций скорости или вторым производным от 
соответствующих координат точки по времени. Модуль ускорения 
определится по формуле 

 
222
zyx aaaa ++= . 

      
Направление вектора в пространстве определим через косинусы углов 

между вектором и осями координат: 
 

a
ax=1cosα , 

a
a y=1cosβ , 

a
az=1cosγ , 

                
где 1α , 1β , 1γ  - углы, образуемые вектором ускорения с осями координат x, y, 
z соответственно. 

1.4 Определение скорости и ускорения при естественном способе 
задания движения 

1.4.1 Естественный трехгранник и естественные оси 
Подвижная система координат Мτnb называется естественным 

трехгранником. Вершиной естественного трехгранника является движущаяся 
точка. Оси естественного трехгранника, естественные оси, направлены 
следующим образом (рисунок 1.8): ось Мτ– касательная ось, направлена по 
касательной к траектории в сторону положительного отсчета координаты s; 
ось Mn – главная нормаль, направлена по нормали к траектории, лежащей в 
соприкасающейся плоскости и направлена в сторону вогнутости траектории; 
ось Mb – бинормаль, направлена перпендикулярно первым двум так, чтобы 
они образовали правую систему координат, т.е. nb ×=τ . 

(1.18) 

(1.19) 
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Рисунок 1.8 – Оси естественного трехгранника 
 

1.4.2 Определение скорости при естественном способе задания 
движения 

Воспользуемся формулой (1.9), умножив и разделив ее правую часть на 
дифференциал естественной координаты ds: 

 

s
ds
rd

dt
ds

ds
rdv &== . 

 

Производная радиус-вектора точки к ее перемещению определяется, 

как единичный вектор касательной естественной оси:  τ=
ds
rd , тогда 

 

τsv &= . 
 

Вектор скорости точки направлен по касательной к траектории, а его 
модуль равен первой производной от естественной координаты точки: 

 

svvv &=== τ . 

1.4.3 Определение ускорения при естественном способе задания 
движения 

Продифференцируем уравнение (1.17) по времени, согласно формуле 
(1.21) 

 

( )
dt
ds

dt
sd

dt
sd

dt
vda τττ

&
&& +=== . 

 

Производная от вектора определится по формуле 
 

ns
dt
ds

ds
d

dt
d

ρ
ττ 1

&== , 

 

где 
ds
dϕ

ρ =1  - кривизна траектории; 

      ρ  - радиус кривизны;  
      n  - единичный вектор нормальной оси. 

x 

y 

z 

O1 

 - O + 
M 

b 

n τ 

(1.20) 

(1.21) 

(1.22) 

(1.23) 

(1.24) 
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Таким образом, вектор полного ускорения определится по формуле 

nssa ρτ
2
&

&& += , 

или 
 

naaa n+= ττ . 
 

Проекции на естественные оси определятся по формуле 
 

0      ;     ;
2

2

2

==== bn ava
dt
dv

dt
sda ρτ .  

Можно определить модуль тангенциального ускорения, когда 
движение точки задано координатным способом. Воспользуемся равенством 

 
2 2 2 2

x y zv v v v+= + , 

 
и продифференцируем обе его части по времени t, получим 
 

2 2 2 2yx z
x y z

dvdv dvdvv v v v
dt dt dt dt

= + + . 
 

Отсюда, учитывая равенства (1.18) и  то, что  dva
dtτ = , получим 

 

x x y y z zv a v a v a
a

vτ

+ += . 
 

Вектор ускорения определяется как геометрическую сумму двух 
взаимноперпендикулярных ускорений, нормального и тангенциального. 
Тангенциальное ускорение направленно по касательной к траектории или в 
сторону положительного направления естественной координаты (ускоренное 
движение), или в сторону отрицательного направления (замедленное 
движение). Нормальное ускорение направлено в сторону вогнутости 
траектории. 

Модуль полного ускорения  
 

222

22
















 +=+= ρτ
v

dt
dvaaa n . 

 
 
 
 

 
 
 
 

(1.25) 

(1.26) 

(1.28) 

(1.27) 
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2 Вопросы для самоконтроля 
 

1. Что называется кинематикой? 
2. Как формулируются основные задачи кинематики? 
3. Какие  способы задания движения точки существуют? 
4. Чему равен вектор скорости точки в данный момент времени и какое 

направление он имеет? 
5. Как определяется вектор скорости точки при координатном способе 

задания движения? 
6. Как определяется модуль скорости точки при координатном способе 

задания движения? 
7. Как определяется вектор скорости точки при естественном способе 

задания движения? 
8. Как определяется модуль скорости точки при координатном способе 

задания движения? 
9. Как направлены естественные координатные оси в каждой точке 

кривой? 
10. Как определяется ускорение точки при различных способах 

задания движения? 
11.  Как характеризуют изменение скорости тангенциальное и 

нормальное ускорения точки?   
12. При каком движении равно нулю нормальное ускорение точки и при 

каком – тангенциальное. 
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3 Примеры решения задач 
 
3.1 Решение задач при задании движения точки координатным 

способом  
 
Задача №1. 
Движение точки по плоскости заданно уравнениями  
 

      






+=

=

128

2

ty

tx
, (см). 

 
Определить траекторию и начало движения точки, а также положение 

точки М, ее  скорость и ускорение в момент времени 2/11 =t  с. 
Решение:  

1 Определение траектории движения точки и положения точки при 
1tt = . 

Для определения траектории движения точки в явном виде необходимо 
исключить параметр t  в уравнениях движения. Параметрическим 
представлением траектории является сам закон движения (3.1). 
Каноническую форму уравнения траектории движения получаем, исключая 
из закона движения (3.1) параметр t. 

Для этого выражаем t из первого уравнения и подставляем его во 
второе уравнение  

,2/xt =  
 
12 2 += xy  

  
Таким образом, траекторией движения точки является парабола.  
Для того, чтобы окончательно получить ответ на вопрос о траектории, 

необходимо выделить область определения функции (3.2). Не все точки 
параболы, определяемой этой функцией, являются точками траектории. Т.к. 
время всегда имеет положительные значения, определим положение точки в 
начале движения, подставив t = 0 в уравнения (3.1):  

 

0

0

2

2 0 0,

8 0 1 1.

x

y





= ⋅ =

= ⋅ + =
 

 
Получим начальное положение точки М0 (0;1). 
Построим в координатной плоскости траекторию движения, отбросив  

ветвь параболы, находящуюся левее положения  М0  (рисунок 3.1). 

(3.1) 

(3.2) 
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Подставив в уравнения (3.1) значение t =1/2 с, получим положение 
точки M(1;3). 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 3.1 – Траектория движения точки 
 
2 Определение скорости точки М при 1tt = . 
При координатном способе задания движения точки в плоскости 

скорость определяется с помощью уравнения вектора скорости: 
 

jvivv yx ⋅+= ⋅ ,  
 

где yx vv , -  проекции вектора скорости на оси координат; 

    ji  ,  - орты осей x и y соответственно. 
Дифференцируя уравнения (3.1) по времени t, находим проекции 

скорости точки на оси x и y: 
 

.16

);/(  2

ty
dt
dy

v

ссмx
dt
dxv

y

x

==

===

= &

&

 

 

Проекция скорости на ось x не зависит от времени. Определим 
численное значение проекции скорости на ось y  при t = ½ с: 

 

8=yv (см/с). 
   

Теперь на графике (рисунок 3.2) от точки М откладываем 
соответствующие проекции скорости в выбранном масштабе и в 
соответствующем направлении (т.к значения проекций положительны то 
проекции скорости совпадают с положительными направлениями 
соответствующих осей), достраиваем до прямоугольника, диагональю 

(3.3) 

0 1 

М0 

2 

М 

y 

1 

2 

3 

x 

1см 
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которого является сам вектор скорости. Модуль скорости определяем по 
формуле:  

 
)./(25,882 22222222 ссмzyxvvvv zyx =+++++= == &&&  

 
Точка движется от М0 к М вверх, т.к. скорость всегда совпадает с 

направлением движения и направлена по касательной к траектории. Таким 
образом, определено значение и направление вектора скорости (рисунок 3.2). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 3.2 – Скорость точки М 
 
3 Определение ускорения точки М. 
При координатном способе задания движения точки, ускорение 

определяется с помощью уравнения вектора ускорения: 
 

jаiаа yx ⋅+= ⋅ ,  
 

где yx аа   , -  проекции вектора ускорения на оси координат, 

Учитывая, что проекции ускорения на координатные оси равны вторым 
производным от соответствующих координат точки по времени, то для 
данного случая получаем: 

 

)./( 16

;0

2
2

2

2

2

ссм
dt

yd
dt

dv
a

dt
xd

dt
dv

a

y
y

x
x

===

===
 

 

1 

2 

3 

x 

(3.4) 

v 

0 1 

М0 

2 

М 

y 

vx·і 

vy·ј 

1см 

0,5см/с 
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Проекции ускорения не зависят от времени t. На графике от точки М 
откладываем соответствующие проекции ускорения в выбранном масштабе, 
В данной задаче проекция ускорения на ось Оx равна 0, поэтому вектор 
ускорения совпадает с проекцией на ось Оy. По модулю ускорение 
определяется по формуле:  

 

)./(  16 22222 ссмyxааа yx =+=+= &&&&  
 

Таким образом, определили значение и направление вектора ускорения 
(рисунок 3.3). В данном примере вектора скорости и ускорения 
сонаправленны поэтому точка движется ускоренно. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 3.3 – Ускорение  точки М 
 
Задача №2. 
Движение точки заданно уравнениями  
 

224 ttx −= , 22 tty −= (см). 
 
Определить траекторию и начало движения точки, а также скорость и 

ускорение точки в момент времени ct  1= . 
Решение:  
Определить траекторию движения точки можно, избавившись от 

времени в уравнениях движения (3.5). Умножаем обе части второго 
уравнения на -2, получим 

 
224 ttx −= ; 

2242 tty +−=− , 
 

и складывая их, получаем  
 

02 =− yx , 
 

0 1 

М0 

2 

М 

y 

1 

2 

3 

x 

(3.5) 

аy·ј=а 

1см 

8см/с2 
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или  
 

xy
2
1= . 

 

Таким образом, траекторией движения точки является прямая. Для 
определения положения точки в моменты времени 0=t и 1=t с подставим эти 
значения в уравнения движения (3.5): )0;0(0М -координаты начала движения,  

)3;6(М  - координаты точки при 1=t с. Построим в координатной плоскости 
траекторию движения. Т.к. время всегда имеет положительные значения, 
траекторией является полупрямая (рисунок 3.4). 

При координатном способе задания движения точки в плоскости, 
скорость определяется с помощью уравнения вектора скорости (3.3). 

Т.к. проекции скорости на координатные оси равны первым 
производным от соответствующих координат точки по времени, то для 
нашего случая получаем: 

 

.2

;24

ty
dt
dy

v

tx
dt
dxv

y

x

+===

+===

&

&

 

 

При t =1с: 
 

см/с.  3
см/с;  6

=
=

y

x

v
v

 

 

Теперь на графике от точки М откладываем соответствующие 
проекции скорости в выбранном масштабе, достраиваем до прямоугольника, 
диагональю которого является сам вектор скорости (рисунок 3.4). По модулю 
скорость определяется по формуле:  

 

)./(  7,636 22222 ссмvvvv zyx =+=++=  
 

Точка движется от М0 к М в сторону увеличения координат x и y, т.к. 
скорость всегда направлена по касательной к траектории и совпадает с 
направлением движения. Если траекторией движения является прямая, то 
вектор скорости совпадает с траекторией. (Если при решении получается 
другой результат нужно искать ошибку). 

При координатном способе задания движения точки в плоскости 
ускорение определяется с помощью уравнения вектора ускорения (3.4). 

Т.к. проекции ускорения на координатные оси равны производным от 
соответствующих проекций скорости точки по времени, то для нашего 
случая получаем: 
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)./(  1

);/(  2

2

2

ссм
dt

dv
a

ссм
dt
dv

a

y
y

x
x

=

==

=
 

 

Теперь на графике (рисунок 3.4) от точки М откладываем 
соответствующие проекции ускорения в выбранном масштабе. По модулю 
ускорение определяется по формуле: 

 
)./(  24,212 22222 ссмааа yx =+=+=  

 

В данном примере вектора скорости и ускорения лежат на одной 
прямой и совпадают по направлению, поэтому точка движется ускоренно. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Рисунок 3.4 – Скорость и ускорение точки М 
 
Задача №3. 
Движение точки заданно уравнениями  
 

2
3

cos4 += 






 t
x

π
, 1

3
sin2 −= 







 t
y

π
(см). 

 

Определить траекторию и начало движения точки, скорость, ускорение, 
нормальное  и тангенциальное ускорения, а также радиус кривизны 
траектории точки в момент времени ct  1= . 

Решение:  
Определить траекторию движения точки можно, исключив параметр 

времени в уравнениях движения (3.6). Для этого воспользуемся основным 
тригонометрическим тождеством:  

 

1cossin 22 =+ αα , 
 

(3.6) 

x 
0 

а 

v 

y 

2 

2 

3 

М0 

4 

М 

6 

vy·ј 

vx·і 

аy·ј 

аx·і 

1см 

2см/с 

0,2см/с2 
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выразив функции 








3
cos tπ  и 









3
sin tπ  из уравнений (3.6)  

 

4

2

3
cos

−=






 xtπ
; 

2

1

3
sin

+=






 ytπ
, 

 

возведем их в квадрат  
 

16

)2(

3
cos

2
2 −=







 xtπ
; 

4

)1(

3
sin

2
2 +=







 ytπ
, 

и сложим, получив  
 

4

)1(

16

)2(

3
sin

3
cos

22
22 ++−=+ 















 yxtt ππ , 
 

или 
 

1
2

)1(

4

)2(
22

22

=++− yx
.  

 

Таким образом, траекторией движения точки является эллипс, с 
центром в точке О1(2;-1) и полуосями: по оси x – а  = 4 см; по оси y – b = 2 см. 
Для определения положения точки в моменты времени 0=t и 1=t с 
подставим эти значения в уравнения движения (3.6): )1;6(0 −М -координаты 
начала движения,  )73,0;4(М  - координаты точки при 1=t с. Построим в 
координатной плоскости траекторию движения (рисунок 3.5). 

При координатном способе задания движения точки в плоскости, 
скорость определяется с помощью уравнения вектора скорости (3.3). 

Т.к. проекции скорости на координатные оси равны первым 
производным от соответствующих координат точки по времени, то для 
нашего случая получаем: 

.
3

cos2

;
3

sin4



















==

−==

t
dt
dy

v

t
dt
dxv

y

x

ππ

ππ
 

 

При t =1с: 
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Теперь на графике от точки М откладываем соответствующие 
проекции скорости в выбранном масштабе. При этом проекцию вектора 
скорости на ось x откладываем в сторону отрицательных значений оси x. 
Диагональю построенного прямоугольника является сам вектор скорости 
(рисунок 3.5). По модулю скорость определяется по формуле:  

 

)./(  57,12)14,3()89,10( 2222 ссмvvv yx =+−=+=  
 

Полученный вектор скорости направлен по касательной к траектории 
движения точки. 

При координатном способе задания движения точки в плоскости 
ускорение определяется с помощью уравнения вектора ускорения (3.4). 

Т.к. проекции ускорения на координатные оси равны производным от 
соответствующих проекций скорости точки по времени, то для нашего 
случая получаем: 
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При t =1с: 
 

см/с.  09,17
см/с;  72,19

−=
−=

y

x

а

а
 

 

Теперь на графике (рисунок 3.6) от точки М откладываем 
соответствующие проекции ускорения в выбранном масштабе. По модулю 
ускорение определяется по формуле:  

 

)./(  09,26)09,17( 22222 )72,19( ссмааа yx =−+=+= −  
 

Модуль тангенциального ускорения определяем по формуле 
 

2см/с  82,12
57,12

)09,17(14,3)72,19()89,10( =−⋅+−⋅−=
+

=
v

avav
a yyxx

τ . 

 
Положительные знак тангенциального ускорения указывает на то, что 

движение точки ускоренное, т.е. вектора τа  и v сонаправлены (рисунок 3.5).  
Из формулы (1.27) модуль нормального ускорения равен: 
 

222 см/с  7,2282,1209,2622 =−= =− τaaаn . 

 
 
 



 24 

 
 

 
 
 
 
 
 

     
 
 
 
 
 

Рисунок 3.5 – Вектор скорости точки М 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 3.6 – Вектор ускорения точки М 
 

 

Вектор нормального ускорения перпендикулярен вектору 
тангенциального ускорения и направлен в сторону вогнутости кривизны 
траектории. 

При построении на рисунке векторов тангенциального и нормального 
ускорений необходимо выполнение следующего равенства: 

 

nааjаiаа yx +=⋅+= ⋅ τ . 
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Радиус кривизны определяем из формуле (1.26): 
 

см.  96,6
7,22

57,12 22

== =
na

vρ  

 
Ответ: ρ=6,96 см. 
 
3.2 Решение задач при задании движения точки естественном 

способом  
 
Задача №4. 
Точка движется по горизонтальной прямой по закону 543 2 +−= ttS  

(см). Определить положение точки на траектории, а также скорость и 
ускорение точки в момент времени 2=t  (с).  

Решение:  
В данной задаче движение заданно естественным способом. Для 

определения положения точки в момент времени t = 2 (c), достаточно 
подставить это значение времени в закон изменения дуговой координаты: 

23 4 5 4 ( )S t t см= − + = , и отложить, в выбранном масштабе, на траектории 
движения (рисунок 3.7). Т.к. величина S  имеет положительное значение, то 
откладывать нужно в сторону положительного направления отсчета.   

При естественном способе задания движения модуль скорости 
определяется: 

 

46
.

+=== ts
dt
dsv (см/с).  

 

Тогда, для момента времени t = 1 с значение скорости будет: 
 

)/(  10416 ссмv =+⋅= . 
 

Вектор скорости всегда совпадает с направлением движения и 
направлен по касательной к траектории движения. В данном примере 
траекторией движения является прямая и скорость имеет положительное 
значение, поэтому вектор скорости совпадет с траекторией движения и 
совпадает по направлению с положительным направлением отсчета дуговой 
координаты.  

При естественном способе задания движения вектор полного ускорения 
точки определяется по формуле: 

 

naaa += τ ,  
 

где τa  -  вектор тангенциального ускорения точки; 

      na  - вектор нормального ускорения точки. 
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Определяем модули  тангенциального и нормального ускорений по 
формулам (1.23), учитывая, что радиус кривизны траектории ρ = ∞ 
(траектория движения – прямая линия): 

 

.0

);/(  6

2

2

==

==

ρ

τ

va

ссм
dt
dva

n

 

 
 

Тангенциальное ускорение в данном случае имеет положительное 
значение также как и скорость и не зависит от времени, поэтому можно 
утверждать, что движение равноускоренное. 

Модуль полного ускорения точки определяем с помощью теоремы 
Пифагора:  

 

)./(  606 22222 ссмааа n =+=+= τ  

 
Направление вектора полного ускорения определится как диагональ 

прямоугольника построенного на векторах касательного и нормального 
ускорений. В данной задаче вектор нормального ускорения отсутствует, 
поэтому полное ускорение равно касательному ускорению, т.е. совпадает с 
ним как по модулю, так и по направлению. 

 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 3.7 – Скорость и ускорение точки М 
 

Задача №5. 
Точка движется по окружности радиусом R=16см по закону 

22 tS π= (см,с). Определить положение точки на траектории, а также скорость 
и ускорение точки в момент времени сt  2= .  

Решение:  
В данной задаче движение задано естественным способом. Значение 

дуговой координаты точки в момент времени  t=2c равно  
 

)(  82 2 смtS ππ == . 
 

 
 

а = аτ v - О + 

4 1 3 2 

М 
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Учитывая, что траектория движения точки – окружность, положение 
точки на траектории определяется центральным углом β:  

 
орад

R
S 90

216
8 ==== ππβ . 

 
Положение точки на траектории показано на рисунке 3.8. Величина S  

имеет положительное значение, поэтому положение точки  М откладывается 
в положительном направлении отсчета дуговой координаты.  

Модуль скорости точки определяем по формуле (1.19): 
 

t
dt
dsv π4== (см/с). 

 

При  t =2 с значение скорости равно: 
 

 824 ππ =⋅⋅=v см/с 
 

Вектор скорости всегда совпадает с направлением движения и 
направлен по касательной к траектории движения. В данном примере 
траекторией движения является окружность и скорость имеет положительное 
значение, поэтому вектор скорости перпендикулярен О1М и совпадает по 
направлению с положительным направлением отсчета дуговой координаты.  

Модуль тангенциального ускорения равен  
 

./  4 2ссм
dt
dva πτ ==  

 

Модуль нормального ускорения равен  
 

./4
16

)8( 22
22

  ссм
van ππ
ρ ===  

 

Т.к. траекторией движения точки является окружность, то вектор 
нормального ускорения направлен перпендикулярно касательной в сторону 
вогнутости траектории. Тангенциальное ускорение в данном случае имеет 
положительное значение также как и скорость и не зависит от времени, 
поэтому можно утверждать что движение равноускоренное. 

Модуль полного ускорения точки определяем по формуле:  
 

./ 7,40)4()4( 222222 ссмааа n ≈+=+= ππτ  
 

Направление вектора полного ускорения определится как диагональ 
прямоугольника, построенного на векторах касательного и нормального 
ускорений.  
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Рисунок 3.8 – Траектория движения, скорость и ускорение точки М 
 
Задача №6. 
Скорость точки в декартовых координатах задана выражением 

ktjtiv 25,05,15,1 ++= . Определить касательное ускорение точки в момент 
времени сt  2= .  

Решение:  
Модуль касательного ускорения определяется по формуле: 
 

v

avavav
а

zzyyxx ⋅+⋅+⋅
=τ , 

 
где                                     

2 2 2

x y zv v v v= + + . 

 
Учитывая, что вектор скорости определяется по формуле: 

 
kvjvivv zyx ++= , 

 
то проекции скорости на оси координат х, у и z будут равны:  

 
5,1=xv ; tv y 5,1= ; 25,0 tzv = . 

 
Значения проекций скорости на координатные оси при t=2 c равны: 

 
5,1=xv ; 2=yv ; 3=zv . 

 
Определим вектор ускорения точки по формуле: 

 

dt
vda =τ .  

 

an 

β 

М 

v 

 аτ 
а  

- О + 
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В нашем случае имеем: 
 

ktjа += 5,1 ,  
 

т.к.                                                  
kаjаiаа zyx ++= , 

 
то проекции ускорения на оси координат x, y и z равны: 

 
0xа = ; 1,5yа = ; zа t= . 

Значения проекций ускорения на координатные оси при t=2 c равны: 
 

0=xа ; 5,1=yа ; 2=zа . 

 
Подставляем полученные значения проекций скорости и ускорения в 

формулу (100) для определения касательного ускорения точки в момент 
времени t=2 c: 

 

18,2
25,15

225,1305,1 =⋅+⋅+⋅=τа  

 
Ответ: аτ=2,18. 
 
Задача №7. 
Ускорение точки в декартовых координатах задано выражением 

jtitа 22,05,0 += . Определить модуль ускорения точки в момент времени 
сt  2= .  
Решение: 
Модуль полного ускорения определяется по формуле: 

 
222
zyx аааа ++= . 

 
Т.к. ускорение точки в общем виде записывается: 

 

x y zа а i а j а k= + + , 

 
то в данной задаче проекции ускорения на соответствующие оси координат 
будут иметь следующие значения: 

 
  tаx 5,0= ; 22,0 ta y = ; 0=za . 
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Значения проекций ускорения на координатные оси при  t=2 c  равны: 
 

1=xа ; 8,0=ya . 
 

Полученные значения проекций подставляем в формулу для 
определения модуля полного ускорения точки: 

 

28,164,18,01 22 ==+=а . 
Ответ: а=1,28.  
 
Задача 5 
Скорость точки в декартовых координатах задана выражением 

jtitv 29,0 += . Определить модуль ускорения точки в момент времени 
сt  5,1= .  
Решение:  
Модуль полного ускорения определяется по формуле: 

 

222
zyx аааа ++= . 

 

Ускорение точки определяется по формуле: 
 

kаjаiаа zyx ++= . 
 

Т.к. скорость точки в общем виде записывается: 
 

kvjvivv zyx ++= , 

   
то проекции скорости на соответствующие оси координат будут равны:  

 
tvx 9,0= ; 2tv y = ; 0=zv . 

 

Зная проекции вектора скорости, определим значения проекций 
вектора ускорения в момент времени сt  5,1= : 

 

9,0==
dt

dv
а x

x ; 32 === t
dt

dv
а y

y ; 0==
dt
dv

а z
z . 

 

Полученные значения проекций вектора ускорения подставим в 
формулу для определения модуля полного ускорения: 

 

13,381,939,0
22222 ==+== ++ zyx аааа .  

 

Ответ: а = 3,13. 
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Задача №8. 
Уравнение движения точки в декартовых координатах имеет вид 

kjtitr 322 ++= . Определить модуль скорости точки в момент времени 
сt  2= .  
Решение:  
Модуль скорости точки определяется по формуле: 
 

222
zyx vvvv ++= . 

 
В общем виде уравнение движения точки в декартовых координатах 

определяется по формуле: 
 

kzjyixr ++= , 
   

т.е. соответствующие проекции движущейся точки на оси координат будут 
равны:  

 
2x t= ; ty 2= ; 3z = . 

 
Зная проекции точки на оси координат, значения проекций вектора 

скорости в момент времени сt 2=  определим по формулам: 
 

42 === t
dt
dxvx ; 2==

dt
dy

v y ; 0==
dt
dzvz . 

 
Полученные значения проекций вектора скорости подставим в 

формулу для определения модуля скорости точки: 
 

47,42024 22222 ==+== ++ zyx vvvv .  

 
Ответ: v = 4,47. 
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