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ÌÅÒÎÄ ÎÖÅÍÊÈ ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒÈ
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÔÀÇÎÂÎÃÎ ÑÏÅÊÒÐÀ
ÊÓÑÎ×ÍÎ-ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ

ÑÈÃÍÀËÀ

Â ñòàòüå ïðèâåäåíî ðåøåíèå ñïåêòðàëüíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ äëÿ ñèãíàëîâ, ôóíêöèè êîòîðûõ ìîãóò ðàñêëàäûâàòü-
ñÿ â ñòåïåííîé ðÿä. Íà ýòîé îñíîâå ñîñòàâëåíà òåõíîëîãèÿ
îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðîâ ñå÷åíèé ñèãíàëà, àïïðîêñèìèðîâàí-
íûõ ñïëàéíîì. Ïðèâåäåíà ìåòîäèêà îöåíêè ïîãðåøíîñòè
âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè ôàçîâîãî ñïåêòðà, îáóñëîâëåí-
íîé àïïðîêñèìàöèåé.

 Îäíèì èç îñíîâíûõ îáúåêòîâ èññëåäî-
âàíèÿ â èíôîðìàöèîííî-èçìåðèòåëüíûõ ñè-
ñòåìàõ ÿâëÿåòñÿ ñèãíàë, íåñóùèé â ñåáå èí-
ôîðìàöèîííóþ ñîñòàâëÿþùóþ è ïîìåõó.
Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì èíôîðìàöèîííîé
ñîñòàâëÿþùåé ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèå èíåðöè-
îííûõ ñâîéñòâ ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà èçìå-
ðåíèÿ. Çíàíèå ïîðÿäêà ñèñòåìû, îïèñûâà-
þùåé ôèçè÷åñêèé îáúåêò, è íàëè÷èå ãëàä-
êèõ ïðîèçâîäíûõ, ïðè÷åì ñ êîíå÷íûì èõ
÷èñëîì, â èíôîðìàöèîííîé ñîñòàâëÿþùåé
çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò âûáîð àïïàðàòà
àíàëèçà è ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäîáíûõ ñèãíà-
ëîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîâðåìåííûõ òåõíè-
÷åñêèõ è ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ.

 Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ôîð-
ìóë ñ ãëàäêèìè ïðîèçâîäíûìè íà êîíå÷íîì
èíòåðâàëå àðãóìåíòà èññëåäóåìîé ôóíêöèè,
ïðåäñòàâëåííîé âûáîðêàìè (ñèãíàë ñ âûõî-
äà ÀÖÏ, ðåãèñòðàöèÿ ôàçû ïî ìîìåíòàì ïå-
ðåñå÷åíèÿ ñèãíàëà ÷åðåç íîëü è òîìó ïîäîá-
íîå) î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ èíòåðïîëÿöè-
îííûå ìíîãî÷ëåíû Íüþòîíà, Ýâåðåòòà,
Ñòåôôåíñåíà, Ãàóññà, Áåññåëÿ, Ñòèðëèíãà [1].
Âñå âîçðàñòàþùåå çíà÷åíèå ïîëó÷àåò ñïëàéí-
èíòåðïîëÿöèÿ [2]. Ïðè÷åì, çà÷àñòóþ äîñòà-
òî÷íî äëÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè àïïðîêñèìà-
öèè ïåðåíîñ÷èêîâ ñóùåñòâóþùèõ èíôîðìà-
öèîííûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïðèìåíèòü òàê íàçû-
âàåìóþ êóáè÷åñêóþ ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèþ.

 Íàëè÷èå â èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìó-
ëå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ ñ àðãóìåí-
òîì â ðàçëè÷íîé (ïðèòîì íåâûñîêîé) ñòå-
ïåíè íàâîäèò íà ìûñëü î íåîáõîäèìîñòè
ïîèñêà ðåøåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè
èìåííî äëÿ òàêîãî âèäà âðåìåííîé ôóíê-
öèè. Ïîäîáíîå âûðàæåíèå ñïåêòðàëüíîé
õàðàêòåðèñòèêè áûëî ïðåäñòàâëåíî â [3]
äëÿ âðåìåííûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèÿì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà.
Ýòà ñïåêòðàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà â âèäå
ôóíêöèè ïëîòíîñòè áûëà âûâåäåíà äëÿ
ñèãíàëà e(t), êîòîðûé ïîëíîñòüþ îïðåäå-

ëåí íà èíòåðâàëå [t1,t2], ïðè ýòîì t1=-t/2,
t2=t/2, ïðè óñëîâèè, ÷òî äëÿ àáñîëþòíûõ
çíà÷åíèé âñåõ åãî ïðîèçâîäíûõ e(i)(t) ìîæ-
íî óêàçàòü íåêîòîðîå îãðàíè÷èâàþùåå èõ
÷èñëî. Ñïåêòð âðåìåííîé ôóíêöèè, óäîâ-
ëåòâîðÿþùåé ïåðå÷èñëåííûì óñëîâèÿì,
ïðåäñòàâëåí (1).
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Âûðàæåíèå (1) ïîëó÷åíî â [3] äëÿ ñòå-
ïåííîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïîýòîìó îíî ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíî è äëÿ ïåðå÷èñëåííûõ
âûøå èíòåðïîëÿöèé, êîòîðûå ïî ñóùåñòâó
ÿâëÿþòñÿ ñòåïåííûìè ìíîãî÷ëåíàìè.

 Â ñëó÷àå íåñîîòâåòñòâèÿ ðàñïîëîæå-
íèÿ ñèãíàëà íà îñè t îãîâîðåííûì âûøå óñ-
ëîâèÿì ìîæíî ñìåñòèòü åãî íà íóæíóþ âå-
ëè÷èíó ñìåùåíèÿ tñì (âûðàâíÿòü), ÷òîáû ýòè
óñëîâèÿ âûïîëíèëèñü; ïðè ýòîì â ñïåêò-
ðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêå ïîÿâèòñÿ ôàçîâûé
ìíîæèòåëü �jwt

ñì
 .

Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè äëÿ
A(w), B(w), C(w), D(w) äëÿ íåêîòîðûõ
àïïðîêñèìàöèé ôðàãìåíòîâ (àïïëèêàò)
ðåàëüíûõ ñèãíàëîâ, èñïîëüçóåìûõ â
íàñòîÿùåé ðàáîòå.
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1 Îïðåäåëåíèå ñïåêòðàëüíîé
õàðàêòåðèñòèêè àïïðîêñèìèðîâàííîãî

ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèîííûì
ìíîãî÷ëåíîì ñèãíàëà

 Íåêîòîðûå ãðóïïû èçìåðèòåëüíûõ
ñèãíàëîâ â ôàçîâûõ èíôîðìàöèîííî-èçìå-
ðèòåëüíûõ ñèñòåìàõ (ÈÈÑ), â ñèëó ïðèîá-
ðåòåííûõ ñâîéñòâ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî êî-
ëåáàòåëüíîãî õàðàêòåðà, îáóñëîâëåííîãî
ïîëîñîâûìè è ïàðàìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâà-
ìè ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé íåêîòîðûõ ýëå-
ìåíòîâ ýòèõ ñèñòåì, àïïðîêñèìèðîâàòü ýô-
ôåêòèâíåå ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèîííûìè
ìíîãî÷ëåíàìè. Ïðè÷åì, êàê ïîêàçàëà ïðàê-
òèêà, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ òðåòüåé ñòå-
ïåíüþ, ÷òîáû ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ
ôàçîâîãî ñïåêòðà èçìåðèòåëüíîãî ñèãíàëà
ïðè åãî àíàëèçå â îãðàíè÷åííîì äèàïàçîíå
÷àñòîò áûëà ñóùåñòâåííåå ìåíüøå îáùåé
ïîãðåøíîñòè ñèñòåìû. Îñíîâíûì äîñòîèí-
ñòâîì äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ âûñòóïàåò îáåñ-
ïå÷åíèå èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì
íà ãðàíèöàõ åãî îïðåäåëåíèÿ ãëàäêèõ ïðî-
èçâîäíûõ [2].

Òàáëèöà 1

 Ïóñòü ñèãíàë e(t) íà èíòåðâàëå [T0,Tk]
ïðåäñòàâëåí âûáîðêàìè, ïðèâåäåííûìè â
òàáëèöå 2.

Òàáëèöà 2

Îáîçíà÷èì àíàëèçèðóåìûé èíòåðâàë i-ãî
ñå÷åíèÿ: ti=Ti-Ti-1. ×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ
âûðàæåíèÿìè ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê
ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå 1 àïïëèêàò, ñìåñòèì
ïî âðåìåííîé îñè âûáîðêè ñèãíàëà e(t) íà
âåëè÷èíó tcì äî ñèììåòðè÷íîãî ðàñïîëîæåíèÿ
âûáîðîê ei-1 è ei îòíîñèòåëüíî t=0 (âûðàâíè-
âàíèå) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èìåëè ìåñòî
ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

 t
ñì

=(T
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)/2 ;                    (2)
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i
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 .

 Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êóáè÷åñêîé ñïëàéí-
ôóíêöèè s i(t)  íà èíòåðâàëå [ t i-1, t i] áóäåì
èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìûé ãëîáàëüíûé
[2] ñïîñîá:
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ãäå pj - âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñïëàéí-ôóí-

êöèè â îäíîé èç òî÷åê tj , jÎ [i-1, i].
 Èçâåñòíî, ÷òî ñïëàéí-ôóíêöèÿ ïîçâîëÿ-

åò àïïðîêñèìèðîâàòü â ãðàíèöàõ i-ãî ñå÷å-
íèÿ ôóíêöèþ ñèãíàëà òåì òî÷íåå, ÷åì áîëü-
øå ñëåâà è ñïðàâà îò ýòîãî ñå÷åíèÿ èñïîëü-
çóåòñÿ ÷èñëî âûáîðîê ñèãíàëà e(t) äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ çíà÷åíèé pj. Êàê ïîêàçàë ñîáñòâåí-
íûé îïûò, ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ti (ti<<tB=1/
wB , ãäå wB - âåðõíÿÿ ãðàíè÷íàÿ ÷àñòîòà ïîëî-
ñû ïðîïóñêàíèÿ ÈÈÑ) èíîãäà äîñòàòî÷íî îã-
ðàíè÷èòüñÿ äâóìÿ ñîñåäíèìè âûáîðêàìè ñ
íîìåðàìè i-2 è i+1 .

 Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íåèñêàæåííîãî ïåðåõî-
äà ê ñïëàéí-ôóíêöèÿì ñëåäóþùèõ èíòåðâà-
ëîâ çàäàäèìñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè, çàêëþ-
÷åííûìè â ãëàäêîñòè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ:
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Ñ ó÷åòîì âûáðàííûõ óñëîâèé èíòåðïî-
ëÿöèè, äëÿ íàõîæäåíèÿ íåîáõîäèìûõ çíà÷å-
íèé pj , jÎ[i-2, i+1] , ìîæíî ñîñòàâèòü ñëåäó-
þùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé :
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Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ pi-1 , pi

èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5) â âûðàæåíèå (3), íàé-
äåì èíòåðïîëÿöèîííîå âûðàæåíèå si(t). Ñïåê-
òðàëüíóþ ïëîòíîñòü ñèãíàëà, àïïðîêñèìèðî-
âàííîãî êóáè÷åñêèì ñïëàéíîì s i(t), ìîæíî
îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå (1), åñëè âûðàæåíèå
(3) ïðèâåñòè ê âèäó:
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Íàèáîëüøèé èíòåðåñ, ñ òî÷êè çðåíèÿ
ïðàêòèêè, ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé ðàâíîìåðíîé
ïî âðåìåíè (ñ èíòåðâàëîì t) âûáîðêè çíà÷å-
íèé èçìåðèòåëüíîãî ñèãíàëà. Â ýòîì ñëó÷àå
ìîìåíòû âûáîðêè çíà÷åíèé âûðàâíåííîãî
ñèãíàëà si(t) áóäóò ñëåäóþùèìè:

ti-2=-3t/2, ti-1=-t/2, ti=t/2, ti+2=3t/2.  (8)
 Êðîìå ýòîãî, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâûõ

ïðîèçâîäíûõ (4) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èí-
òåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà [2]:
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Ïðè ýòîì îøèáêà àïïðîêñèìàöèè áóäåò
ñêàçûâàòüñÿ íà ôóíêöèÿõ, ñîäåðæàùèõ ïîëè-
íîìû âûøå òðåòüåé ñòåïåíè, ÷òî âïîëíå ñî-
ãëàñóåòñÿ ñ îøèáêîé àïïðîêñèìàöèè â öåëîì
ôóíêöèè ñèãíàëà êóáè÷åñêèì ïîëèíîìîì.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (8) è (9) â (5), ïîëó÷èì:
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�LL�L

�

�L�LL

L�L�L

H�H��H�H�
SS��

H�H�H��H�
��SS�

�
�HH�H��

SS�S�

�
�HH�H��

�SS�S

t

t

t

t

(10)

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (10) îòíîñè-
òåëüíî âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ p

i-1
 è p

i
 ñïëàéí-

ôóíêöèè s
i
(t) áóäåò ñëåäóþùèì:

Ø
Ø
Ø

Ù

×

+-
=

+-
=

-+

--

-

�

�LL�L

L

�

�L�LL

�L

HH�H
S

�
HH�H

S

t

t
(11)

Ïîäñòàâëÿÿ (8) è (11) â (7), ïîëó÷àåì âû-
ðàæåíèÿ äëÿ aj:

Ø
Ø
Ø
Ø
Ø
Ø
Ø
Ø

Ù

×

-++-
==

+-+-
==

+--
==

-+-
==

--+

--+

--+

--+

�
��

HH�H�H
E�ED

�
��

HH��H��H
E�

E
D

�
�

HHHH
E�

E
D

�
�

HH�H�H
E�

E
D

�L�LL�L

���

�L�LL�L

�

�

�

�L�LL�L

��

�

�

�L�LL�L

��

�

�

t

t

t

(12)

Ñðàâíèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå
ôóíêöèè (6) è ôóíêöèè, ïðåäñòàâëåííûå â
òàáëèöå 1, óñòàíàâëèâàåì:

a
0
=E, a

1
=E/t, a

2
=4E/t

2
, a

3
=8E/t

3
 .  (13)

 Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ (13) ñ ó÷åòîì (12)
â ñîîòâåòñòâóþùèå òàáëè÷íûå âûðàæåíèÿ
A(w), B(w), C(w), D(w), è ó÷èòûâàÿ ëèíåé-
íûé õàðàêòåð Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñî-

ñòàâëÿåì íà îñíîâå (1) âûðàæåíèå ñïåêòðàëü-
íîé ïëîòíîñòè SB i (w) äëÿ âûðàâíåííîãî ñèã-
íàëà s i(t):

�
�

Z
FRV

Z

�

�

�
E

�

E

�

Z
VLQ

Z

�

Z�

�
E

Z

E

Z

�
M

�

Z
FRV

Z

E

�

Z
VLQ

Z

�

�

�
EE

Z

�
�Z�6

���

�

���

��

����L%

Ü
Û
Ú

Ø
Ø
Ù

×

È
È
É

Ç
ÕÕ
Ö

Ô
ÅÅ
Æ

Ä
-++

Ø
Ø
Ù

×
ÕÕ
Ö

Ô
ÅÅ
Æ

Ä
--

Ì
Ë
Ê
È
É

Ç
-

-

ÍÌ

Í
Ë

Ê
+

ÍÜ

Í
Û
Ú

+
Ø
Ø
Ù

×

È
È
É

Ç
ÕÕ
Ö

Ô
ÅÅ
Æ

Ä
-+=

t

t

t

tt

t

t

t

t

t

(14)
Îïðåäåëÿåì ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü i-

ãî ñå÷åíèÿ ñèãíàëà e(t):
S i(w) = SB i (w)·exp(-jwtñì), (15)

ãäå tñì îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (2).
 Êîíå÷íî, ó ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèè ãîðàç-

äî áîëüøå âîçìîæíîñòåé ïî ñîãëàñîâàíèþ
ñòûêîâ àïïðîêñèìàöèé ñîñåäíèõ îòðåçêîâ
ñèãíàëà e(t) (çàäàííîå âûðàâíèâàíèå íà êðà-
ÿõ, öèêëè÷íîñòü, ðàâåíñòâî âòîðûõ ïðîèçâîä-
íûõ è òàê äàëåå). Âûáðàííûé çäåñü âàðèàíò,
íà âçãëÿä àâòîðà, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìè-
íèìèçèðîâàííûì, è â òî æå âðåìÿ, äîñòàòî÷-
íî ýôôåêòèâíûì äëÿ èññëåäîâàíèé è èçìåðå-
íèé ïàðàìåòðîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñïåê-
òðàëüíûì ìåòîäîì.

2 Îïðåäåëåíèå ñïåêòðàëüíîé
õàðàêòåðèñòèêè ñèãíàëà íåïîñðåäñòâåííî

ïî ïðîèçâîäíûì (ïðÿìîé ìåòîä)
 Åñëè ïî-ïðåæíåìó ïðè èíòåðïîëÿöèè ïî

âûáîðêàì ñèãíàëà e(t) íå âûõîäèòü çà ïîëè-
íîì òðåòüåãî ïîðÿäêà, òî î÷åâèäíî, ÷òî â
ñîîòâåòñòâèè ñ (1) âûðàæåíèÿ A i(w), B i(w),
Ci(w), Di(w) âûðàâíåííîãî i-ãî ñå÷åíèÿ ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ñèãíàëà â
ìîìåíò t=0. Â ýòîì ñëó÷àå

�
Z

�
�

����
HH�Z�$

�

�
���

L

���

LL ÕÕ
Ö

Ô
ÅÅ
Æ

Ä
-+=

t
(16)

�
Z�

H�Z�% ���

LL

t
= (17)

�
Z

�
Z�
����

H
Z
�

H�Z�&
�

�
���

L

���

LL ÕÕ
Ö

Ô
ÅÅ
Æ

Ä
---=

t
  (18)

ÕÕ
Ö

Ô
ÅÅ
Æ

Ä
-+=

�

�
���

L

���

LL
Z��

����
H

�
H�Z�'

ttt
(19)

Ïîñêîëüêó âñå ïðîèçâîäíûå îïðåäåëÿþò-
ñÿ â ìîìåíò t=0, à çíà÷èò îäíà èç âûáîðîê
äëÿ òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé [2] äîëæíà áûòü
ïðåäñòàâëåíà ïî ýòîìó ìîìåíòó, è ïî óñëî-
âèÿì ïðèìåíåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî-
÷ëåíà Ëàãðàíæà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ
÷èñëî âûáîðîê â äàííîì ñëó÷àå äîëæíî áûòü
áîëüøå èëè ðàâíî ÷åòûðåì [2], òî ìèíèìàëü-
íîå ÷èñëî âûáîðîê äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëåäóåò
áðàòü ðàâíûì ïÿòè. Â òàêîì ñëó÷àå, ñèãíàë
e(t) íà èíòåðâàëå [T0,Tk] ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì (òàáëèöà 3):

Òåõíè÷åñêèå íàóêè Èíôîðìàòèêà, ÂÒ è ýëåêòðîíèêà
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 Òàáëèöà 3

Îáîçíà÷èì èíòåðâàë i-ãî ñå÷åíèÿ: ti= Ti+1-
T i-1 . ×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèÿìè
(16)-(19), ñìåñòèì ïî âðåìåííîé îñè âûáîðêè
ñèãíàëà e(t) íà âåëè÷èíó tñì äî ñèììåòðè÷-
íîãî ðàñïîëîæåíèÿ âûáîðîê ei-1 è ei+1 îòíîñè-
òåëüíî t=0 (âûðàâíèâàíèå) òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû èìåëî ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

tñì=(T i-1+T i+1)/2 ;  (20)
Ïðîèçâîäíûå äëÿ âñåõ ñå÷åíèé, çà

èñêëþ÷åíèåì äâóõ êðàéíèõ (t=T2-T0, t=Tk-Tk-2)
âû÷èñëÿåì ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì,
ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèîííîãî
ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà:

�

�L�L�L�L���

L

�

�L�LL�L�L���

L

�L�L�L�L���

L

L

���

L

�HH�H�H��
H

�
�

HH��H��H��H
H

�
�

HH�H�H
H

�HH

t

t

t

--++

--++

--++

-+-
=

-+-+-
=

+-+-
=

=

Ïðîèçâîäíûå äëÿ ñå÷åíèÿ t=T
2
-T

0
 âû÷èñ-

ëÿåì ïî ôîðìóëàì:

�

��������

L

�

��������

L

��������

L

�

���

L

�H�H��H��H�H��
H

�
�

H��H��H�H�H
H

�
�

H�H��H��H�H
H

�HH

t

t

t

-+-+-
=

+-++-
=

--+-
=

=

 Ïðîèçâîäíûå äëÿ ñå÷åíèÿ t=T
k
-T

k-2
 âû-

÷èñëÿåì ïî ôîðìóëàì:

�

N�N�N�N�N���

L

�

N�N�N�N�N���

L

N�N�N�N�N���

L

�N

���

L

�H�H��H��H�H��
H

�
�

H��H��H�H�H
H

�
�

H�H��H��H�H
H

�HH

t

t

t

+-+-
=

-+--
=

++-+-
=

=

----

----

----

-

Ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü S
B i

(w) âûðàâ-
íåííîãî ñå÷åíèÿ ñèãíàëà âû÷èñëÿåì â ñîîò-
âåòñòâèè ñ (16)-(19) è (1). Îïðåäåëÿåì ñïåêò-
ðàëüíóþ ïëîòíîñòü i-ãî ñå÷åíèÿ ñèãíàëà e(t):

S
i
(w) = S

B i
(w)·exp(-jwt

ñì
),

ãäå t
ñì

 îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (20).

3 Îöåíêà ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ
ôàçîâîãî ñïåêòðà ïðè àïïðîêñèìàöèè
ôóíêöèè ñèãíàëà èíòåðïîëÿöèîííûì

ìíîãî÷ëåíîì
 Ëþáàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôðàãìåíòîâ èç-

ìåðèòåëüíûõ ñèãíàëîâ âíîñèò ïîãðåøíîñòü
â îïðåäåëåíèå àìïëèòóäíîãî è ôàçîâîãî
ñïåêòðîâ, òàê êàê ôóíêöèÿ èçìåðèòåëüíî-
ãî ñèãíàëà, ñãåíåðèðîâàííîãî ïðàêòè÷åñêè
ëþáîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé, ñîäåðæèò
íåîïðåäåëåííîå ÷èñëî âûñøèõ ïðîèçâîä-
íûõ. Âîïðîñ îöåíêè ïîãðåøíîñòè îïðåäå-
ëåíèÿ ôàçîâîãî ñïåêòðà â òàêèõ ñëó÷àÿõ
îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî íåîäíîçíà÷íûì.
Îöåíêè ïîãðåøíîñòåé ðàññìîòðåííûõ
âûøå òèïîâ èíòåðïîëÿöèé è èì àíàëîãè÷-
íûõ ïðè àïïðîêñèìàöèè èìè òàáóëèðîâàí-
íûõ ôóíêöèé èçâåñòíû [2], íî íà ïðàêòèêå
îöåíèòü îñòàòî÷íûé ÷ëåí èíòåðïîëÿöèè, íå
âõîäÿùèé â èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí,
âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî. Êðîìå ýòîãî, òðå-
áóåòñÿ óñòàíîâèòü ôóíêöèîíàëüíóþ ñâÿçü
ìåæäó ïîãðåøíîñòÿìè àïïðîêñèìàöèè è ïî-
ãðåøíîñòÿìè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ôàçîâî-
ãî ñïåêòðà èçìåðèòåëüíîãî ñèãíàëà.

 Ðàçðàáîòàííûé ìåòîä îöåíêè óêàçàí-
íîé ïîãðåøíîñòè áàçèðóåòñÿ íà ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî ñèãíàë e(t), ñîäåðæàùèé èçìå-
ðèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ â ôàçîâîì ñïåêò-
ðå, èìååò ñïåêòð, îãðàíè÷åííûé ñïðàâà íå-
êîòîðîé ÷àñòîòîé wÂ=w0. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ
îöåíêè ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ ôàçîâîãî
ñïåêòðà ñèãíàëà e(t) â êà÷åñòâå ýòàëîíà áå-
ðåòñÿ ôàçà j0 ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ
Umcos(w0t+j0) è íàõîäèòñÿ åå îòîáðàæåíèå
jã â ÷àñòîòíîé îáëàñòè îò âûðàâíåííîãî îò-
ðåçêà äëèíîé t ôóíêöèè Umcos(w0t+j0). Äå-
ëàåòñÿ ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåîáðà-
çóåì íîñèòåëü ýòàëîíà:

U
m
cos(w

0
t+j

0
)= U

m
cos(w

0
t)cos(j

0
)-U

m
sin(w

0
t)sin(j

0
)

Ïî óñëîâèþ ýòà ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò
òîëüêî íà èíòåðâàëå êtï£t/2. Òîãäà, ó÷èòû-
âàÿ ëèíåéíûé õàðàêòåð ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôàçîâîãî ñïåêòðà
óêàçàííîãî îòðåçêà ìîæíî âîñïîëüçóåìñÿ
çíà÷åíèÿìè A(w), B(w), C(w), D(w äëÿ àïïëè-
êàò ñîîòâåòñòâåííî Umcos(w0t), Umsin(w0t),
ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ (1).
Ïîñêîëüêó äëÿ ïåðâîé àïïëèêàòû ñïåêòð
S1(w) ñîäåðæèò òîëüêî ReS1(w) , à äëÿ âòî-
ðîé àïïëèêàòû ñïåêòð S2(w)  � òîëüêî
ImS2(w), òî ôóíêöèÿ ôàçîâîãî ñïåêòðà îï-
ðåäåëÿåòñÿ êàê àðãóìåíò êîìïëåêñíîé ôóí-
êöèè, ñîñòàâëåííîé èç äâóõ ñïåêòðîâ
cos(j0)ReS1(w) è j sin(j0)ImS2(w):

j(w) = arctg [sin(j
0
)ImS

2
(w) /cos(j

0
)ReS

1
(w)] =

Ìåòîä îöåíêè ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ ôàçîâîãî ñïåêòðà êóñî÷íî-...Â.Í.Áóëàòîâ
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Í
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Ü
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Í
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Í
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Í
Í
Í
Í
Í

Ì

Í
Í
Í
Í
Í

Ë

Ê

Ø
Ø
Ø
Ø

Ù

×

È
È
È
È

É

Ç

-

-
+

-

Ø
Ø
Ø
Ø

Ù

×

È
È
È
È

É

Ç

-

+
-

-

=

�FRV�
�

Z
FRV

�

Z
VLQ

Z

Z

Z

Z

8

�

Z
VLQ

�

Z
FRV

Z

Z
�

8

�VLQ�
�

Z
FRV

�

Z
VLQ

Z

Z
�

8

�

Z
VLQ

�

Z
FRV

Z

Z

Z

Z

8

DUFWJ

�

�

�

�

P�

�

�

�

P

�

�

�

�

�

P�

�

�

P

j
tttt

j
tttt

Äàëåå îïðåäåëÿåì ôàçó jã ñïåêòðàëüíîé
ñîñòàâëÿþùåé ñ ÷àñòîòîé w0. Ïîñëå íåñëîæ-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ ñ íà-
õîæäåíèåì ïðåäåëà 0/0 ïðè w®w0 ïîëó÷àåì

Ü
Û
Ú

Ì
Ë
Ê

+
-

== ��WJ
�ZVLQ�Z

�ZVLQ�Z
DUFWJ�Z�

�

��

��

�
j

tt
tt

jj (21)

Î÷åâèäíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå îñî-
áåííîñòè ïîâåäåíèÿ j ã(t):

à) ïðè t=tk=kp/w0, k=1,2,3,... , j ã(tk)=j0;
á) ïðè t>>1/w0 j ã(t)»j0 ;
â) ïðè t<p/w0 j ã(t)<j0 .
 Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðè-

åé î äîñòîâåðíîì ñîäåðæàíèè èíôîðìàöèè â
äèñêðåòèçèðîâàííîì ñèãíàëå, ñå÷åíèÿ ti àíà-
ëîãîâîãî ñèãíàëà e(t) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
óñëîâèþ: ti<TB/2, ãäå TB=2pwB. Â íàøåì ñëó-
÷àå ti=t, wÂ=w0, T0=2pw0, îòêóäà t<T0/2=p/w0.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðè
îïðåäåëåíèè ôàçû ñïåêòðàëüíîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé ñ ÷àñòîòîé w=w0 àïïðîêñèìèðîâàííîãî
íà èíòåðâàëå t ïî òàáóëèðîâàííûì çíà÷åíè-
ÿì ñèãíàëà Umcos(w0t+j0) ìîæåò áûòü òîëü-
êî ñëó÷àé â).

 Îöåíêó óêàçàííîé ïîãðåøíîñòè îïðåäå-
ëÿåì ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

Dj = êj
à
-j

ã
ï,

ãäå j
à
 - ôàçà ñïåêòðàëüíîé ñîñòàâëÿþ-

ùåé ñ ÷àñòîòîé w=w
0 

àïïðîêñèìèðîâàííîãî
íà èíòåðâàëå t ïî òàáóëÿãðàììå ñèãíàëà
U

m
cos(w

0
t+j

0
).

 Ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç ÷èñëåííûõ çíà-
÷åíèé äàííîé ïîãðåøíîñòè ïîêàçàë, ÷òî Dj
çàâèñèò îò j

0
 è èìååò ýêñòðåìóìû â îêðåñò-

íîñòè j
0
=p/4±k(p/2), k=0,1,2,3,... (Dj=0 ïðè

j0=±kp è j0=p/2±kp). Ïðè j0=p/4±k(p/2) çà-
âèñèìîñòü (21) ïðåîáðàçóåòñÿ:

Ü
Û
Ú

Ì
Ë
Ê

+
-

==
�ZVLQ�Z

�ZVLQ�Z
DUFWJ�Z�

��

��

�] tt
tt

jj

Âñå ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû è èõ àíàëèç
ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçî-
âàíèÿ ðàññìîòðåííîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè â
îáëàñòè èçìåðåíèé ïàðàìåòðîâ ôàçîâîãî
ñïåêòðà ïðè ðàçëè÷íîé àïïðîêñèìàöèè ñèã-
íàëà íà èíòåðâàëå t äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èò-
ñÿ ïîëèíîìàìè òðåòüåé ñòåïåíè. Ïî ðåçóëü-
òàòàì ðàñ÷åòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîãî èç
âèäîâ àïïðîêñèìàöèè (ïðÿìîé ìåòîä) íèæå
ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ôóíêöèè ïîãðåø-
íîñòè Dj(t) ïðè îïðåäåëåíèè ôàçû ñïåêòðàëü-
íîé ñîñòàâëÿþùåé ñ ÷àñòîòîé w=w0 àïïðîê-
ñèìèðîâàííîãî íà èíòåðâàëå t, ãäå ïðîèçâîä-
íûå âû÷èñëÿëèñü ïî ïÿòè çíà÷åíèÿì ñèãíàëà
Umcos(w0t+p/4) íà èíòåðâàëå 2t .

 Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè jã
è jà, ïîçâîëÿþùèå ãðàôè÷åñêè îïðåäåëèòü
Dj ïðè t³.0,4*T0. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé
Dj (â ãðàäóñàõ) ïðè 0,01T0<t<0,4*T0 óñòà-
íîâëåíà ñëåäóþùàÿ çàâèñèìîñòü:
20lg(Dj)=(-200+12*k) äá , ãäå k � äåêàä-
íîå èçìåíåíèå t/ T0, íà÷èíàÿ îò çíà÷åíèÿ

t/ T0.=0,01.

Ðèñóíîê - Ãðàôèêè ñîñòàâëÿþùèõ ôàçîâûõ ñïåêòðîâ jã è jà ñî-
îòâåòñòâåííî îòðåçêà ñèíóñîèäû è åå àïïðîêñèìàöèè
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