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Êîíñòðóêöèè ñ ïîñòîÿííûìè ïðè òåìïåðàòóð-
íûõ è äðóãèõ ïåðåìåùåíèÿõ óñèëèÿìè â ëèøíèõ
ñâÿçÿõ óñëîâíî íàçâàíû áëèçêèìè ê ñòàòè÷åñêè
íåîïðåäåëèìûì.

Îñíîâíûìè ñèñòåìàìè äëÿ êîíñòðóêöèé, áëèç-
êèõ ê ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìûì, ÿâëÿþòñÿ òå æå
îñíîâíûå ñèñòåìû, ÷òî è äëÿ îáû÷íûõ ñòàòè÷åñêè
íåîïðåäåëèìûõ êîíñòðóêöèé.

Óñèëèÿ, êîòîðûå äîëæíû ñîçäàâàòü ñâÿçè, ïðè-
áëèæàþùèå ñòàòè÷åñêè îïðåäåëèìûå êîíñòðóêöèè
ê ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìûì, íàõîäÿòñÿ ìåòîäîì
ñèë òàê æå, êàê íàõîäÿòñÿ óñèëèÿ â ëèøíèõ ñâÿçÿõ
îáû÷íûõ ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìûõ ñèñòåì. Ñâîé-
ñòâî ñâÿçåé òàêîâî, ÷òî óñèëèÿ â íèõ ïîñòîÿííû
ïðè òåìïåðàòóðíûõ ïåðåìåùåíèÿõ, çíà÷èò, ïîñòî-
ÿííû è ïðè ïåðåìåùåíèÿõ, óñëîâíî íàçâàííûõ
ïåðåìåùåíèÿìè òåíåâîé ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåé-
íîñòè, èìåííî ýòî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü îïòèìàëü-
íûé ïàðàìåòð ãåîìåòðèè.

Îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð ãåîìåòðèè êîíñòðóê-
öèé, áëèçêèõ ê îäèí ðàç ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëè-
ìûì, ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà óñèëèå â ëèø-
íåé ñâÿçè, íàõîäÿñü â ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñ-
òè îò àðãóìåíòà, îïðåäåëÿþùåãî ãåîìåòðèþ êîí-
ñòðóêöèè, îò îäíîé è òîé æå íàãðóçêè ïðèîáðåòàåò
ìàêñèìàëüíîå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå çíà÷åíèå.
Íàõîäèòñÿ îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð ãåîìåòðèè èç
óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî ïðèðàâíèâàíèåì íóëþ
ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè, âûðàæàþùåé óñèëèå â
ëèøíåé ñâÿçè, ïî àðãóìåíòó, îïðåäåëÿþùåìó ãåî-
ìåòðèþ êîíñòðóêöèè:
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ãäå IP∆  – ïåðåìåùåíèå â îñíîâíîé ñèñòåìå ïî
íàïðàâëåíèþ óñèëèÿ â ëèøíåé ñâÿçè Õ

1
 îò

çàäàííîé íàãðóçêè;

11δ – ïåðåìåùåíèå â îñíîâíîé ñèñòåìå ïî
íàïðàâëåíèþ óñèëèÿ â ëèøíåé ñâÿçè, âûçâàí-
íîå äåéñòâèåì ñèëû 11 =X ;
Z � àðãóìåíò, îïðåäåëÿþùèé ãåîìåòðèþ
êîíñòðóêöèè (äëÿ áàëî÷íûõ ôåðì – óãîë

È.Ì. Êèÿíîâ

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÉ ÏÀÐÀÌÅÒÐ ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ ÔÅÐÌ
Ñ ÏÎÑÒÎßÍÍÛÌ ÐÀÑÏÎÐÎÌ

Ñèñòåìû ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêè ñ ïîñòîÿííûìè óñèëèÿìè â ëèøíèõ ñâÿ-
çÿõ èìåþò îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû ãåîìåòðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ìàêñèìàëü-
íîé ñóììàðíîé ðàáîòå óñèëèé â ëèøíèõ ñâÿçÿõ è íå çàâèñÿùèå íè îò íàãðóç-
êè, íè îò ñòåïåíè ïðåäíàïðÿæåíèÿ (ïàòåíò ÐÔ N¹2012749). Ïðèâîäÿòñÿ âûâîäû
óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî óãëà íàêëîíà ê ãîðèçîíòàëè ýëåìåí-
òîâ íèæíåãî ïîÿñà ôåðì, èìåþùèõ ïîñòîÿííûé ðàñïîð.

íàêëîíà ýëåìåíòîâ íèæíåãî ïîÿñà ê ãîðèçîí-
òàëè, äëÿ àðî÷íûõ è âèñÿ÷èõ êîíñòðóêöèé –
ñòðåëà ïîäúåìà àðêè è ñòðåëêà êàáåëÿ è ò. ä.

Ïðè äîñòèæåíèè ïàðàìåòðîì ãåîìåòðèè îïòè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ è IP∆ , è 11δ  â
èçâåñòíîì âûðàæåíèè:
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Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà X
1
 â âûðàæåíèè (2) óâå-

ëè÷èâàåòñÿ äî ìàêñèìóìà çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ïðè äî-
ñòèæåíèè ïàðàìåòðîì ãåîìåòðèè îïòèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèå IP∆  óâåëè÷èâàåòñÿ íà áîëü-
øóþ âåëè÷èíó, ÷åì ïåðåìåùåíèå 11δ .

Íàãðóçêà â óðàâíåíèè (1) ñîêðàùàåòñÿ ïîòî-
ìó, ÷òî îíà ïðè íàëè÷èè ñâÿçè, ïðèáëèæàþùåé ñòà-
òè÷åñêè îïðåäåëèìóþ êîíñòðóêöèþ ê ñòàòè÷åñêè
íåîïðåäåëèìîé, íå ÿâëÿåòñÿ àðãóìåíòîì, ïîñêîëü-
êó ïðè èçìåíåíèè àðãóìåíòà, îïðåäåëÿþùåãî ãåî-
ìåòðèþ, è ïîñòîÿííîé íàãðóçêå óñèëèå â ñâÿçè èç-
ìåíÿåòñÿ è êàæäûé ðàç íóæíî ñòàâèòü íîâóþ ñâÿçü,
ñïîñîáíóþ âîñïðèíÿòü óñèëèå, ñîîòâåòñòâóþùåå
íîâîìó ïàðàìåòðó ãåîìåòðèè, à ïðè ïîñòîÿííîì
àðãóìåíòå, îïðåäåëÿþùåì ãåîìåòðèþ, è óâåëè÷å-
íèè íàãðóçêè � óñèëèå â ñâÿçè íå èçìåíÿåòñÿ. Ïàðà-
ìåòð ãåîìåòðèè, ïîëó÷åííûé èç óðàâíåíèÿ (1), äåé-
ñòâèòåëåí äëÿ ëþáûõ íàãðóçîê.

Ñâÿçè, ïðèáëèæàþùèå ñòàòè÷åñêè îïðåäåëè-
ìûå êîíñòðóêöèè ê ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìûì,
ðàçäåëÿþòñÿ íà äâà âèäà: ñâÿçè, ñîçäàþùèå ïðåä-
âàðèòåëüíîå íàïðÿæåíèå, è ñâÿçè, íå ñîçäàþùèå
åãî. Ôèëüòð óñèëèé íå ñîçäàåò ïðåäâàðèòåëüíîãî
íàïðÿæåíèÿ.

Ôèëüòð óñèëèé ñîñòîèò èç äâóõ ãðåáåíîê, âõî-
äÿùèõ äðóã â äðóãà, è áèòóìà, çàïîëíÿþùåãî ïðî-
ñòðàíñòâî ìåæäó ãðåáåíêàìè (à. ñ. ¹414350)

Ïðè äåéñòâèè íà êîíñòðóêöèþ âðåìåííîé íà-
ãðóçêè â ôèëüòðå âîçíèêàåò ïåðåìåùåíèå c∆ . Ïå-
ðåìåùåíèå â ôèëüòðå c∆  ñâÿçàíî ñ ïåðå-
ìåùåíèÿìè â êîíñòðóêöèè, ïîýòîìó åãî ìîæíî çà-
ïèñàòü òàê:
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c∆  � ïåðåìåùåíèå â ôèëüòðå, âûçâàííîå

ëèíåéíûì ïåðåìåùåíèåì â êîíñòðóêöèè â
íàïðàâëåíèè ñèëû X

1
;

í

c∆  – ïåðåìåùåíèå â ôèëüòðå â íàïðàâëåíèè

ñèëû X
1
 , âûçâàííîå íåëèíåéíûì ïåðåìåùå-

íèåì â êîíñòðóêöèè (ãåîìåòðè÷åñêàÿ íåëèíåé-
íîñòü).

Ïîäñòàâèâ (3) â âûðàæåíèå (2), ïîëó÷èì
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Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà ãåîìåòðèè îò íóëÿ
äî îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèå ë

c∆  â âû-
ðàæåíèè (4) óâåëè÷èâàåòñÿ ñ òàêîé æå ñêîðîñòüþ,
ñ êàêîé óâåëè÷èâàåòñÿ ïåðåìåùåíèå IP∆ . Ïîñêîëü-
êó ïðè ýòîì, êàê èçâåñòíî, ïåðåìåùåíèå í

c∆  óìåíü-
øàåòñÿ, òî âòîðîé ÷ëåí ïðàêòè÷åñêè îñòàåòñÿ ïî-
ñòîÿííûì.

 Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà áàëî÷íàÿ ôåðìà, áëèç-
êàÿ ê îäèí ðàç ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìîé. Â ëèø-
íþþ ñâÿçü âêëþ÷åí ôèëüòð óñèëèé (ðèñ. 1, à). Ðå-
àêöèþ ôèëüòðà óñèëèé îáîçíà÷èì ÷åðåç Õ

1
. Îñíîâ-

íàÿ è çàäàííàÿ ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíû. Íà îñíîâ-
íóþ ñèñòåìó äåéñòâóþò íàãðóçêà Ð è ðåàêöèÿ ñî
ñòîðîíû ôèëüòðà óñèëèé X

1
 . Ïàðàìåòðîì ãåîìåò-

ðèè â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ óãîë íàêëîíà ýëå-
ìåíòîâ íèæíåãî ïîÿñà ê ãîðèçîíòàëè γ . Ïðè îï-
òèìàëüíîì çíà÷åíèè ýòîãî óãëà óñèëèå Õ

1
 îò îä-

íîé è òîé æå íàãðóçêè ïðèîáðåòàåò ìàêñèìàëüíóþ
âåëè÷èíó.

Ðèñ. 1. Áàëî÷íàÿ ôåðìà, áëèçêàÿ ê îäèí ðàç
ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìîé, â ëèøíþþ ñâÿçü

êîòîðîé âêëþ÷åí ôèëüòð óñèëèé à.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

IP∆  – ïåðåìåùåíèå ïî íàïðàâëåíèþ ñèëû Õ
1
,

âûçâàííîå ñèëîé Ð;

PI∆  � ïåðåìåùåíèå ïî íàïðàâëåíèþ ñèëû Ð,
âûçâàííîå ñèëîé Õ

1
;

PP∆  � ïåðåìåùåíèå ïî íàïðàâëåíèþ ñèëû Ð,
âûçâàííîå ñèëîé Ð;

II∆  � ïåðåìåùåíèå ïî íàïðàâëåíèþ ñèëû Õ
1
,

âûçâàííîå ñèëîé Õ
1
.

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû î âçàèìíîñòè ðàáîò (òå-
îðåìà Áåòòè) çàïèñûâàåì:

.1 PIIP PX ∆=∆                       (5)

Ó áàëî÷íîé ôåðìû, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1,
áóäåì óâåëè÷èâàòü, íà÷èíàÿ ñ íóëÿ, óãîë íàêëîíà
ýëåìåíòîâ íèæíåãî ïîÿñà ê ãîðèçîíòàëè γ . Ïðè
äîñòèæåíèè óãëîìγ  îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ è X

1

è IP∆  óâåëè÷àòñÿ. Íàãðóçêà Ð íåèçìåííà. Çíà÷èò,
ïåðåìåùåíèå PI∆  óâåëè÷èòñÿ íà áîëüøóþ âåëè÷è-
íó, ÷åì ïåðåìåùåíèå IP∆ .

Ñèëà Ð íàïðàâëåíà ñâåðõó âíèç, à ïåðåìåùå-
íèå PI∆  ïðîèñõîäèò â íàïðàâëåíèè ñíèçó ââåðõ.

Çàïèøåì ñëåäóþùèå ïåðåìåùåíèÿ:

;111 IPII X ∆−==∆ δ                   (6)

,PPPP Pδ=∆                         (7)

ãäå 11δ  è PPδ  � åäèíè÷íûå ïåðåìåùåíèÿ ïî
íàïðàâëåíèþ ñèë Õ

1
 è Ð.

Åäèíè÷íûå ïåðåìåùåíèÿ 11δ  è PPδ  íàõîäÿòñÿ
ìåæäó ñîáîé â ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíîé çàâèñè-
ìîñòè. Ïîýòîìó ïðè óâåëè÷åíèè óãëàγ  äî îïòè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèå PPδ  óâåëè÷èâàåò-
ñÿ ñî ñêîðîñòüþ óâåëè÷åíèÿ ïåðåìåùåíèÿ 11δ  . Èç
âûðàæåíèé (6) è (7) âèäíî, ÷òî ïåðåìåùåíèå PP∆
óâåëè÷èâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, ìåíüøåé ñêîðîñòè
óâåëè÷åíèÿ ïåðåìåùåíèÿ IP∆  – îíî óâåëè÷èâàåò-
ñÿ ñî ñêîðîñòüþ óâåëè÷åíèÿ ïåðåìåùåíèÿ 11δ .

Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïåðåìåùå-
íèå òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû Ð (ðèñ. 1, óçåë 3) ïî
íàïðàâëåíèþ ñèëû Ð ïðè äîñòèæåíèè óãëîìγ  îï-
òèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ óìåíüøàåòñÿ äî ìèíèìóìà.

Îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð ãåîìåòðèè ïðîñò è
î÷åâèäåí. Ëåã÷å âñåãî îí äîêàçûâàåòñÿ ñ ïðèìåíå-
íèåì ïðèíöèïà âîçìîæíîé ðàáîòû, êîòîðûé óìåñ-
òíî èñïîëüçîâàòü â äàííîì ñëó÷àå åùå è ïîòîìó,
÷òî îí, êàê èçâåñòíî, ïðèìåíèì êî âñåì êîíñòðóê-
öèÿì íåçàâèñèìî îò òîãî, êàê âåäåò ñåáÿ ìàòåðèàë:
ëèíåéíî èëè íåëèíåéíî, óïðóãî èëè íåóïðóãî.

Ïðè îïòèìàëüíîì ïàðàìåòðå ãåîìåòðèè âîç-
ìîæíàÿ ðàáîòà âíóòðåííåé ñèëû â ñâÿçè, ïðèáëè-
æàþùåé ñòàòè÷åñêè îïðåäåëèìóþ êîíñòðóêöèþ ê
ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìîé, áóäåò ìàêñèìàëüíîé
(ñèëà Õ

1
 è åå âîçìîæíîå ïåðåìåùåíèå IP∆  èìåþò

ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå). Ýòà âîçìîæíàÿ ðàáîòà
èìååò âñåãäà ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê ïî îòíîøå-
íèþ ê âîçìîæíîé ðàáîòå âíóòðåííèõ ñèë (ðåçóëü-
òèðóþùèõ íàïðÿæåíèé) îñíîâíîé ñèñòåìû. Ïîýòî-
ìó ïðè îïòèìàëüíîì ïàðàìåòðå ãåîìåòðèè (ïðî-
÷èå óñëîâèÿ ðàâíû) âîçìîæíàÿ ðàáîòà âíóòðåííèõ

Òåõíè÷åñêèå íàóêè
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ñèë (ðåçóëüòèðóþùèõ íàïðÿæåíèé) âñåé êîíñòðóê-
öèè áóäåò ìèíèìàëüíîé. Âîçìîæíàÿ ðàáîòà âíåø-
íåé ñèëû (íàãðóçêè) â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì
âîçìîæíîé ðàáîòû áóäåò òîæå ìèíèìàëüíîé. À ýòî
çíà÷èò, ÷òî ïðîãèá êîíñòðóêöèè ïðè îïòèìàëüíîì
ïàðàìåòðå ãåîìåòðèè (ïðî÷èå óñëîâèÿ ðàâíû) áó-
äåò ìèíèìàëüíûì è îñíîâíàÿ ñèñòåìà � íàèìåíåå
íàïðÿæåííîé.

Íåêîòîðîå óòÿæåëåíèå ðàáîòû ñâÿçåé íå èìå-
åò ñóùåñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, òàê êàê âî ìíîãèõ ñëó-
÷àÿõ ñâÿçè, ïðèáëèæàþùèå ñòàòè÷åñêè îïðåäåëè-
ìûå êîíñòðóêöèè ê ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìûì, �
ýòî íåáîëüøèå äåòàëè (ïîäâèæíûå îïîðíûå ÷àñ-
òè, ôèëüòðû óñèëèé, ñâÿçè ñ îñíîâíîé è äîïîëíè-
òåëüíîé ïëàñòèí÷àòûìè ïðóæèíàìè), ìàññà êîòî-
ðûõ íåñîèçìåðèìî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé
êîíñòðóêöèé, íà êîòîðûå îíè îêàçûâàþò âîçäåé-
ñòâèå. ×òî êàñàåòñÿ âèñÿ÷åãî ìîñòà, æåñòêîé àðêè
ñ ãèáêîé çàòÿæêîé, øïðåíãåëüíîé áàëêè, òî ëèø-
íèå ñâÿçè ýòèõ êîíñòðóêöèé, èìåÿ çíà÷èòåëüíóþ
äëèíó, ðàáîòàþò íà ðàñòÿæåíèå, è íåêîòîðîå óòÿ-
æåëåíèå èõ ðàáîòû çà ñ÷åò îáëåã÷åíèÿ ðàáîòû ÷àñ-
òåé êîíñòðóêöèé, âîñïðèíèìàþùèõ èçãèáàþùèå
ìîìåíòû è ñæèìàþùèå óñèëèÿ, âûãîäíî.

Â îòíîøåíèè ïàðàìåòðà ãåîìåòðèè êîíñòðóê-
öèè ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà âèäà: êîíñòðóêöèè, â
êîòîðûõ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ãåîìåòðèè íå âûçû-
âàþò èçìåíåíèé â ãåîìåòðèè îñíîâíîé ñèñòåìû, è
êîíñòðóêöèè, â êîòîðûõ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ãåî-
ìåòðèè èçìåíÿþò ãåîìåòðèþ îñíîâíîé ñèñòåìû.

Åñëè ïðè èçìåíåíèÿõ ïàðàìåòðà ãåîìåòðèè
êîíñòðóêöèè èçìåíÿåòñÿ ãåîìåòðèÿ òîëüêî ëèøíåé
ñâÿçè è íå èçìåíÿåòñÿ ãåîìåòðèÿ îñíîâíîé ñèñòå-
ìû, òî, êîíå÷íî, ïðè íåèçìåííîé âíåøíåé íàãðóç-
êå îá èçìåíåíèÿõ âîçìîæíîé ðàáîòû âíóòðåííèõ
ñèë îñíîâíîé ñèñòåìû íå ìîæåò áûòü è ðå÷è.

Âî âòîðîì ñëó÷àå, êîãäà èçìåíÿåòñÿ ãåîìåòðèÿ
îñíîâíîé ñèñòåìû, âîçìîæíàÿ ðàáîòà âíóòðåííèõ
ñèë îñíîâíîé ñèñòåìû ïðè äîñòèæåíèè ïàðàìåò-
ðîì ãåîìåòðèè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íåñêîëüêî
óâåëè÷èâàåòñÿ, íî ýòî óâåëè÷åíèå âñåãäà ìåíüøå
óâåëè÷åíèÿ âîçìîæíîé ðàáîòû âíóòðåííåé ñèëû â
ñâÿçè, ïðèáëèæàþùåé ñòàòè÷åñêè îïðåäåëèìóþ
êîíñòðóêöèþ ê ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìîé.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ñëó÷àé, êîãäà èçìåíÿ-
åòñÿ ãåîìåòðèÿ îñíîâíîé ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî ðàñ-
ñìîòðèì ôåðìó, áëèçêóþ ê îäèí ðàç ñòàòè÷åñêè
íåîïðåäåëèìîé, íàïðèìåð, ôåðìó, èçîáðàæåííóþ
íà ðèñ. 1.

Âîçìîæíàÿ ðàáîòà âíóòðåííèõ ñèë ôåðìû,
áëèçêîé ê îäèí ðàç ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìîé,
ðàâíà:
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ãäå îñ

âíò
W  � âîçìîæíàÿ ðàáîòà âíóòðåííèõ ñèë
îñíîâíîé ñèñòåìû;

1N  – óñèëèÿ â ñòåðæíÿõ îò ñèëû 1X  = 1;
PN  � óñèëèå â ñòåðæíÿõ îò âíåøíåé íàãðóçêè

Ð, ïðèëîæåííîé ê îñíîâíîé ñèñòåìå;

2N  – óñèëèå â ñòåðæíÿõ îò âíåøíåé íàãðóç-
êè, ðàâíîé åäèíèöå, ïðèëîæåííîé ê îñíîâíîé
ñèñòåìå â òî÷êå ïðèëîæåíèÿ ñèëû Ð è äåéñòâó-
þùåé â íàïðàâëåíèè ýòîé ñèëû.

Ïðè äîñòèæåíèè ïàðàìåòðîì ãåîìåòðèè îï-
òèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ óñèëèÿ PN ,

1N  è
2N  óâåëè-

÷èâàþòñÿ. Óâåëè÷åíèå ýòèõ ñèë íàõîäèòñÿ â ïðî-
ïîðöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè. Ïðè ýòîì è ïåðâûé
÷ëåí â ôîðìóëå (8) óâåëè÷èâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëü-
íî óâåëè÷åíèþ IP∆ , íî óâåëè÷èâàþùååñÿ IP∆  óì-
íîæàåòñÿ åùå è íà óñèëèå Õ

1
, êîòîðîå òîæå óâåëè-

÷èâàåòñÿ. Ïîýòîìó âîçìîæíàÿ ðàáîòà âíóòðåííèõ
ñèë (ðåçóëüòèðóþùèõ íàïðÿæåíèé) âñåé êîíñòðóê-
öèè óìåíüøàåòñÿ.

Âîçìîæíîñòü óñòàíîâëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïà-
ðàìåòðà ãåîìåòðèè çàëîæåíà â ñàìèõ êîíñòðóêöè-
ÿõ. Â ñàìîì äåëå, ïðèðàâíÿâ ïðîèçâîäíóþ îò óñè-
ëèÿ â ëèøíåé ñâÿçè ïî ïàðàìåòðó ãåîìåòðèè íóëþ,
ìû äëÿ ëþáîé êîíñòðóêöèè è îò ëþáîé íàãðóçêè
ïîëó÷èì òàêîå óðàâíåíèå, â êîòîðîì âñåãäà ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñîêðàòèòü íàãðóçêó. Íà-
ëè÷èå ñâÿçåé, ïðèáëèæàþùèõ ñòàòè÷åñêè îïðåäå-
ëèìûå êîíñòðóêöèè ê ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìûì,
ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ýòó âîçìîæíîñòü.

Îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð ãåîìåòðèè êîíñòðóê-
öèé � îáúåêòèâíàÿ èñòèíà. Óñòàíîâèâ ýòó èñòèíó,
àâòîð èñïîëüçóåò åå â äåëå ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ
ñòðîèòåëüíûõ è ìîñòîâûõ êîíñòðóêöèé.

Âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
àïïàðàòà è ïðîñòîòà ðåøåíèé � åñòü ñâîåãî ðîäà
êðèòåðèé ñîâåðøåíñòâà ñâÿçåé è êîíñòðóêöèé. ×åì
ëåã÷å ïðèìåíèòü ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò è ÷åì
áîëåå ïðîñòûå ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ ðåøåíèÿ, òåì
áîëåå ñîâåðøåííûìè ÿâëÿþòñÿ ñâÿçè è êîíñòðóê-
öèè, âêëþ÷àþùèå èõ. Êîíñòðóêöèè, áëèçêèå ê
ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìûì, óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó
êðèòåðèþ.

Îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð ãåîìåòðèè ôåðì ñ ïîñòîÿííûì ðàñïîðîìÈ.Ì. Êèÿíîâ
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Â ïîèñêàõ îïòèìàëüíîé êîíñòðóêöèè, áëèçêîé
ê ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìîé, äåëî, êîíå÷íî, íå
îãðàíè÷èâàåòñÿ óñòàíîâëåíèåì îïòèìàëüíîãî ïà-
ðàìåòðà ãåîìåòðèè. Âçÿâ äëÿ êîíñòðóêöèè îïðåäå-
ëåííîãî ïðîëåòà ðàçëè÷íûå îòíîøåíèÿ æåñòêîñ-
òåé åå ýëåìåíòîâ, îïðåäåëèâ äëÿ êàæäîãî èç íèõ
îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð ãåîìåòðèè, èç ñåðèè êîí-
ñòðóêöèé ñëåäóåò âûáðàòü òó, êîòîðàÿ áóäåò íàè-
áîëåå ïîëíî óäîâëåòâîðÿòü òðåáîâàíèÿì ïðî÷íîñ-
òè, æåñòêîñòè è ýêîíîìè÷íîñòè.

Ïàðàìåòðîì ãåîìåòðèè ôåðìû, áëèçêîé ê ñòà-
òè÷åñêè íåîïðåäåëèìîé, ÿâëÿåòñÿ óãîë ìåæäó ýëå-
ìåíòàìè íèæíåãî ïîÿñà è ëèíèåé, ïðîâåäåííîé
÷åðåç öåíòðû îïîðíûõ øàðíèðîâ (ðèñ. 1, óãîë γ ).
Åñëè ýòîò óãîë ïðèíÿòü ðàâíûì íóëþ, òî ðàñïîð,
âîçíèêàþùèé â ñâÿçè, áóäåò îêàçûâàòü âëèÿíèå
òîëüêî íà íèæíèé ïîÿñ ôåðì, óìåíüøàÿ â íåì ðàñ-
òÿãèâàþùåå óñèëèå. Òàêîå ðåøåíèå íå áóäåò îïòè-
ìàëüíûì. Ïðè íàëè÷èè óãëà ìåæäó ýëåìåíòàìè
íèæíåãî ïîÿñà è ëèíèåé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíò-
ðû îïîðíûõ øàðíèðîâ, ðàñïîð áóäåò îêàçûâàòü
âëèÿíèå íà âñå ñòåðæíè ôåðìû. Èìååòñÿ îïòèìàëü-
íîå çíà÷åíèå ýòîãî óãëà.

Îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð ãåîìåòðèè ôåðìû,
áëèçêîé ê îäèí ðàç ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìîé,
îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (1). Äëÿ ôåðì ýòî óðàâ-
íåíèå èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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ãäå γ – ïàðàìåòð ãåîìåòðèè;

iN  – óñèëèÿ â ñòåðæíÿõ îñíîâíîé ñèñòåìû
îò ñèëû X

1
=1;

P
iN  – óñèëèÿ â ñòåðæíÿõ îñíîâíîé ñèñòåìû

îò çàäàííîé íàãðóçêè Ð.

Íà îñíîâíóþ ñèñòåìó äåéñòâóåò ñèëà 11 =X .

1N  – óñèëèå â ñòåðæíå 0-3; 
2N � óñèëèå â

ñòåðæíå 0-1 (ñì. ðèñ. 1).
Âûðåçàâ óçåë 0, ñîñòàâèì äëÿ íåãî óðàâíåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ â âèäå ñóììû ïðîåêöèé âñåõ ñèë íà
âåðòèêàëüíóþ è ãîðèçîíòàëüíóþ îñü:
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Íà îñíîâíóþ ñèñòåìó äåéñòâóåò íàãðóçêà Ð.
PN1

 – óñèëèå â ñòåðæíå 0-3; PN2
 – óñèëèå â

ñòåðæíå 0-1.
Âûðåçàâ óçåë 0, ñîñòàâèì äëÿ íåãî óðàâíåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ â âèäå ñóììû ïðîåêöèé âñåõ ñèë íà
ãîðèçîíòàëüíóþ è âåðòèêàëüíóþ îñü:
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Â âûðàæåíèÿõ (12) è (13) P
yR  – îïîðíàÿ ðåàê-

öèÿ îò íàãðóçêè Ð, äåéñòâóþùàÿ íà óçåë 0 â íàïðàâ-
ëåíèè y. Ñòåðæåíü 1-3 íå ó÷èòûâàåòñÿ.

2

EF

lNN

i

iii =∑

( ) ( )EFsin

lcosRsin

EFsin

lcosRsin

2
2

2
P
y

1
2

1
p
y

γα

γγ

γα

αα
=

−
−

−
−=

( ) F

lcossin

F

lcossin

sinE

R

2

2

1

1
2

P
y γγαα

γα
=





+

−
−=

Òåõíè÷åñêèå íàóêè



125ÂÅÑÒÍÈÊ ÎÃÓ 1`2002

( )
( )

.
FFsinE

FlcossinFlcossinR

21
2

1221
P
y

γα

γγαα

−

+

( ) ( )EFsin

lsin

EFsin

lsin

EF

lN

2
2

2
2

1
2

1
2

i

1
2
i

γα
α

γα
α

=
−

+
−

=∑

( ) F

lsin

F

lsin

Esin

1

2

2
2

1

1
2

2

γα
γα

=









+

−
=

( )
.

FFsinE

FlsinFlsin

21
2

12
2

21
2

γα
γα

−
+

=

.
sinsin

cossincossin
2

12
2

21

1221
1 γα

γγαα
FlFl

FlFl
RX p

y +
+

=  (14)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî óãëàγ  èñïîëü-
çóåì óðàâíåíèå (9):
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Óðàâíåíèå (15) äàåò ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå
îïòèìàëüíîãî ïàðàìåòðà ãåîìåòðèè, ïîñêîëüêó îíî
ïîëó÷åíî áåç ó÷åòà ñòîéêè 1-3.

Ïðîñòîòà � äîñòîèíñòâî óðàâíåíèÿ (15). Ïðè-
áëèæåííîå çíà÷åíèå îïòèìàëüíîãî ïàðàìåòðà ãåî-
ìåòðèè, áûñòðî íàéäåííîå èç óðàâíåíèÿ (15), íå-
òðóäíî óòî÷íèòü.

Ïîäîáíî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, ïàðàìåòðîì
ãåîìåòðèè ôåðìû, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 2, ÿâëÿåòñÿ
óãîë íàêëîíà ýëåìåíòîâ íèæíåãî ïîÿñà ê ãîðèçîí-
òàëè.

Ðèñ. 2. Áàëî÷íàÿ ôåðìà, áëèçêàÿ ê îäèí ðàç ñòàòè÷åñêè
íåîïðåäåëèìîé.

Íà îñíîâíóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ îò-
áðàñûâàíèåì ëèøíåé ñâÿçè, äåéñòâóåò íàãðóçêà Ð
è ðåàêöèÿ ñî ñòîðîíû ôèëüòðà óñèëèé X1 . Îñíîâ-
íàÿ è çàäàííàÿ ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíû.

Ó îáû÷íûõ áàëî÷íûõ ôåðì íèæíèé ïîÿñ, êàê
èçâåñòíî, ãîðèçîíòàëüíûé. Ïðè íàëè÷èè ëèøíåé
ñâÿçè ñ ôèëüòðîì óñèëèé ýëåìåíòû íèæíåãî ïîÿñà
ëó÷øå ðàñïîëàãàòü ïîä óãëîìγ  ê ãîðèçîíòàëè.
Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà ãåîìåòðèè
îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (9).

Óñèëèÿ â ñòåðæíÿõ 0-1 è 0-6 îñíîâíîé ñèñòå-
ìû îò ñèëû X

1
 =1 îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (10)

è (11).
Óñèëèå â ñòåðæíå 1-2 îñíîâíîé ñèñòåìû îò

ñèëû X
1
=1 îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåìî-

ãî ïðèðàâíèâàíèåì íóëþ ñóììû ìîìåíòîâ âñåõ
ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ÷àñòü ôåðìû, ðàñïîëîæåí-
íóþ ñëåâà îò ñå÷åíèÿ n-n , îòíîñèòåëüíî óçëà 6:

∑ = ;06M  ;0
2

1 3 =− HNtg
l p γ

,
23 H

tgl
N p γ

=                     (16)

ãäå pl – ðàñ÷åòíûé ïðîëåò ôåðìû;

Í � âûñîòà ôåðìû â ñåðåäèíå.

Óñèëèÿ â ñòåðæíÿõ 0-6 è 0-1 îñíîâíîé ñèñòå-
ìû îò íàãðóçêè Ð, ïðèëîæåííîé â ñåðåäèíå ôåðìû,
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì (12) è (13).

Óñèëèå â ñòåðæíå 1-2 îñíîâíîé ñèñòåìû îò
íàãðóçêè Ð îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è óñèëèå 3N :
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∑ = ;06M  ;0
2 3 =+ HN
l

R PpP
y

.
23 H

Rl
N

P
yPP −=                        (17)

Îïðåäåëÿÿ óñèëèå Õ
1
, óñèëèÿ â ñòåðæíÿõ ðå-

øåòêè (ñòåðæíè 1-7 è 1-6) íå ó÷èòûâàåì. Ýòî íå
îêàçûâàåò çàìåòíîãî âëèÿíèÿ íà òî÷íîñòü îïðåäå-
ëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïàðàìåòðà ãåîìåòðèè.

( ) ( )sin

cossin

sin

cossin

2
2

2

1
2

1∑ −
−

−
−

−=
γα

γγ
γα

αα
EF

lR

EF

lR

EF

lNN
P
y

P
y

i

i
P
ii

4 3
2

3
2

=−
γ

EFH

ltglR P
P
y

                     (18)

( )

( )
( )

( )

.

cossin4

sinsin

cossin4

cossin4

cossin4

coscossin4

2
321

2

2
213

2
321

2

2
312

2

2
321

2
321

2



























−
−

+

+
−

+

+
−

−=

γγα
γγα

γγα
γγ

γγα
γαα

FFFEH

FFll

FFFEH

FFlH

FFFEH

FFlH

R

P

P
y

( ) ( )sin

sin

sin

sin

2
2

2
2

1
2

1
22

γα
γ

γα
α

+
−

+
−

=∑
EF

l

EF

l

EF

lN

i

ii

cos4

sin
2

3
2

322

γ
γ

=+
EFH

ll p

( )cossin4

cossin4cossin4
22

321
2

22
312

222
321

2

γγα
γγγα

+
−

+
=

FFEFH

FFlHFFlH

( ) .
cossin4

sin)(sin
22

321
2

22
213

2

γγα
γγα

−
−

+
FFEFH

FFll p       (19)

Â âûðàæåíèÿõ (18) è (19) èìååì:
l
P
 � ðàñ÷åòíûé ïðîëåò ôåðìû;

l
1
 è F

1
 – ðàññòîÿíèå îò óçëà 0 äî óçëà 6 è ïëî-

ùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ íèæíåãî ïîÿñà;
l
2
 è F

2
 – äëèíà è ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-

íèÿ ñòåðæíÿ 0-1;
l
3
 è F

3
 – äëèíà è ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-

íèÿ ñòåðæíÿ 1-2;
α  � óãîë íàêëîíà ñòåðæíÿ 0-1 ê ãîðèçîíòàëè;
γ  – óãîë íàêëîíà ýëåìåíòîâ íèæíåãî ïîÿñà ê

ãîðèçîíòàëè.
Îáîçíà÷èì ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ âûðàæåíèÿ (18)

íà âûðàæåíèå (19) ÷åðåç Θ .

Çàïèøåì çíà÷åíèå ÷àñòíîãî Θ :

[{ coscossin4 321
2 γαα +=Θ FFlH

cossin4 2
312

2 γγ ++ FFlH

( ) ] }:cossinsin2
213

2 γγγα −+ FFll p

[ cossin4: 22
321

2 γα +FFlH

cossin4 22
312

2 γγ ++ FFlH

( ) ]sinsin 22
213

2 γγα =−+ FFll p

[ cos2sin4 2
321

2 γα += FFlH

cos2sin2 2
311

2 γγ ++ FFlH

( ) ]:2sinsin5,0 2
313

2 γγα −+ FFll P

[ cossin4: 22
321

2 γα +FFlH              (20)

( ) ].sinsin2sin 22
213

22
312

2 γγαγ −++ FFllFFlH P

Îáîçíà÷èì äåëèìîå â âûðàæåíèè (20) ÷åðåç u,
à äåëèòåëü ÷åðåç v.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé ( 4, 9), çàïèøåì:

.
''

2
1

v

uvvu

v

u

d

d

d

d

d

dX −=




=Θ=

γγγ         (21)

Ïðîèçâîäíàÿ äåëèìîãî ðàâíà

2sin22sin2sin2' 2
312

2
321

2 γγα +−−= FFlHFFlHu

2coscos4 2
312

2 γγ ++ FFlH

( ) 2cossin2
213

2 γγα −−+ FFll p

( ).2sin2sin5,0 213
2 γαγ −− FFll p

Ïðîèçâîäíàÿ äåëèòåëÿ ðàâíà

2sinsin4' 2
321

2 γα +−= FFlHv

( ) 2sinsin4sin2 2
213

2
212

2 γγαγ −−++ FFllFFlH p

( ).2sinsin2
213

2 γαγ −− FFll p

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèé u, v, 'u , 'v  óðàâ-
íåíèå (21) è ñîêðàùåíèÿ v2 ïîëó÷èì:

=−= 'uv'vu
d

dX1

γ

−−= γγαα 222
3

2
2

2
1

4 cos2sin2sinsinFFlH8

+− γγα 2222
32121

4 cos2sinsinFFFllH8

++ γγα 2coscossinFFFllH16 422
32121

4

Òåõíè÷åñêèå íàóêè
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( ) −−+ γγγαα 2coscossinsinFFFllHl4 222
3

2
2131

22
p

( ) −−− γγαγα 22
3

2
2131

22
p cos2sin2sinsinFFFllHl2

−− γα 2sin2sinFFFllH2 32
32121

4

+− γ2sinFFlH2 42
3

2
1

2
2

4

++ γγγ 2coscos2sinFFlH4 222
3

2
1

2
2

4

( ) −−+ γγαγ 2cossin2sinFFFllHl 22
32

2
132

22
p

( )−−− γαγ 2sin2sinFFFllHl5,0 3
32

2
132

22
p

( ) −−− γγαγα 2sinsinsin2sinFFFllHl2 22
3

2
2131

22
p

( )+−− γαγγ 222
32

2
132

22
p sinsin2sinFFFllHl2

( ) +−+ γγγαγ 2coscossinsinFFFllHl4 222
32

2
132

22
p

( ) −−+ γγγα 2cossinsinFFll 242
2

2
1

2
3

4
p

( ) ( )+−−− γαγγαγ 2sin2sinsinsinFFll5,0 222
2

2
1

2
3

4
p

−+ γγαα 222
3

2
2

2
1

4 cos2sin2sinsinFFlH8

−− γγα 22
32121

4 cos4sin2sinFFFllH4

( ) +−− γγγαα 22
3

2
2131

22
p cos2sinsin2sinFFFllHl2

( ) +−+ γγαγα 22
3

2
2131

22
p cos2sinsin2sinFFFllHl2

−+ γγα 2222
32121

4 cos2sinsinFFFllH8

−− γγγ 22
3

2
1

2
2

4 cos2sin4sinFFlH4

( ) +−− γγαγ 222
32

2
132

22
p cossin2sinFFFllHl2

( ) +−+ γγαγγ 22
32

2
132

22
p cos2sin2sinsinFFFllHl2

( )−−+ γαγα 222
3

2
2131

22
p sin2sinsinFFFllHl2

( ) −−− γγγα 2sin4sinsinFFFllHl 2
32

2
132

22
p

( ) +−− γγα 2sinsinFll5,0 242
1

2
3

4
p        (22)

( ) ( ) 0sin2sinsinsinFFll5,0 222
2

2
1

2
3

4
p =−−+ γαγγαγ

Ñîêðàòèâ ðÿä ÷ëåíîâ â óðàâíåíèè (22) è âû-
ïîëíèâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíûé
âèä óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïà-
ðàìåòðà ãåîìåòðèé ôåðìû, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 2.

+−+ 3
1

1
2

3
2
p

2

1
2

2 K
l

F
K

ll

H2
K

l

F2

,0K
FllH

FFll
K

Flll

FFH2
5

321
2

213
2
p

4
231

2
p

21
2

=++

       (23)

ãäå

( )( )−+−= γγγγαα 2sin2coscos2sinsinK 2222
1

( ) ( )−−−− γαγαγγα 222 sin2sin2sinsincos2sin

( ) ;2sinsin2sin 2 γγαα −−

−= γγα 2coscossin8K 42
2

( );cos4sin22sin2sin 23 γγγα +−

( );sin2sin2K 22
3 γαγ −=

−= γγγ 2coscos2(2sinK 22
4

);2coscos42sin 22 γγγ −−

( ) ( ).cos22cossinsinK 224
5 γγγγα −−=

Ìîäóëü óïðóãîñòè â óðàâíåíèè (23) ñîêðàùà-
åòñÿ, ïîñêîëüêó áûëî ïðèíÿòî, ÷òî ó âñåõ ýëåìåí-
òîâ ôåðìû îí îäèíàêîâ.

Ïðè èçìåíåíèÿõ óãëàγ  îò íóëÿ äî îïòèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó óçëàìè 0-6 è 1-6
èçìåíÿåòñÿ, íî íåçíà÷èòåëüíî. Ïîýòîìó ïðè âçÿ-
òèè ïðîèçâîäíîé âåëè÷èíû 1l è 6l  ñ÷èòàþòñÿ ïîñòî-
ÿííûìè, ðàâíûìè ñðåäíåìó èõ çíà÷åíèþ, è âûíî-
ñÿòñÿ çà çíàê äèôôåðåíöèàëà.

Íàãðóçêà, äåéñòâóþùàÿ íà ôåðìó, â óðàâíåíèè
ñîêðàòèëàñü. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îïòèìàëüíûé óãîë
íàêëîíà ýëåìåíòîâ íèæíåãî ïîÿñà ê ãîðèçîíòàëè
ïðèñóù ôåðìå è íå çàâèñèò îò íàãðóçêè.
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