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Беридзе С.П.

СВОБОДНЫЕ КРУТИЛЬНЫЕ

КОЛЕБАНИЯ КОНИЧЕСКОГО СТЕРЖНЯ

Предлагается методика расчета крутильных колебаний
стержня в виде усеченного конуса с защемленным большим
и свободным меньшим основаниями. Решение предложенно-
го уравнения колебаний стержня получено в виде разложе-
ния в ряд по функциям Бесселя.

×àñòî íà îòâåòñòâåííûõ ãðåáíûõ âàëàõ,
âàëàõ ìîùíûõ ïðèâîäîâ èìåþòñÿ êîíè÷åñ-
êèå ó÷àñòêè. Ïðè íåîáîñíîâàííîì íàçíà÷å-
íèè ðàçìåðîâ òàêèõ ó÷àñòêîâ ñíèæàåòñÿ íà-
äåæíîñòü ðàáîòû è óõóäøàþòñÿ ýêñïëóàòà-
öèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ìàøèíû â öåëîì.
Ïðè ýòîì áîëüøóþ ðîëü èãðàþò êðóòèëüíûå
êîëåáàíèÿ âàëîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ çàäà÷ó
ðàñ÷åòà âàëà ñ ïåðåìåííûì ñå÷åíèåì íà êðó-
òèëüíûå êîëåáàíèÿ îñóùåñòâëÿþò ïðèáëè-
æåííî, çàìåíÿÿ âàë ñèñòåìîé ýëåìåíòîâ ñ êî-
íå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû /5/. Ðàñ÷åò
òàêèì ñïîñîáîì ñëîæåí è ãðîìîçäîê. Ïðåä-
ëàãàåòñÿ áîëåå ïðîñòîé è òî÷íûé àíàëèòè-
÷åñêèé ñïîñîá ðàñ÷åòà êðóòèëüíûõ êîëåáà-
íèé äëÿ ñëó÷àÿ âàëîâ êîíè÷åñêîé ôîðìû. Â
ñèëó ðàíåå ñêàçàííîãî ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à
âåñüìà àêòóàëüíà

 Ðàññìîòðèì ñòåðæåíü (ðèñ. 1), çàùåìë¸í-
íûé ó ëåâîãî áîëüøåãî îñíîâàíèÿ ðàäèóñà
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Ðèñ. 1 Óðàâíåíèå ñâîáîäíûõ êðóòèëüíûõ êîëå-
áàíèé êîíè÷åñêîãî ñòåðæíÿ áåð¸ì â âèäå /1/:
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Ïîäñòàâèì (2), (3), (5) â (4), ïîëó÷èì
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Ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóí-
êöèè ôîðìû êîëåáàíèé θθθθθ=θθθθθ(z).
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Îáîçíà÷èì
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Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå åñòü óðàâíåíèå,

ïðèâîäÿùååñÿ ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ /2/.
Åãî ðåøåíèå èìååò âèä:
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Ôóíêöèÿ Q  äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëå-
äóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì /3/.

    Ïåðâîå: íà ëåâîì çàùåìë¸ííîì êîíöå
îòñóòñòâóþò ïåðåìåùåíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî,
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ïðè y lR= 1 Q = 0. (10)
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ñóòñòâóåò êðóòÿùèé ìîìåíò.

Çíà÷èò

ïðè z l= 0=
¶

¶
=

z
GJM pk

j
.

Ò.ê. J lp ( )  íå ðàâíî 0, òî äîëæíî áûòü

0=
¶

¶

z

j
.

Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòî áóäåò:

ïðè y lR= 2
0=

Q
dy

d
. (11)

Ïîäñòàâèì (9) â (10) è (11), ïîëó÷èì

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

Ñ lR J plR C lR J plR

C R R lR J plR R R lR J plR p

C R R lR J plR R R lR J plR p

1 1

3

2
3

2

1 2 1

3

2
3

2

1

1 1 2 2

5

2
3

2

2 1 2 2

3

2
3

2

2

2 1 2 2

5

2
3

2

2 1 2 2

3

2
3

2

2

0

3

2

3

2
0

-

-

-

- -

-

-

-

-

+ =

- - - ¢ ×
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
+

+ - - - ¢ ×
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
=

ì

í

ï
ï
ï
ï

î

ï
ï
ï
ï

( )

.

×òîáû çàäà÷à èìåëà ðåøåíèå, íóæíî,
÷òîáû îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (12) áûë ðàâ-
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Ðÿäû, îïðåäåëÿþùèå ôóíêöèè Áåññåëÿ
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 ñõîäÿòñÿ ïðè ëþáîì y  è äî-

ïóñêàþò äâóêðàòíîå ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöè-
ðîâàíèå /4/, ýòèìè æå ñâîéñòâàìè îáëàäàåò è
èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ (14), ñëåäîâàòåëüíî,
(14) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), åñëè âåðíóòü-
ñÿ ê ïðåæíåé ïåðåìåííîé z . Ïîëíîòà ðåøåíèÿ
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îíî ðàçëîæåíî ïî ïîëíîé
îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå ôóíêöèé, âûðàæàþ-
ùèõñÿ ÷åðåç ôóíêöèè Áåññåëÿ. Â ðàáîòå /3/ äî-
êàçàíà îäíîçíà÷íîñòü ðåøåíèé îáùåé çàäà÷è
î êîëåáàíèÿõ óïðóãèõ òåë, êîòîðûå óäîâëåò-
âîðÿåò äàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì äëÿ ñìå-
ùåíèé è ñêîðîñòåé. Ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýòîé îáùåé çàäà÷è.

Ïîñêîëüêó ðÿäû, ÷ëåíàìè êîòîðûõ ÿâëÿ-
þòñÿ Áåññåëåâû ôóíêöèè, ñõîäÿòñÿ äîñòàòî÷-
íî áûñòðî, òî, ñ ó÷åòîì âîçìîæíîãî èñïîëü-
çîâàíèÿ ÝÂÌ äëÿ ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà, ðåøå-
íèå çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ëþáîé ñòåïå-
íüþ òî÷íîñòè.
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