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КРИВАЯ ИНВЕРСИИ

ПРОЦЕССА ДЖОУЛЯ-ТОМСОНА

ДЛЯ ГАЗА ДИТЕРИЧИ

Рассматривается эффект адиабатического дросселирова-
ния Джоуля-Томсона. В качестве термического уравнения со-
стояния выбрано двухпараметрического  второе уравнение
Дитеричи. Методом малого параметра отыскивается уравнение
кривой инверсии реального газа в плоскости P, Т.  Приводится
сравнение с результатами расчета на основе двухпараметри-
ческого уравнения состояния реального газа ван-дер-Ваальса,
а также с экспериментальными данными.

Íåîáðàòèìûé ïðîöåññ àäèàáàòè÷åñêîãî
äðîññåëèðîâàíèÿ ãàçîâ íàõîäèò øèðîêîå ïðè-
ìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðî-
öåññàõ ãàçîâîé ïðîìûøëåííîñòè è ïðåäñòàâ-
ëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ äëÿ òåõíîëîãîâ.
Îäíàêî â ëèòåðàòóðå îòñóòñòâóåò èññëåäî-
âàíèå ýòîãî ïðîöåññà íà áàçå âòîðîãî óðàâ-
íåíèÿ òåðìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ðåàëüíîãî ãàçà
Äèòåðè÷è [1].

Â äàííîé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ òåðìîäèíà-
ìè÷åñêèé àíàëèç ïðîöåññà àäèàáàòè÷åñêîãî
äðîññåëèðîâàíèÿ è äàåòñÿ âûâîä óðàâíåíèÿ
êðèâîé èíâåðñèè äëÿ ãàçà Äèòåðè÷è.

1.Êîýôôèöèåíò Äæîóëÿ-Òîìñîíà α
i
 (äèô-

ôåðåíöèàëü-íûé äðîññåëü-ýôôåêò), îïðåäåëÿ-
þùèé òåìïåðàòóðó íåîáðàòèìî ðàñøèðÿþ-
ùåãîñÿ ãàçà â êîíöå àäèàáàòè÷åñêîãî ïðîöåñ-
ñà äðîññåëèðîâàíèÿ, êàê èçâåñòíî [2], äàåòñÿ
ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:
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Çäåñü âñå îáîçíà÷åíèÿ îáùåïðèíÿòû â òåõ-
íè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêå[2],à èíäåêñû i è p
îçíà÷àþò ïîñòîÿíñòâî ýíòàëüïèè è äàâëåíèÿ.

Ìíîæåñòâî òî÷åê íà äèàãðàììå ñîñòîÿ-
íèé (υ,p) èëè (p,T), â êîòîðûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûé äðîññåëü-ýôôåêò îáðàùàåòñÿ â íîëü, îá-
ðàçóåò êðèâóþ èíâåðñèè ïðîöåññà àäèàáàòè-
÷åñêîãî äðîññåëèðîâàíèÿ ãàçà.

Êàê èçâåñòíî, ïðîöåññ Äæîóëÿ-Òîìñîíà
ïðîÿâëÿåò ñåáÿ òîëüêî íà ðåàëüíîì ãàçå. Îä-
íèì èç òåðìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ ðå-
àëüíûõ ãàçîâ ÿâëÿåòñÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå
óðàâíåíèå Äèòåðè÷è [1]:
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â êîòîðîì ïàðàìåòðû a è b, òàêæå êàê è â
óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ âàí-äåð-Âààëüñà, õà-
ðàêòåðèçóþò ñèëû âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ
ìåæäó ìîëåêóëàìè è èõ ñîáñòâåííûé îáú¸ì.

2. Ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ Äèòåðè÷è a è b
ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî êðèòè÷åñêèì ïàðàìåò-
ðàì ñîñòîÿíèÿ ãàçà P

êð
 è T

êð
. Äåéñòâèòåëüíî,

â êðèòè÷åñêîé òî÷êå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

 Óðàâíåíèå (2)è óñëîâèÿ (3)ïðèâîäÿò ê
ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:
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ðåøàÿ êîòîðóþ,  ïîëó÷èì:
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ãäå êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè
ðàâíû: α=9,44; β= 0,067; γ=0,267.
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ïîýòîìó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) ìîæíî èñêàòü
ïî ìåòîäó ìàëîãî ïàðàìåòðà [3].

Ïîäñòàíîâêà t=υ1/3 ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè
óðàâíåíèå (5) ê ðàöèîíàëüíîìó âèäó
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Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ→0
óðàâíåíèå èìååò äâà �íóëåâûõ� êîðíÿ:
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ïðè÷åì, âòîðîé êîðåíü ëåãêî óòî÷íÿåòñÿ ñ
ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïðè t→0 t5 << t3, òîãäà
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Òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6) áóäåì èñ-
êàòü â îêðåñòíîñòè �íóëåâûõ� ðåøåíèé t

0
(1)

è t
0

(2). Ñóùåñòâîâàíèå ýòèõ êîðíåé èëëþñò-
ðèðóåò ãðàôèê íà ðèñ.1, ïîêàçûâàþùèé çà-
âèñèìîñòü ëåâîé ÷àñòè (5) îò âåëè÷èíû óäåëü-
íîãî îáú¸ìà äëÿ àçîòà ïðè ðàçíûõ p.

Ñëåäóÿ ìåòîäó ìàëîãî ïàðàìåòðà, ïðåä-
ñòàâèì ïåðâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6)âáëèçè
êîðíÿ t

0
(1) â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà ïî ìàëîìó

ïàðàìåòðó µ:

Ïî óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ (2) ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ υ′

T
, ïîäñòàâèâ êî-

òîðóþ â (1)è èñêëþ÷èâ òåìïåðàòóðó èç ïîëó-
÷åííîãî âûðàæåíèÿ ñ ó÷åòîì (2), íàéäåì óðàâ-
íåíèå êðèâîé èíâåðñèè â ïåðåìåííûõ P è υ:
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3. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî àíàëèç ïðî-
öåññà Äæîóëÿ-Òîìñîíà óäîáíåå âñåãî âåñòè
ïî óðàâíåíèþ êðèâîé èíâåðñèè â èíòåíñèâ-
íûõ ïàðàìåòðàõ ñîñòîÿíèÿ P è T.  Â ñâÿçè ñ
ýòèì ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ â óðàâ-
íåíèè (5), ÷òî ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì äàííîãî
óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî óäåëüíîãî îáú¸ìà υ.
Ïðè ýòîì îáðàòèì âíèìàíèå íà îäíó îñîáåí-
íîñòü óðàâíåíèÿ (5), ïîçâîëÿþùóþ íàéòè åãî
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ïîñêîëüêó òî÷íîå
ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ âåñüìà ãðîìîçä-
êî è íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà.

Òàê, â ÷àñòíîñòè, äëÿ àçîòà êðèòè÷åñêèå
ïàðàìåòðû ñîñòàâëÿþò: T

êð
=126 K, P

êð
=3,39

ÌÏà, òîãäà  ïî óðàâíåíèþ (4) ïàðàìåòðû
óðàâíåíèÿ Äèòåðè÷è äëÿ ýòîãî ãàçà áóäóò
ðàâíû: a=819,5 è b=7,358*10-4 ì3/êã. Ïðè äðîñ-
ñåëèðîâàíèè ãàçà â ñðåäó ñ àòìîñôåðíûì èëè
áîëüøèì äàâëåíèåì ñâîáîäíûé ÷ëåí óðàâíå-
íèÿ (5)µ=(8a)/(3P)ñòàíîâèòñÿ ìàëûì µ~10-2,
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Ðèñ.1. Çàâèñèìîñòü ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5) îò óäåëüíîãî îáú¸ìà äëÿ ðàçëè÷íûõ äàâëåíèé:
êðèâàÿ 1-P=0.006*P

êð
,2-0.005* P

êð,
3-0.004*P

êð,
4-0.003*P

êð
.1

Технические науки Энергетика и теплотехника
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Ïîäñòàâëÿÿ â  óðàâíåíèå (6) t
1
 è ââîäÿ

íîâóþ íåèçâåñòíóþ X=t
1
/t

0
(1), ïðèâåäåì óðàâ-

íåíèå èíâåðñèè ê âèäó:

ãäå α=1/[t
0

(1)]5.
Äàëåå çàìåíÿåì â ýòîì âûðàæåíèè X c

ó÷åòîì (7) è ïðèðàâíèâàåì êîýôôèöèåíòû ïðè
,035 =+- mamaXX

îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ìàëîãî ïàðàìåòðà µ,
òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèç-
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òîãäà ïåðâûé êîðåíü óðàâíåíèÿ óðàâíåíèÿ (5)
ïðèìåò âèä:
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Âòîðîé êîðåíü óðàâíåíèÿ (5) áóäåì èñ-
êàòü òàêæå â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåò-
ðà µ:

Ïîäñòàâëÿÿ ðÿä (9) â óðàâíåíèå (6) è ñðàâ-
íèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïå-
íÿõ µ, íàéäåì, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ñ íå-
÷åòíûìè èíäåêñàìè îáðàùàþòñÿ â íîëü, ò.å.
B

2n-1
=0, à äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñ ÷åòíûìè èí-

äåêñàìè ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
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Îáðàòèì âíèìàíèå íà òîò ôàêò, ÷òî  îáà
ðåøåíèÿ (8)è (10) äëÿ äàííîãî ãàçà çàâèñÿò
òîëüêî îò äàâëåíèÿ,ò.å. υ

1
=υ

1
(P), υ

2
=υ

2
(P).

Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè
óðàâíåíèå êðèâîé èíâåðñèè ãàçà Äèòåðè÷è â
ïåðåìåííûõ (P,T),  åñëè çàìåíèòü â óðàâíåíèè
ñîñòîÿíèÿ Äèòåðè÷è óäåëüíûé îáú¸ì υ ëèáî
ïî ðåøåíèþ (8), ëèáî ïî ðåøåíèþ (10), ò.å.
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Ýòè ôóíêöèè îïèñûâàþò äâå âåòâè èí-
âåðñèîííîé êðèâîé, êàê è â ñëó÷àå ãàçà âàí-
äåð-Âààëüñà.

4.Íàéäåì ïàðàìåòðû êðèòè÷åñêîé òî÷êè
íà êðèâîé èíâåðñèè ãàçà Äèòåðè÷è. Ôîðìàëü-
íî ýòî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ:
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íî òàêîé ïîäõîä âåäåò ê ãðîìîçäêèì âûêëàä-
êàì, è íå ïðèìåíèì ê ïðèáëèæåííûì ðåøåíè-
ÿì (11). Ïðîùå âñåãî èñïîëüçîâàòü òîò î÷åâèä-
íûé (ðèñ.2) ôàêò, ÷òî â êðèòè÷åñêîé òî÷êå (ïà-
ðàìåòðû îòìå÷åíû ∗) íà êðèâîé èíâåðñèè (in)
îáà ðåøåíèÿ υ

1
(P) è υ

2
(P) äîëæíû ñîâïàäàòü

è, êðîìå òîãî, äàâëåíèå â ýòîé òî÷êå P∗
in
 äîë-

æíî áûòü íàèáîëüøèì èç âñåõ âîçìîæíûõ. Ïðè
ýòîì óñëîâèè ôîðìàëüíî ïîëàãàÿ â (8) è (10)
P→∞ è óäåðæèâàÿ â (8) êîýôôèöèåíò (5/3)a/
(bP)c ó÷åòîì óñëîâèÿ, ÷òî µ→0 ïðè P→∞, äëÿ
óäåëüíûõ îáú¸ìîâ â êðèòè÷åñêîé òî÷êå ìîæ-
íî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ
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Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ âûðàæå-
íèé, à òàêæå ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ (8) è (10),
íàéäåì ïàðàìåòðû ñîñòîÿíèÿ â êðèòè÷åñêîé
òî÷êå íà êðèâîé èíâåðñèè:
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ àçîòà, ó êîòîðîãî
a=819,5 è b=7,358*10-4, âû÷èñëåíèÿ ïî ýòèì
ôîðìóëàì äàþò ñëåäóþùèå   çíà÷åíèÿ:
P∗

in
=166,4 ÌÏà, T∗

in
=92,6 Ê, υ∗

in
=1,18*10-4 ì3/

êã, èëè â ïðèâåäåííîì âèäå:

.1,49735,0 == **
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Äðóãîé õàðàêòåðèñòèêîé èíâåðñèîííîé
êðèâîé ãàçà Äèòåðè÷è, òàê æå êàê è âàí-äåð-
âààëüñîâñêîãî ãàçà, ÿâëÿþòñÿ òåìïåðàòóðû T

a
è T

b
, ïðè êîòîðûõ êðèâàÿ èíâåðñèè ïåðåñåêà-

åò îñü äàâëåíèé, ïðè÷åì T
a
 îïðåäåëÿåòñÿ ëå-

âîé âåòâüþ υ
1
(P), à T

2
- ïðàâîé υ

2
(P).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòèõ òåìïåðàòóð,èìåþ-
ùèõ ìåñòî ïðè ìàëûõ P, íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) â ôîðìå (8) èëè (10),
ïîñêîëüêó îíè ïîëó÷åíû â ïðåäïîëîæåíèè
ìàëîñòè ïàðàìåòðà µ. Ïðè ìàëûõ P ýòîò ïà-
ðàìåòð íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìàëîñòè,
à ðÿäû (8) è (10) ñòàíîâÿòñÿ ðàñõîäÿùèìèñÿ.

Âñëåäñòâèå ýòîãî íàéäåì ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (5) ïðè ìàëûõ äàâëåíèÿõ, äëÿ ÷åãî óì-
íîæèì åãî íà P5/3  è ïðèâåäåì ê âèäó:
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Ïîëàãàÿ çäåñü Z3=Pυ, ïåðåïèøåì óðàâíå-
íèå â âèäå
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ñòàíîâèòñÿ ìàëûì ïðè P→0, ïîýòîìó ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (12) ìîæíî èñêàòü òåì æå ìå-
òîäîì.

Ïðè ν=0 óðàâíåíèå (12) èìååò äâà �íóëå-
âûõ� ðåøåíèÿ (òðåòüå òðèâèàëüíîå):
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ðåøåíèÿ ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà.

Ïåðâîå ðåøåíèå ïðåäñòàâèì âáëèçè Z
0

(1)

òàê:

( ) å
¥

=

=+++=
1

)1(

0

2

21

)1(

01 )13(...1
n

n

n
CZCCZZ nnn

èëè æå, îáîçíà÷èâ ÷åðåç X=Z
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0
(1), ïðåîáðà-
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Ðèñ.2. Êðèâàÿ èíâåðñèè T=T(P) ïðîöåññà Äæîóëÿ-Òîìñîíà äëÿ ãàçà Äèòåðè÷è: êðèâàÿ 1- T(p) ïî óðàâíå-
íèþ (8), êðèâàÿ 2- T(p) ïî óðàâíåíèþ (10).2

Технические науки Энергетика и теплотехника
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äàâëåíèå ôèçè-
÷åñêè íå ìîæåò óñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, ò.ê. êðè-
âàÿ υ

1
(P)ïåðåñå÷¸ò ëèáî êðèâóþ ñóáëèìàöèè,

ëèáî êðèâóþ íàñûùåíèÿ.
Âòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12)áóäåì èñ-

êàòü âáëèçè âòîðîãî êîðíÿ Z
0

(2) â âèäå ñëåäó-
þùåãî ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà ν:
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Íî ðÿä ýòîãî âèäà ñ òî÷íîñòüþ äî îáî-
çíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (9),
ïîýòîìó âñå êîýôôèöèåíòû D

2n
ñîâïàäàþò ñ
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íèÿìè υ
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(P) è υ
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(P) ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà,

ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ Äèòåðè÷è
υ

1
(P)è çàìåíÿÿ P äàâëåíèåì íàñûùåíèÿ P

s
, äëÿ

òåìïåðàòóðû T
a
 ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ
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Ðàñ÷åò ïî ýòîìó âûðàæåíèþ ïðèâîäèò ê
çíà÷åíèþ T

b
≅1K äëÿ àçîòà.

5. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñðàâíèòü ðå-
çóëüòàòû ðàñ÷åòà èíâåðñèîííîé êðèâîé íà
îñíîâå óðàâíåíèÿ Äèòåðè÷è ñ ðåçóëüòàòàìè

ðàñ÷åòà íà îñíîâå óðàâíåíèÿ âàí-äåð-Âààëü-
ñà, à òàêæå îïûòíûìè çíà÷åíèÿìè.

Òàê, ðàñ÷åò ïî óðàâíåíèþ âàí-äåð-Âààëü-
ñà ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì çíà÷åíèÿì êðèòè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà êðèâîé èíâåðñèè [2]:
P∗

in
/P

êð
=9, T∗

in
/T

êð
=3. Ýòè æå ïàðàìåòðû ðàñ-

ñ÷èòàííûå ïî óðàâíåíèþ Äèòåðè÷è ñîîòâåò-
ñòâåííî ñîñòàâëÿþò 49,1 è 0,735, îïûòíûå äàí-
íûå (ïî àçîòó) ïðèâîäÿò ê çíà÷åíèÿì 11,2 è 2,48
[2]. Êàê âèäèì, ðàñõîæäåíèå ìåæäó îïûòíû-
ìè è ðàñ÷åòíûìè çíà÷åíèÿìè êîîðäèíàò êðè-
òè÷åñêîé òî÷êè çíà÷èòåëüíî ðàñõîäÿòñÿ äðóã
ñ äðóãîì. Â òî æå âðåìÿ îïûòíûå çíà÷åíèÿ
òåìïåðàòóð èíâåðñèîííîé êðèâîé T

1
(1P

êð
)=116,

T
2
(5P

êð
)=130 è T

3
(10P

êð
)=223 K õîðîøî ñîîòâåò-

ñòâóþò òåì æå òåìïåðàòóðàì ãàçà Äèòåðè÷è
T

1
(1P

êð
)=98, T

2
(5P

êð
)=120 è T

3
(10P

êð
)=214 K ,íî

ëèøü íà âåòâè ìåíüøèõ òåìïåðàòóð. Íà âåò-
âè æå áîëüøèõ òåìïåðàòóð  èìååò ìåñòî çíà-
÷èòåëüíîå ðàñõîæäåíèå:à)îïûòíûå çíà÷åíèÿ
ïðè óêàçàííûõ äàâëåíèÿõ äàþò ñëåäóþùèå
òåìïåðàòóðû- 880, 516 è  393Ê ;á)ðàñ÷¸ò  ïî
óðàâíåíèþ Äèòåðè÷è-4600,2000 è 1400 Ê. Äðó-
ãîå îòëè÷èå îáíàðóæèâàåòñÿ â òî÷êàõ  ïåðå-
ñå÷åíèÿ èíâåðñèîííîé êðèâîé ñ îñüþ äàâëå-
íèé:  îïûò è óðàâíåíèå âàí-äåð-Âààëüñà äàþò
T

a
≅6,75T

êð
≅844 Ê, òî òåìïåðàòóðà ïî óðàâíå-

íèþ Äèòåðè÷è ïðèâîäèò ê T
a
~1/P

s
1/2→∞. Ñðàâ-

íåíèå âòîðûõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ èíâåðñèîí-
íîé êðèâîé ñ îñüþ äàâëåíèé äà¸ò: îïûò( ãàç
âàí-äåð-Âààëüñà)T

b
≅0,75T

êð
=94 K, ãàç Äèòåðè-

÷è T
b
≅1 K.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå àíàëî-
ãè÷íîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ Äèòåðè÷è  ïðèâîäèòüñÿ â [4,çàäà-
÷à 43], îäíàêî â ïðåîáðàçîâàíèÿõ äîïóùåíà
îøèáêà, ÷òî äåëàåò ðåçóëüòàòû íåâåðíûìè.

Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòà èíâåðñèîííîé êðèâîé
ïî óðàâíåíèèþ Äèòåðè÷è ñ îïûòíûìè äàí-
íûìè ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î õîðîøåì
ñîîòâåòñòâèè íà ëåâîé âåòâè è ïðè áîëüøèõ
äàâëåíèÿõ, íà ïðàâîé æå âåòâè çíà÷åíèÿ ñèëü-
íî ðàñõîäÿòñÿ.
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