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Ещё в работах Помье (1968г.), а затем в

работах Бухгольца для функции ∑
∞
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рассматривались функции ∑
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многочлены n-й степени Q(z), определённые
соотношением
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Можно определить при фиксированном
ć, 0=ć<∞, обобщённую производную
соотношением
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и тогда рассматривать функции fn(z) как
производные.

В этой работе удалось распространить
основные свойства, изученные в работах
Помье и Бухгольца на многочлены,
определённые условием:
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В статье Бухгольца и Шаффа (апрель,
1972 год) “Нули частичных сумм и остатков
бесконечного ряда” исследуется связь между
порядком роста аналитической функции f(z)
и поведением последовательностей {sn(f)} и
{rn(f)}.

Для всякой функции
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и величины
1) lln zfS max)( = , где zl – нули n-ой

частичной суммы.
2) iin tfr max)( = , где fn(ti)=0 – нули

нормализованного остатка.
3) ∀ {Rn} – неубывающая

последовательность положительных чисел
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(R – тип функции f(z) по {Rn}).
Авторы статьи показали, что

существует такая абсолютная постоянная P,
для которой справедливы неравенства
(точные!)
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Таким образом, существует глубокая
связь между фn(f), Sn(f) и rn(f).

Функции цnf(z) можно рассматривать
как обобщённые ? – производные (при г = 0)
[3], определённые соотношением 0? г <8
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(для ć = 1 это будет обычная операция
дифференцирования).

Основные результаты Бухгольца и

Материал статьи относится к важному разделу тео�
рии аналитических функций – интерполяционным зада�
чам. В этой области используются полиномы Абеля�Гон�
чарова , т.е. аппарат, разработанный в 30е годы В. Л.
Гончаровым. основные свойства много�членов Абеля�Гон�
чарова изучены в работах Помье (1968 г.), Бухгольца
(1970 г.), Шаффа (1972 г.).

В данной статье рассмотрена справедливость анало�
гичных свойств многочленов для фиксированного произ�
вольного ć, 0<ć<∞∞∞∞∞,θθθθθ распространены основные свойства,
изученные в работах Помье и Бухгольца на многочлены,
определённые условием:

!
"
#

$
%

$
.,1
,,0

)(B(k)
m mk

mk
zk

В.В. Липилина

НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА

МНОГОЧЛЕНОВ ТИПА

АБЕЛЯ�ГОНЧАРОВА



5 3ВЕСТНИК ОГУ 2 `2000

Шаффа получены с помощью многочленов
типа Абеля-Гончарова [3], поэтому
естественно появилось желание обобщить или
рассмотреть справедливость аналогичных
свойств многочленов для фиксированного
произвольного ć, ∞<≤ γ0 .

Введём обозначения.
Обозначим через Ać,r класс функций f(z)
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Bn(z)- полином, аналогичный полиномам
Абеля-Гончарова, определим условиями:
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Этими условиями многочлены
определяются однозначно.

Замечание. Пусть { }∞
0kz  - произвольная

последовательность чисел. Тогда f(z)
разлагается в ряд
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при условии допустимости перестановки
порядка суммируемости.

Справедливость этого разложения будет
доказана ниже.

Свойства многочленов:
1º. Всякий многочлен Bn(z) можно

представить в виде определителя:
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Обобщённое дифференцирование Bn(z)
сводится к дифференцированию последней
строки, поэтому Bn

(k)(zk)=0, (k<n), т. к. в
определителе совпадают (k+1)-я и последняя
строки. При k=n равенство Bn

(k)(zk)=1
очевидно (определитель имеет ступенчатый
вид).

1º. Bn(z) зависит фактически ещё от z0,
z1, z2, …, zn-1, т. е. Можно писать: Bn(z)=Bn(z;

z0, z1, z2, …, zn-1).
2º. Bn(z0; z0, z1, z2, …, zn-1)=0.
Это тождество очевидно, т.к. в

определителе (1.2) совпадают первая и
последняя строки.

3º. ?ля Bn(z; z0, z1, …, zn-1) справедливо
рекуррентное соотношение:
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Доказательство:
Справедливость (1.3) следует из

разложения γ!n
z n

 по многочленам {Bk(z)}.
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которое легко проверяется, если
продифференцировать это равенство k раз и
использовать условие (1.1)

в точке z0:
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в точке z1 находим I-ю производную:
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и так далее, в точке zk находим k-ю
производную:
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Равенство (1.4) верно.

4º для любого k, 0≤k≤n
Bn

(k)(z; z0, …, zn-1)=Bn-k(z; zk, …, zn-1), (1.5)
отсюда получаем аналог формулы Тейлора
для многочлена.
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Доказательство:
Доказательство этой формулы такое же,

как для обычной формулы Тейлора для
многочлена, только берём г-производные.

В. В. Липилина  Некоторые свойства многочленов типа Абеля!Гончарова
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последовательно дифференцируя его k-раз:
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и полагая во всех этих формулах z=0,
найдём выражение коэффициентов
многочлена через значения самого
многочлена и его производных при z=0.

Итак , a0=Bn(0; z0, …, zn-1)
a1=Bn-1(0; z1, …, zn-1)
………………………
ak=Bn-k(0; zk, …, zn-1)

и поэтому
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Формула (1.6) доказана.

5º. Полином Bn(0; z0, …, zn-1) и Bn(z; z0,
…, zn-1) однородные функции n-ой степени
относительно своих переменных, т. е.
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Доказательство:
Это тождество доказывается простой

индукцией. Свойство очевидно при n=0.
Предположим, что свойство верно для n=0,
1, …, k, т. е. верны равенства:
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и докажем, что свойство верно для n=k+1, т.е.
справедливо для любого n. Однородность
Bn(0; z0, …, zn-1) легко получить из (1.3) при
z=0, т. к.

Bn(0; z0, …, zn-1)=

= ∑
−

=

−

…
−

−
1

0 )!(

n

k
1-k0k

kn
k );z , ,z (0;B
kn

z
γ

тогда:

)z , ,z (0;B
kn

z
zzB

n

k
1-k0k

kn
k

nn =…
−

−= ∑
−

=

−

− λλ
λ

λλ γ

1

0
10 )!(

)(
),,;0( !

)z , ,z (0;B
kn

zn

k
1-n0k

k
kn

k =…⋅⋅
−

−= ∑
−

=

−

λ
λ

γ

1

0 )!(
)(

).z , ,z (0;B)z , ,z (0;B
kn

z
1-n0n

n
n

k
1-k0k

kn
kn …⋅=…
−

⋅−= ∑
−

=

−

λλ γ

1

0 )!(

Однородность Bn(z; z0, …, zn-1) будет
очевидна из однородности Bn(0; z0, …, zn-1) и
свойства 4º.
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Итак, формула (1.7) верна для любого n є N.

6º . Для многочлена Bn(z; z0, …, zn-1)
справедлива формула:
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Доказательство:
Используем формулу Тейлора для

многочлена (1.6)
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заменим n-m на k (0=k=n), тогда имеем:
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7º. Для многочлена Bn(z) справедлива

формула { } 1, ≤∀ kk zz
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(1.9)
Доказательство:
Для доказательства применим аналог

формулы Абеля-Гончарова для многочлена
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где { }n
kw 0  - любые.

В справедливости этой формулы легко
убедиться почленным дифференцированием,
как это делается при выводе обычной
формулы Тейлора, учитывая свойство 4?.

Если в (a) положить
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то получим:
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Заменим k на n-k, тогда получим (при
этом поменяли порядок слагаемых (от m=0
до m=n)).
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Справедливость формулы доказана.

8º. Пусть
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тогда справедливо nmm ≤≤∀ 0,
неравенство
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Доказательство:
Неравенство очевидно при m=0 и m=n,

т.к. H0(г)=1. Предположим, что 0<m<n и
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Пусть j?1 фиксировано, и n=q∙j+l, 0<l<j,

тогда по (1.10) имеем

)()()()()( γγγγγ jn
e

j
q

jejgn HHHHH
−

⋅ ⋅≥⋅≥

и устремляя n>?, получим (учитывая, что

1)( ≥γjH  и 01 →<
njn

l
)

)()(inflim
11

γγ jjnnn
HH ≥

∞→
,

отсюда

)(sup)(inflim
11

γγ jjnnn
HH =

∞→
,

отсюда имеем неравенство:

)(sup)(lim
1

0

1
γγ jj

j
nnn

HH
∞<≤∞→

=

и т.д.

10º. При любых { } 1, ≤kk zz  многочлен
Bn(z) удовлетворяет неравенству:
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Воспользуемся формулами (1.6) и (1.10)
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Введем лемму:
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k

kknn z
k
a

zf γ .

Согласно этой формулы и определения

класса γ,rA :

∑∑∑
∞

=

∞

=

+∞

=

+ +⋅+=+<⋅≤
000

)(

!
)()(

!
)(

!
)(

k

k
n

k

kn

k

k
n

kn
n

n

k
rr

k
rz

k
a

zf γγγ

εεε ,

т.е.
( )[ ]εϕε +⋅+≤ rrzf n

n
n )()()( .

ТЕОРЕМА:

Если любая rAzf ,)( γ∈ , то для любой

последовательности { } 1, ≤kk zz  ее можно
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разложить в ряд:

∑
∞

=
−⋅=

0
10

)( ),...,;()()(
k

nnn
n zzzBzfzf , (*)

причем ряд сходится равномерно внутри
области аналитичности функции f(z).

Доказательство:

Т.к. )(
1
γH

r < , то существует такое 0>ε ,

что )(
1
γ

ε
H

r <+ . Обозначим через q=(r+е)∙H(г),

тогда 0<q<1.
По предыдущей лемме и оценке

многочлена Bn(z) (1.11) оценим теперь
произведение

( ) ( ) =⋅⋅+⋅+≤⋅ )()()()()( zAHrrzBzf k
k

kk
k γεϕε

( ) ( ) ( )zArqzAr
H
HHr k

k
kkk )()(

)(
)()( εϕεϕ

γ
γγε +≤⋅+⋅⋅⋅+= .
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По признаку Вейерштрасса следует
отсюда равномерная и абсолютная
сходимость ряда (*) в любой замкнутой
ограниченной области при 0<ć<∞∞∞∞∞; причем
ввиду абсолютной сходимости законны
любые перестановки членов ряда, поэтому:

( )∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=

− =⋅





−

=⋅
0 0

)( )(
!

)()(
n k

k
kn

kn
k

n
kk

k zBz
kn

azBzf γ

( ) )(
!

)(
! 00 0

zf
n

zazB
kn
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n

n
n

n

n

k
k

kn
k

n ==









−

= ∑∑ ∑
∞

=

∞

= =

−

γγ .

Теорема доказана.


