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Введение 
 

Методическое пособие является инструментом самостоятельной работы 
студентов в соответствии с рабочей программой дисциплины «Математика». 

Целями данного методического пособия являются: 
1) закрепление и углубление знаний студентов по дисциплине 

«Математика»;  
2) освоение приемов работы с научной и справочной литературой; 
3) овладение методами научных исследований при решении проблем и 

вопросов по предмету «Математика»; 
4) развитие необходимых навыков практического использования 

методов решения задач, изученных на лекционных занятиях; 
5) развитие навыков самостоятельной работы. 
Данная дисциплина базируется на школьный курс. Вместе с тем знания, 

умения, навыки, приобретенные при изучении дисциплины «Математика», 
используется для изучения других дисциплин.   
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1 Тригонометрические функции 
 

1.1 Единичная окружность 
 

В координатной плоскости ху отметим на оси Ох справа от начала 
координат точку А и проведём через неё окружность с центром в точке О 
(рисунок 1).  

 
Рисунок 1 – Окружность в координатной плоскости 

 
Радиус ОА называют начальным радиусом. Условились, если повернуть 

начальный радиус около точки О по часовой стрелке, то угол поворота считать 
отрицательным, если против часовой стрелки — то угол положительный. 

Угол в 1° - это угол, который опишет начальный радиус, совершив 1/360 
часть полного оборота вокруг начала координат против часовой стрелки. 

Минутой называется 1/60 градуса (обозн. 1’). 
Секундой называется 1/60 минуты (обозн. 1"). 
Определение. Единичная окружность - это окружность радиуса 

равным единице с центром в начале координат (рисунок 2). 

 
            Рисунок 2 – Единичная окружность 
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На единичной окружности отметим т. Р0 (1;0). При повороте 
начального радиуса около   центра О на угол α радиан точка Р0 (1 ;0) перейдёт в 
точку Рα. Поворот на 0 радиан означает, что точка. Р 0  (1;0) остаётся на месте. 

На рисунке 3 приведены рисунки поворотов на некоторые углы. 

 
                     Рисунок 3 - Повороты на некоторые углы 

 
При повороте на 2π=360° точка возвращается в исходное положение. При 

повороте на -2π=-360° точка возвращается в исходное положение. Если α>2π, то 
при повороте на угол  α рад, точка совершает 1 или несколько полных оборотов 
и проходит ещё некоторый путь α0, где 0 ≤ α0 ≤2π. 
 

Пример: 
При повороте начального радиуса на угол 9π/2 точка совершает 2 

полных оборота и проходит ещё путь π/2, т. к. 9π/2=2π*2+π/2 (рис 3) 
Вообще, если α= α0*2πk; где kє2; k≠0, то при повороте на угол α получается та же 
самая точка, что и при повороте на угол а0. 

ВЫВОД. Каждому действительному числу α соответствует 
единственная точка единичной окружности, полученная поворотом точки (1;0) 
на угол α  рад. 

Однако одной и той же точке единичной окружности соответствует 
бесконечное множество действительных чисел α+2πk, kєZ, задающих поворот 
точки Р0 в точку Рα. 
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1.2 Понятие угла 
 
1.2.1 Измерение углов 

 
Определение. Углом называется фигура, состоящая из двух 

различных лучей, исходящих из одной точки (рисунок 4). 
Определение. Если стороны угла лежат на одной прямой, то угол 

называется развернутым. 
Угол — это результат вращения луча ОА вокруг точки О. 

 
 

                                                                             В                           
                           Конечная сторона угла 
 
                                                                                               Внутренняя часть угла 
Внешняя часть угла 
 
                                     О                                                     А                       
 
                                                        Начальная сторона угла 
 
 

Рисунок 4 – Понятие угла 
 

 
Углы измеряются в градусах и радианах.  
Определение. 1 Радиан – это такой центральный угол, длина дуги 

которого равна радиусу окружности (рисунок 5). 
 
                                                                                 
 
                                                                                 l = R                                                 
 
                                                                                                                                         
                                                               
                                                              
 
                                                        
 
 

Рисунок 5 – Радианная мера угла 
 

                                             1800 = π рад,                                                  (1) 
 

тогда 10 =0,0175рад, а 1 рад= 57º 3´ 
 
 

 
              R  
                   
1рад 

         O 
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1.2.2 Формулы перевода угловых мер 
 
Из формулы (1) легко выразить формулу перевода градусной меры в 

радианную меру угла: 
 

                                           0
0

180
1 радπ

= ,                                             (2)  

                                         
и формулу перевода радианную меру угла в градусную: 

 

                                                  
π

01801 =рад .                                                       (3)    

 
Например. 

 1. Перевести радианную меру угла равную 
3

2π в градусную. 

Пользуясь формулой перехода (3) получаем: 
 

0
0

120180
3

2 =⋅=
π

πα  

 
Ответ: α = 1200. 
 

2. Перевести градусную меру угла равную 2100 в радианную. 
Пользуясь формулой перехода (2) получаем: 
 

6
7

1801
210

180
210 0

0

0
0 πππα =

⋅
⋅=⋅=  

 
Ответ: 

6
7πα = . 

3. Перевести радианную меру угла в градусную, если 
4

5πα −= . 

Пользуясь формулой перехода (3) получаем: 
 

0
0

225180
4

5 −=⋅−=
π

πα  

 
Ответ: 0225−=α . 
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1.2.3 Классические углы 

Рисунок 6 – Классические углы 
 

1.3 Определение тригонометрических функций 
 
На единичной окружности отметим т. Р0(1;0) повернем начальный 

радиус на угол α  радиан.  
Определение. Синусом угла α называется, ордината точки (рисунок 7), 

полученной поворотом точки (1;0) вокруг начала координат на угол α  радиан. 
Обозначается: sinα.  

Рисунок 7- Понятие синуса угла α 
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Определение. Косинусом угла α называется абсцисса точки (рисунок 
8), полученной поворотом точки (1;0) вокруг начала координат на угол α 
радиан. Обозначается cоsα.  

 

Рисунок  8 – Понятие косинуса угла α 
 
Определение. Тангенсом угла α называется отношение синуса угла α к его 

косинусу. Обозначается tgα (рисунок 9). 
Тангенс угла α вычисляется по формуле: 
 

                                            
α
αα

cos
sin=tg     ,                                            (4) 

                                                                         

Рисунок 9 – Понятие тангенса угла α 
 
Определение. Котангенсом угла α называется отношение косинуса угла α к его 

синусу (рисунок 10). Обозначается ctgα. 
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Котангенс угла α вычисляется по формуле: 
 

                                            
α
αα

sin
cos=ctg     ,                                          (5) 

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 10 – Понятие котангенса угла α 
 
1.4 Свойства тригонометрических функций 
 
Тригонометрическими функциями называются функции вида: 

.,,cos,sin ctgxytgxyxyxy ====   
 
1.4.1 Знаки тригонометрических функций 
 
Знаки синуса, косинуса, тангенса и котангенса показаны на рисунке 11. 
 
    y                                            y                                             y       
 

           +              +                            __             +                          __              + 
 
                                         x                                             x                                        x     
          __            __                            __            +                           +               __ 
                                                                            
    
 
     а) знаки синуса                      б) знаки косинуса              в) знаки тангенса и             
                                                                                                      котангенса 
 

Рисунок 11 – Знаки тригонометрических функций 
1.4.2 Четность тригонометрических функций 
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Функция косинуса является чётной,  т.е. при любом значении α 
выполняется равенство: 

 
                                                    αα cos)cos( =− ,                                                 (6) 

 
Функции синуса, косинуса, тангенса и котангенса являются нечётными, т. е 

при любом значении α выполняются равенства: 
 

αα sin)sin( −=−  
                                                       αα tgtg −=− )(     ,                                               (7)         
                                                      αα ctgctg −=− )(                                                  

 
 

1.4.3 Периодичность тригонометрических функций 

Определение. Функция  называется )(xf  периодической, если существует 
такое число 0≠T , что при любом x  из области определения функции числа 

)( Tx −  и  )( Tx + также принадлежат этой области и выполняется равенство:  
)()()( TxfxfTxf +==− , где T  - период функции. 

Если T  - период функции, то Tk , где zk∈  и 0≠k  также период функции. 
Периодическая функция имеет бесконечное множество периодов. 

Наименьший период – основной. 
Основной период у функций xyxy cos,sin ==   равен π2 . 
Основной период у функций ctgxytgxy == ,   равен  π . 

Теорема 1. Наименьший положительный период синуса и косинуса 
равен 2π, т.е. при всех значениях α выполняются равенства: 

                                         
( )
( ) απα

απα
cos2cos
sin2sin

=+
=+

 ,                                           (8) 

Теорема 2. Наименьший положительный период тангенса и котангенса 
равен π, т.е. при всех значениях α выполняются равенства: 

                                         
( )
( ) απα

απα
ctgctg
tgtg
=+
=+

 ,                                              (9) 

 

1.5 Основные формулы тригонометрии 
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1.5.1 Основные тождества тригонометрии 

1cossin 22 =+ αα  

α
αα

cos
sin=tg                    

α
αα

sin
cos=ctg  

1=⋅ αα ctgtg  

α
α 2

2

cos
11=+tg              

α
α 2

2

sin
11=+ctg  

  

1.5.2 Формулы суммы и разности синусов (косинусов)  
тригонометрических функций 

 

2
cos

2
sin2sinsin

2
cos

2
sin2cossin

βαβαβα

βαβααα

+−=−

−+=+
 

2
sin

2
sin2cos

2
cos

2
cos2coscos

βαβαβα

βαβαβα

−+−=−

−+=+

co
 

 
Например.  
1) Вычислить 

12
sin

12
7sin ππ − , используя таблицу тригонометрических 

значений. 

2
2

2
1

2
22

3
cos

4
sin2

2
1212

7
cos

2
1212

7
sin2

12
sin

12
7sin =⋅⋅=⋅=

+
⋅

−
=− ππ

ππππ
ππ  

 
2) Вычислить xx 2cos3cos − . 
 

2
sin

2
5sin2

2
23sin

2
23sin22cos3cos xxxxxxxx −=−⋅+−=−  

 
 
 

 
1.5.3 Формулы сложения 
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( )
( )
( )
( )

( )

( )
βα
βαβα

βα
βαβα

βαβαβα
βαβαβα
βαβαβα
βαβαβα

tgtg
tgtgtg

tgtg
tgtgtg

+
−=−

−
+=+

−=−
+=+
−=+
+=−

1

1

sincoscossinsin
sincoscossinsin
sinsincoscoscos
sinsincoscoscos

 

Например. Вычислить 075cos  
( )

25,0
4

26
2
1

2
2

2
3

2
2

30sin45sin30cos45cos3045cos75cos 0000000

≈−=⋅−⋅

=−=+=
 

 
1.5.4 Формулы двойных углов 

ααα cossin22sin ⋅=  

ααα 22 sincos2cos −=          1cos2sin212cos 22 −=−= ααα  

α
αα 21

22
tg
tgtg

−
=  

 

1.5.5 Формулы половинных углов 

2
cos1

2
sin 2 αα −=                       

2
cos1

2
cos2 αα +=  

α
αα

cos1
cos1

2
2

+
−=tg  

 
Расположение основных углов в четвертях: 
1 четверть     xx +− ππ 2,

2
                                                

2 четверть     xx −+ ππ ,
2

                                       

3 четверть     xx −+
2

3, ππ                                                 

4 четверть     xx −+ ππ 2,
2

3           

                
 
    
1.5.6  Формулы приведения 
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Формулы, выражающие тригонометрические функции от аргументов 

απαπαπαπ ±±±± 2,
2

3,,
2

 через тригонометрические функции аргумента α, где 

α – любое допустимое значение аргумента, называются формулами приведения. 
Для запоминания формул удобно пользоваться мнемоническим 

правилом.  

Правило. В углах 
2

3,
2

ππ  название функции меняется 

( )tgctgctgtg →→→→ ,sin,coscos,sin  и перед функцией ставиться тот знак, 
который имеет исходная функция. 

В углах π, 2π название функции сохраняется и знак ставиться тот, 
который имеет исходная функция (см. таблицу 1). 

 
Таблица 1. Формулы перевода 

 
 

Аргумент sin  cos  tg  ctg  

απ
+

2
 αcos  αsin−  αctg−  αtg−  

απ
−

2
 αcos  αsin  αctg  αtg  

απ +  αsin−  αcos−  αtg  αctg  

απ −  αsin  αcos−  αtg−  αctg−  

απ
+

2
3  αcos−  αsin  αctg−  αtg−  

απ
−

2
3  αcos−  αsin−  αctg  αtg  

απ +2  αsin  αcos  αtg  αctg  

απ −2  αsin−  αcos  αtg−  αctg−  

 
                              
Например. 
 1) С помощью формул приведения вычислить )113sin( 0− . 

Так как функция xy sin=  нечетная, тогда 
0000 23cos23

2
sin113sin)113sin( −=+−=−=− ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π  

2)  С помощью формул приведения вычислить )375cos( 0− . 
Так как функция xy cos=   четная, тогда  

0000 15cos)152cos(375cos)375cos( =+==− π  
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1.6 Тригонометрические функции 
 
 
1.6.1 Схема исследования функции: 
 
1) область определения; 
2) область значения; 
3) четность; 
4) периодичность; 
5) точки пересечения с осями координат; 
6) промежутки знакопостоянства; 
7) промежутки возрастания и убывания; 
8) точки максимума и минимума; 
9) экстремумы. 
 
1.6.2 Исследование функции синуса 
 
Определение. Функция, заданная формулой xy sin=  называется 

функцией синуса. 
Свойства функции: 
1) RyD =)( (где R  – множество всех действительных чисел); 
2) [ ]1;1)( −=yE ;                                 
3) xy sin=  – нечетная функция => график симметричен относительно 

начала координат. Выполнятся равенство: αα sin)sin( −=− ; 
4) π2=T - наименьший положительный период;  
5)Точки пересечения с осями координат: 

);0;0(0,0sin,0)
);0;(0sin,0)

⇒===⇒∩
===⇒∩
yyxOYб
kxyOXa π

 

6) Промежутки знака постоянства: 
0)() >xfа  при )2;2( kkx πππ +∈ ; 
0)() <xfб  при ( )kkx πππ 2;2+−∈ ; 

7) Промежутки возрастания и убывания функции: 
xа) ∈[ nn ππππ 2

2
;2

2
++− ]---↑; 

xб) ∈[ nn ππππ 2
2
3;2

2
++− ]---↓; 

8) Точки min и max: 
min2

2
) −+−= nxa ππ ; 
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 max2
2

) −+= nхб ππ ; 

9) Максимумы и минимумы функции: 
1) −=yа  –максимум функции; 

1) =yб  – минимум функции; 
10) График  (рисунок 12).    
 
                                                        y 
                                                         1 
                                                                                                        xy sin=  
 
 
                    π2−  

2
3π

−  π−   
2
π

−      0      
2
π        π    

2
3π   π2    

2
5π         x           

 
                                                        -1 
 

Рисунок 12 – График функции синуса 
 

Определение. Графиком функции xy sin=  называют синусоидой.   
                
Пример. Построить график функции 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

6
sin2 πxy : 

1) строим xy sin= ; 

2) сдвигаем xy sin=  на 
6
π  вправо => ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

6
sin2 πxy ; 

3) растягиваем ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

6
sin2 πxy  в 2 раза вдоль ОУ => ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

6
sin2 πxy . 

 
 
1.6.3 Исследование функции косинуса. 
  
Определение. Функция, заданная формулой xy cos=  называется 

функцией косинуса. 
Свойства функции: 
1) RyD =)( ; 
2) [ ]1;1)( −=yE ; 
3) xy cos=  - четная => график симметричен относительно OY. 

Выполняется равенство: αα cos)cos( =− ; 
4) π2=T - наименьший положительный период; 
5) Точки пересечения с осями координат:  
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);1;0(0cos,0)

;0;
2

0cos,0)

===⇒∩

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +===⇒∩

yxOYб

kxyOXa ππ
    

6) Промежутки знака постоянства: 

0)() >xfа  при  nтх ππππ 2
2

;2
2

( ++−∈ );  

0)() <xfб  при ( nтх ππππ 2
2

;2
2

++∈ ); 

7)    Промежутки возрастания и убывания функции: 
[ ]
[ ] ;2;2)

;2;2)
↓−−−+∈

↑−−−+−∈

kkxб
kkxа

πππ

πππ
 

8) Точки min и max: 

 
max;2)

min;2)
−=

−+=
kxб
kxа

π
ππ

 

9) Минимумы и максимумы функции: 
1) −=yа -максимум функции; 

1) =yб  – минимум функции; 
10)   График (рисунок 13). 
 
                                                        y 
                 
                                                         1                                xy cos=  

 
                                       
                                                       

                   π2−  
2

3π
−   π−    

2
π

−      0     
2
π      π    

2
3π    π2    

2
5π           x 

 
 

                                                        -1 
 

Рисунок 13 – График функции косинуса 
 

Определение. Графиком функции xy cos=  называют косинусоидой. 
 
Пример: Построить график функции 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

4
cos2 πxy :  

1) строим xy cos= ; 

2) сдвигаем xy cos=  на 
4
π  влево => ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

4
cos2 πxy ; 
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3) растягиваем ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

4
cos2 πxy   в 2 раза вдоль ОУ. 

 
1.6.4 Исследование функции тангенса 
 
Определение. Функция, заданная формулой tgxy =  называется 

функцией тангенса. 
Свойства функции: 

1)  0cos,
cos
sin ≠= x
x
xtgx . Поэтому RyD =)( , кроме Zx ∈+±= κπκπ ,

2
; 

2)  RyE =)( ; 
3)  tgxy =  – нечетная =› график симметричен начало координат. 

Выполняется равенство: αα tgtg −=− )( ; 
            4)  π=T  - наименьший положительный период;  
            5)  Точки пересечения с осями координат: 

( )

( );0;0
0cos
0sin,0)

;0;
cos
sin0,0)

===⇒∩

===⇒∩

yxOYб

k
x
xyOXа π

 

6)  Промежутки знакопостоянства: 

( )

( ) ;0,
2

)

;0
2

,)

<⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−∈

>⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∈

xfxб

xfxа

πκπκπ

πκππκ
 

7)  Промежутки возрастание и убывание функции: 

Функция возрастает на всей области определения ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++− πκππκπ

2
;

2
;  

8)  Типы min и max – нет; 
9)  Экстремумов нет; 
10)  График (рисунок 14).  
 
Определение. Графиком функции tgxy =  называют семейством 

тангенсоид. 
 
1.6.5 Исследование функции котангенса 
 
Определение. Функция, заданная формулой ctgxy =  называется 

функцией котангенса. 
Свойства функции: 
1) 0sin,

sin
cos ≠= x
x
xctgx .Поэтому RyD =)( , кроме zx ∈±= κπκ , ; 
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2) RyE =)( ; 
 
 
 
                                                       y                           tgxy =           
                         
 
 
 
 
                    
                           

2
3π

−    π−   
2
π

−       0         
2
π      π      

2
3π               x 

 
 
 
 
 
 

Рисунок 14 - График функции тангенса. 
 

3) Функция ctgxy =  нечетная =› график симметричен относительно 
начало координат. Выполняется равенство: αα ctgctg −=− )( ; 

4)  π=T – наименьший положительный период;  
5)  Точки пересечения с осями координат: 

;0;
2sin

cos0,0) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +===⇒∩ k

x
xyOXa ππ  

)б Точек пересечения с осью OY нет; 
6.  Промежутки знакопостоянства: 

;0)(),
2

()

;0)()
2

,()

<⇒+−∈

>⇒+∈

xfxб

xfxа

πκπκπ

πκππκ
 

7.  Промежутки возрастания и убывания функции: 
Функция убывает на всей области определения ( )πκππκ +; ; 
8. Точек min и max нет; 
9.  Экстремумов нет;  
10.  График (рисунок 15) 
 
Определение. Графиком функции ctgxy =   называют семейством 

котангенсоид. 
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                                                        y                    ctgxy =    
 
 
 
 
 
                  
                  π2−   

2
3π

−   π−   
2
π

−       0         
2
π     π      

2
3π    π2          x 

 
 
 
 
 
    

Рисунок 15 – График функции котангенса 
 
 
1.7 Обратные тригонометрические функции 
 
Теорема (о корне): Пусть функция )(xf  возрастает (или убывает)   на 

промежутке I , число a  – любое из значений,  принимаемых )(xf  на этом 
промежутке. Тогда уравнение axf =)(  имеет единственный корень на  
промежутке I . 

Рассмотрим  ax =sin  (функция синуса возрастает на отрезке ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
;

2
ππ ). По 

теореме о корне для любого числа a  в этом промежутке существует единственный 
корень b  уравнения ax =sin . Это число b  называют  арксинусом числа a .  

Определение. Арксинусом числа a  называется такое число из отрезка 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
;

2
ππ , синус которого равен a .  

Обозначается: aarcsin   
 
Некоторые тождества для арксинуса: 
1) ( ) aa =arcsinsin ; 
2) xx =)arcsin(sin ; 
3) aa arcsin)arcsin( −=− .  
 

Пример. Вычислить 
2
2arcsin  
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⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈==

2
;

24
,

2
2

4
sin..,

42
2arcsin πππππ кт  

                                                                                                                                            
Рассмотрим  ax =cos  (функция косинуса убывает на промежутке [ ]π;0 ). 

По теореме о корне для любого числа a  в этом промежутке существует 
единственный корень b  уравнения ax =cos . Это число b  называют  
арккосинусом  числа a .  

  Определение. Арккосинусом числа a  называют такое число  из отрезка  
[ ]π;0 , косинус  которого равен  a . 

Обозначается: aarccos  
 
Для арккосинуса можно вывести ряд тождеств: 
1) ( ) aa =arccoscos ; 
2) xx =)arccos(cos ; 
3) aa arccos)arccos( −=− π . 
  

Пример. Вычислить 
2
3arccos  

[ ]ππππ ;0
6

,
2
3

6
cos..,

62
3arccos ∈== кт  

                                           
 
Рассмотрим tgxy =  (функция тангенса возрастает на промежутке 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
;

2
ππ ). По теореме о корне для любого числа a  в этом промежутке 

существует единственный корень b  уравнения tgxy = . Это число b  называют 
арктангенсом числа a .  

 Определение. Арктангенсом числа a  называется такое число  из 

промежутка ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
;

2
ππ , тaнгенс которого равен a .  

Обозначается: arctga  
 
Тождества: 
1)  aarctgatg =)( ; 

2) xtgxarctg =)( , если ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

2
;

2
ππx ; 

3) arctgaaarctg −=− )( . 
 
Пример. Вычислить 1arctg  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈==

2
;

24
,1

4
..,

4
1 πππππ tgктarctg  
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Рассмотрим actgx =  (функция котангенса убывает на промежутке 
( )π;0 ). По теореме о корне для любого числа a  в этом промежутке существует 
единственный корень b  уравнения actgx = . Это число b  называют 
арккотангенсом числа a .  

Определение: Арккотангенс числа a  называют такое число из 
промежутка ( )π;0 , котангенс которого равен a . 

Обозначается: arcctga  
 
Тождества: 
1)  aarcctgactg =)( ; 
2) xctgxarcctg =)( ,если ( )π;0∈x ; 
3) arcctgaaarcctg −=− π)( . 
 
Пример. Вычислить 1arcctg  

( )ππππ ;0
4

,1
4

..,
4

1 ∈== ctgктarcctg  

 
 
1.8 Простейшие тригонометрические уравнения 
 
Рассмотрим   ax =cos . 
1) 1>a  решений нет, т.к. 1cos ≤x    
2) Общий случай: 1<a   
Уравнение ax =cos  по теореме имеет один корень ax arccos=  на [ ]π;0 , 

т. к  xy cos=  - четная функция, то на [ ]0;π−  есть еще одно решение 
ax arccos−= . Т. к. функция косинуса периодическая, то объединяя два корня 

получаем:  
 
                                   Zax ∈+±= κπκ ,2arccos,21 ,                                   (10) 
 
3) Частные случаи:  

а) 1cos −=x , то Zx ∈+= κπκπ ,2 ; 

б) 0cos =x , то  Zx ∈+= κπκπ ,
2

; 

в) 1cos =x , то Zx ∈= κπκ ,2 . 
          

Пример.  Решить уравнение  
2
1cos =x  
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Zx

Zx

x

∈+±=

∈+±=

=

κπκπ

κπκ

,2
3,

,2
2
1arccos,

2
1cos

21

21  

Ответ: Zxx ∈+=+−= κπκππκπ ,2
3

,2
3 21

. 

 
Рассмотрим ax =sin . 
1)  1>a  -  решений нет, т.к. 1sin ≤x  
2)  Общий случай: 1<a   
Уравнение ax =sin   по теореме имеет один корень ax arcsin=  на 

промежутке ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2
;0 π . На промежутке ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ππ ;
2

 имеет решение ax arcsin−=π . 

Объединяя два корня и учитывая периодичность функции синуса, получаем 
общую формулу:  

 
                                    ( ) Zax ∈+⋅−= κπκκ ,arcsin1 ,                                (11) 
 
4) Частые случаи:  

а) 1sin =x , то Zx ∈+= κπκπ ,2
2

; 

б) 0sin =x , то Zx ∈= κπκ , ; 

в) 1sin −=x , то Zx ∈+−= κπκπ ,2
2

. 

 

Пример.  Решить уравнение 
2
2sin =x  

( )

( ) Zx

Zx

x

k

k

∈+⋅−=

∈+⋅−=

=

κπκπ

κπκ

,
4

1

,
2
2arcsin1

2
2sin

 

Ответ: ( ) Zx k ∈+⋅−= κπκπ ,
4

1  

 
Рассмотрим atgx = .  

Функция tgxy =  возрастает на ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
;

2
ππ . Тогда уравнение atgx =  имеет 

единственный корень arctgax = . Учитывая периодичность функции, получаем 
корень этого уравнения (общая формула): 
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                                            Zarctgax ∈+= κπκ , ,                                    (12) 
  
Пример. Решить уравнение 3=tgx  

Zx

Zarctgx
tgx

∈+=

∈+=

=

κπκπ
κπκ

,
3

,3
3

 

Ответ: Zx ∈+= κπκπ ,
3

 

 
Рассмотрим уравнение actgx = .  
Функция ctgxy =  убывает на ( )π;0 . Тогда уравнение actgx =  имеет 

единственный корень arcctgax = . Учитывая периодичность функции 
котангенса, получаем корень уравнения (общая формула): 

 
                                           Zarcctgax ∈+= κπκ , ,                                    (13) 
 

Пример. Решить уравнение 
3

1−=ctgx  

Zx

Zarcctgx

ctgx

∈+=

∈+−=

−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

κπκπ

κπκ

,
3

2

,
3

1
3

1

 

Ответ: Zx ∈+= κπκπ ,
3

2  

 
 
1.9  Решение тригонометрических уравнений основными способами 
 
Определение. Уравнение вида 0sinsin 2 =+⋅+⋅ cxbxa  (аналогично для 
ctgxxtgx ,cos, ) называется квадратным тригонометрическим уравнениями, где 

0≠a . 
 
Алгоритм решения квадратных уравнений: 
1) Просмотреть, есть ли в уравнении член второй степени;  
2) Ввести новую переменную, с учетом этого переписать уравнение;  
3) Решить квадратное уравнение; 
4) Найти корни уравнения и записать ответ.  
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Пример 1. Решить уравнение  
01sinsin2 2 =−+ xx  

Обозначим yx =sin ,   
тогда получим 012 2 =−+ yy   

Решая квадратное уравнение, получаем корни  
2
1

1 =y  и  12 −=y . 

Следовательно,  

             
2
1sin =x                                           1sin −=x  

( ) πκκ +⋅−=
2
1arcsin1x                    Zx ∈+−= κπκπ ,2

2
  

( ) Zx ∈+⋅−= κπκπκ ,
6

1   

Ответ: ( ) Zx ∈+⋅−= κπκπκ ,
6

11 , Zx ∈+−= κπκπ ,2
22 . 

  
Пример 2.  Решить уравнение  

02cos5sin6 2 =−+ xx  
Такого вида уравнение необходимо вначале преобразовать, используя 

основное тригонометрическое тождество, чтобы привести его к одной 
переменной: xxxx 2222 cos1sin1cossin −=⇒=+  

( ) 02cos5cos16 2 =−+− xx  
02cos5cos66 2 =−+− xx  

04cos5cos6 2 =−− xx  
Заменяем переменную tx =cos , тогда 

0456 2 =−− tt     

Решая квадратное уравнение, получаем корни  
2
1

1 −=t   и  
3
4

2 =t . 

Следовательно, 

             
2
1cos −=x                                                      

3
4cos =x                      

Zx ∈+−±= ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ κπκ ,2
2
1arccos2,1                   ⇒>1

3
4  решений нет 

Zx ∈+±= κπκπ ,2
3

2
2,1                    

Ответ:  Zx ∈+±= κπκπ ,2
3

2
2,1 .                      

 
Пример 3.  Решить уравнение 
 32 =+ ctgxtgx  
Используя одну из основных формул тригонометрии (см.1.5.1), запишем 

tgx
ctgx 1= . Обозначим ttgx =   => получаем уравнение 32 =+

t
t , которое 

приводится к квадратному 
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0232 =+− tt  ( при условии  0≠y ) 
Его корни равны 21 =t , 12 =t . Следовательно,  

2=tgx                                               1=tgx   

Zarctgx ∈+= κπκ ,2                      zkkx ∈+= ,
4

ππ  

Ответ: πκ+= 21 arctgx , zkkx ∈+= ,
42 ππ  

Определение. Уравнение вида 0cossin =⋅+⋅ xbxa  называется 
однородным уравнением 1 порядка. 

 
Пример 4.  Решить уравнение 

0sincos =− xx  xcos:/  
Обе части уравнения необходимо разделить на xcos  (или на xsin ). При 

этом получаем уравнение равносильное данному уравнению 

zkkx

tgx
tgx

x
x

x
x

∈+=

=
=−

=−

,
4

1
01

0
cos
sin

cos
cos

ππ

 

Ответ: zkkx ∈+= ,
4

ππ  

 
Определение. Уравнение вида 0coscossinsin 22 =+⋅⋅+⋅ xxxbxa   

называется однородным  уравнением 2 порядка. 
 
Пример 5. Решить уравнение  

xxxxx 222 cos:/0coscossin4sin3 =+⋅⋅−  
Обе части уравнения необходимо разделить на cos2 x (или на sin2 x). При 

этом получаем уравнение равносильное данному уравнению 

0143

0143

0
cos
cos

cos
cossin4

cos
sin3

2

2

2

2

22

2

=+−
=

=+−

=+−

yy
ytgx
tgxxtg

x
x

x
xx

x
x

 

Решая квадратное уравнение, получаем корни 
3
1,1 21 == yy . 

Следовательно, 
1=tgx                                                         

3
1=tgx  

Zarctgx ∈+= κπκ ,1                                 Zarctgx ∈+= κπκ ,
3
1  

Zkkx ∈+= ,
4

ππ                                         
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Ответ:  kx ππ +=
41 , Zarctgx ∈+= κπκ ,

3
1

2 . 

               
Пример 6.  Решить уравнение  

1cossin4sin6 2 =⋅⋅+ xxx  
Приведем данное уравнение к однородному уравнению второго 

порядка. Для этого воспользуемся основным тригонометрическим тождеством 
(см. 1.5.1) 1cossin 22 =+ xx  

xxxxxx 2222 cos:/0cossincossin4sin6 =−−⋅⋅+  
0145 2 =−+ tgxxtg  

Пусть ttgx = , тогда  

0145 2 =−+ tt , где   
5
1

1 =t , 12 −=t . 

5
1=tgx                                              1−=tgx   

Zarctgx ∈+= κπκ ,
5
1                     zkkx ∈+−= ,

4
ππ    

Ответ:  πκ+=
5
1

1 arctgx , Zkkx ∈+−= ,
42 ππ . 

 
2  Показательная и логарифмическая функции 
 
2.1 Корень n-степени и его свойства 
 
Определение:  Корнем n-ой степени из числа a  называют такое число, 

n-ая  степень которого равна a . 
Обозначают п а , где n  - показатель корня, a  - подкоренное выражение, 

знак корня - радикал. 
Пример. Вычислить 

3273 = , т. к. 2733 = . 
Определение. Арифметическим корнем n-ой степени из числа a   

называется неотрицательное число, n-ая степень которого равна a . 
Пример.  Вычислить 
1)  02,283 >=   

2) 0
2
3,

2
3

16
81

3 >=  

Рассмотрим  уравнение axn = , где n - чётное: 
1) n axa ±=> ,0 уравнение имеет 2 корня; 
2) 0,0 == xa  уравнение имеет 1 корень; 
3) 0<a  нет корней (пример ( ) 42 2 =− ). 
 
Пример.  Решить уравнение 
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3,3
81

81

21

4
2,1

4

−=
±=

=

xx
x
x

 

Ответ: 3,3 21 −= xx . 
 
Рассмотрим уравнение axn = , где n  - нечётное. 
При нечётном  n  существует корень n-ой степени из любого числа  a  и 

притом только один axn = . 
При нечётном  n  выполняется равенство: 

nn aa −=−  

Замечание: n na = a , если  - чётное n ;  
                                a  , если n  - чётное 
Свойства корня n –й степени 
Для любого n , целого κ  и любых неотрицательных чисел a  и b  

выполнены равенства: 
1) n вава пп ⋅=⋅ ; 
2) ппп вава // = ; 
3) пкп к аа =   ( 0>k ); 

4) пк кп аа =    ( 0>k ); 

5) кпп к аа )(= . 
 
 
2.2 Иррациональные уравнения 
 
Определение. Уравнения, в которых под знаком корня содержится 

переменная, называются иррациональными. 
 
Пример. 1) Решить уравнение 

252 =−x  Для нахождения переменной x  необходимо избавится от 
корня, используя замечание (см. выше). Возведём обе части уравнения в 
квадрат: 

3
9

45

2,1

2

2

±=
=

=−

x
x
x

   

Решая иррациональное уравнение, необходимо делать проверку: 
x1=3, тогда  

22
24

2532

=
=

=−
 данный корень является корнем уравнения 
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х2=-3, тогда 
( )

22
24

253 2

=
=

=−−

 данный корень тоже является корнем уравнения 

  
Ответ: 3,3 21 −== xx . 
  
Пример. 2) Решить уравнение 

2−= xx  уравнения такого вида решаются методом равносильного 
перехода: по определению x - это такое неотрицательное число, квадрат 
которого равен подкоренному выражению. Другими словами, уравнение   

2−= xx  равносильно системе: 
( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−
−=
02
2 2

x
xx  

Решаем первое уравнение системы, причем правая часть будет 
раскрываться по формуле ( ) 222 2 bababa +±=± . 

4
2

4
1

4
1

2

94
045
44

2

1

2

1
2,1

2

2

2

=⇒
≥
=
=

=
=

=±−=

=−=
=+−
+−=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
⎢
⎣

⎡

⎢
⎣

⎡

x
x
x
x

x
x

a
Dbx

acbD
xx
xxx

 

В уравнении такого вида  не делая проверки  можно определить корни 
уравнения, решив второе неравенство системы. В нашем уравнении 
посторонним корнем является первый корень, т.к. не удовлетворяет 
полученному условию. 

Ответ: 4=x . 
 
Пример. 3) Решить уравнение 

⎢
⎣

⎡

−=
=

=

=
=−−

=−
=−

1
2

9
02

2
2

2

1
2,1

2

2

2

x
xx

D
xx
xx
xx

 

Проверка: 
х1=2, тогда 
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22
2222

=
=−   корень уравнения 

х2=-1, тогда 
( )

11
121 2

−=−

−=−−  посторонний корень уравнения 

Ответ: 2=x . 
 
Пример. 4) Решить уравнение 

3 2 11 −−=− xxx  чтобы избавиться от корня этого уравнения 
необходимо обе части уравнения возвести в куб 

( ) 11 23 −−=− xxx  
Для решения  уравнения  используем формулу 

( ) 32233 33 babbaaba ±+±=± . 

( )
( )

2,0
02

044
044

1133

21

2

2

23

223

==
=−

=+−
=+−

−−=−+−

xx
xx

xxx
xxx

xxxxx

 

Проверка:  
01 =x , тогда -1 = -1 
22 =x , тогда 1=1 

Получается,  что оба корня являются решением этого уравнения. 
Ответ: 2,0 21 == xx . 
 
 
2.3 Степень с рациональным показателем 
 
Определение. Степенью числа 0>a  с рациональным показателем 

n
mr = , где m - целое число, а n - натуральное ( 1>n ) называют число n ma , т.е. 

по определению n mn

m

aа =  . 

Пример.  44
1

77 =  

         6 56
5

22 =  

Замечание: nk
mk

a = n
m

n mnk mk aaa ==  
 
Для любых рациональных чисел r, s и любых положительных  a и b 

выполняются тождества: 
1) snsr aaa +=⋅ ; 
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2) sr
s

r
a

a
a −= ; 

3) ( ) rssr aa = ; 
4) ( ) rrr baab ⋅= ; 

5) r

rr

b
a

b
a =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ; 

6. Пусть r - рациональное число и ba <<0 . Тогда 
а) rr ba <   при 0>r ;   
б) rr ba >   при 0<r ; 

7. Для любых рациональных чисел r и s  из неравенства sr >  следует, 
что sr aa >  при 1>a , sr aa <  при 10 << a . 

 
 
2.4 Показательная функция 
 
Определение. Функция, заданная формулой ( )1,0 ≠>= aaay x  называют 

показательной функцией с основанием a . 
Свойства показательной функции: 
1) Область определения – множество всех действительных чисел 

( )+∞∞−== ;)( RyD ; 
2) Область значения – множество всех положительных действительных 

чисел ( )+∞=+= ;0)( RyE ; 
3)  При  1>a  функция возрастает на всей числовой прямой; при 

10 << a  функция убывает на множестве R. Графики показательных функций 
для этих случаев изображены на рисунке 16. 

  
 
           y                                                                        y     
                                     xay =  

                                     1>a  
 
                                                                                                       xay =    

             1                                                                      1                10 << a   
 
    
            0                             x                                        0                            x 
 

              а) 1>a  возрастающая                                   б) 10 << a  убывающая  
 

Рисунок 16 - Графики показательных функций 
 
4) При любых действительных значениях x  и y  справедливы равенства 

(основные свойства степеней): 
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( )

( ) .)

;)

;)

;)

;)

xyyx

y

xx

yxx

yx
y

х

ухух

aaд

b
a

b
aг

baabв

a
b
аб

aaaа

=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅=

=

=⋅

−

+

 

 
 
2.5 Показательные уравнения 
 
Рассмотрим простейшее показательное уравнение bax =  при 

0,1,0 >≠> baa . 
Если 0<b  или 0=b , то уравнение решений не имеет, так как 

( )+∞=+= ;0)( RyE . По теореме о корне уравнение имеет единственное 
решение: 

cx
aa
ba
cx

x

=
=
=

 

Ответ: cx = . 
 
Пример. 1) Решить уравнение  

32 497 =−x  Для решения этого уравнения необходимо обе его части 
привести к одному основанию, к основанию 7 

3
2

2

3 22

77

77

=

=

−

−

x

x

   

Теперь можно приравнять степени обеих частей и найти переменную x . 

3
22

2
3
2

3
22

=

+=

=−

x

x

x

 

Ответ: 
3
22=x . 

 
Пример. 2) Решить уравнение 
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1,3
16

0322
2122

55
255

21

2122

122

−==
=

=−−

=−−

=

=
−−

−−

xx
D

xx

xx

xx

xx

 

Ответ: 1,3 21 −== xx . 
 
Пример. 3) Решить уравнение 

716356 11 =⋅+ −+ xx  
Для решения такого уравнения необходимо применить свойства 

показательной функции, чтобы привести его к уравнению простейшего вида. 

71
6
163566

71663566
1

11

=⋅⋅+⋅

=⋅⋅+⋅ −

xx

xx

 

Вынесем общий множитель за скобки: 

71
6
3566

71
6
13566

=+⋅

=⋅+⋅

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

x

x

 

1
66

71
6
716

=
=

=⋅

x

x

x

 

Ответ: 1=x . 
 
Пример. 4) Решить уравнение 

04254 =+⋅− xx  
Уравнение такого вида решается методом замены переменной, но 

сначала необходимо привести показательные функции к одному основанию, к 
основанию 2. 

042522 =+⋅− xx  
Пусть yx =2 , тогда 

4,1,9
045

21

2

===
=+−
yyD

yy  

1) 12 =x                     2) 42 =x  
    022 =x                    222 =x  
    0=x                           2=x   
Ответ: 2,0 21 == xx . 
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2.6 Показательные неравенства 
 
Решение показательного неравенства основано на свойстве функции 

bax = , при 1>a  функция возрастает и при 10 << a  убывает. Если функция 
убывает, то знак неравенства меняется,  а если возрастает – сохраняется. 

 
Пример. 1) Решить неравенство 

45,0 37 <− x  Необходимо обе части уравнения привести к одному 
основанию. 

237

2
1

2
1 −−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ <
x

 Теперь можно перейти к работе со степенями, причем 

1
2
10 <<  функция убывает, следовательно, знак неравенства меняется на 

противоположный. 

3
93

237

<
−>−
−>−

x
x
x

 

Отметим полученное решение на числовой прямой и запишем ответ. 
 
 

3 х      
Ответ: ( )3;∞−∈x . 
 
Пример. 2) Решить неравенство 

15332 1 ≥−⋅ + xx   Преобразуем левую часть неравенства по свойствам: 

( )

33
1553

151323
153332

≥
≥⋅

≥−⋅
≥−⋅⋅

x

x

x

xx

 

Т.к. 3>1 функция возрастает, следовательно, знак неравенства 
сохраняется: 

1≥x  
 

1 х 
Ответ: [ );1+∞∈x . 
 
Пример. 3) Решить неравенство 
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03
3
1

3
28

3
1

03
33

28
3
1

03
3
28

9
1

2

2

1

<+⋅−

<+
⋅

−

<+−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

xx

x

x

x

x

 

Сделаем замену переменной, пусть y
x

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
3
1 , тогда 

03
3
282 <+− yy   

Умножим всё уравнение на 3 и получим следующее квадратное 
уравнение: 

21
3
1

3
1

3
1

3
1,9

169
09283
09283

2

21

2

2

−>>

<<

==

=
=+−
<+−

−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

x

yy

D
yy
yy

x

 

Ответ: ( )1;2−∈x . 
 
2.7 Логарифм и его свойства. Десятичные и натуральные 

логарифмы 
 
Рассмотрим  уравнение bax =  при 0,1,0 >≠> baa . 
При 0>b  данное уравнение имеет один корень и называется 

логарифмом, обозначается xba =log . 
Определение. Логарифмом числа b  по основанию a  называют степень, 

в которую необходимо возвести основание a  чтобы получить число b . 
Основное логарифмическое тождество: 
 
                                                      ba ba =log ,                                            (14) 
 
Следствия: 
1) xaxa =log ; 

2) 
y
xaxya =log . 

Пример.  Вычислите: 
1) 52log32log 5

22 == ; 
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2) 33log
27
1log 3

33 −== − ; 

3)
3
1log8 =x  Для нахождения x  необходимо воспользоваться 

определением логарифма, тогда ( ) 228 3
1

33
1

===x . 
При работе с логарифмами применяются следующие их свойства, 

вытекающие из свойств показательной функции. 
 
Свойства логарифма: 
При любом  ( )10 ≠> aa  и любых положительных x  и y  выполнены 

равенства: 
1) 01log =a ; 
2) 1log =aa ; 
3) ( ) 2121 logloglog bbbb aaa +=⋅ ; 

4) 21
2

1 logloglog bb
b
b

aaa −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ; 

5) bkb a
k

a loglog ⋅= ; 

6) b
k

b aka
log1log = . 

 
Пример.  Вычислить: 
1) ( ) 16log32log3log2log 6666 ==⋅=+ ; 

2) 16log
3
1:2log

3
1log2log 6666 ===− ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ; 

3) 38log8log 2
2
1 −=−= ; 

4) 27777 27log27log
2
12227

log2249log2 ====
⋅

. 
              

 
Формула перехода к новому основанию 
 
Часто возникает необходимость вычисления логарифмов с разными 

основаниями. Нужно связать между собой логарифмы с разными основаниями. 
Для этого используют формулу перехода: 

 

                                              
a
bb

c

c
a log

loglog = ,                                             (15) 

 
Следствия: 

1) 
a

b
b

a log
1log = ; 
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2) bb a
a

loglog 1 −= ; 

3) k
kaa xx loglog = . 

 
Пример. Перейдите к основанию 5  

3log
2

3log
25log25log

55

5
3 ==  

 
 
Десятичные логарифмы 
Определение. Десятичным логарифмом называется  логарифм числа  b  

по основанию 10. 
Обозначается:  xlg . 

xx lglog10 =  

Например. Вычислить 210lg
100

1lg 2 −== − . 

Натуральные логарифмы 
Определение. Натуральным логарифмом называется логарифм числа b  

по основанию e , где 371,2 ≈=e . 
Обозначается: xln  

xxe lnlog =  
Например. Вычислить 481ln ≈ . 
Замечание: Для десятичных и натуральных  логарифмов выполняются 

те же  свойства, что для логарифмов с другими основаниями. 
 
 
2.8 Преобразование и вычисление значений логарифмических 

выражений 
 
 
Пример 1. 
Выразите 300log2  через a  и b , если ba == 3log,5log 22 . 
Решение: 

( ) 222log25log23log253log300log 222
22

22 ++=++=⋅⋅= ab  
 
Пример 2. 
Прологарифмируйте  выражение  7 438 ba ⋅⋅   по основанию 2=a . 
Решение: 

b

bababa

22

222
7
4

33
2

7 43
2

log
7
48log33

log
7
4log32log32log)8(log

++

=++=⋅⋅=⋅⋅ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
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Пример 3. 
Найдите x , если 2log33log27loglog 5555 −+=x . 
Решение: 

8
63

8
63loglog

8
97loglog

8log9log7loglog

55

55

5555

=

=

⋅=

−+=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

x

x

x

x

 

 
Пример 4. 

Найдите значение выражения 
7lg28lg
9lg72lg

−
− . 

Решение: 

5,1
2
32log8log

4lg
8lg

7
28lg
9
72lg

7lg28lg
9lg72lg 3

224 ======
−
− . 

 
Пример 5. 

Вычислить 
6log
3log

6log
2log

4

4

5

5 + . 

Решение: 

( ) 16log32log3log2log
6log
3log

6log
2log

6666
4

4

5

5 ==⋅=+=+  

 
 
2.9 Логарифмическая функция 
 
 
Определение. Функция, заданная формулой xy alog=  называется 

логарифмической функцией с основанием a , при ( )10 ≠> aa . 
 
Свойства функции: 
1) Область определения логарифмической функции - множество всех 

положительных чисел +R , т.е. ( )+∞=+= ;0)( RyD ; 
2) Область значений логарифмической функции – множество всех 

действительных чисел, т.е. );()( +∞−∞== RyE ; 
3) Логарифмическая функция на всей области определения возрастает 

при 1>a , или убывает при 10 << a  (см. рисунок 17).    
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 y                                                                        y   
 
                               

1
log

>
=

a
xy a                                               

10
log
<<

=
a

xy a  

 
 
 

 
        0          1                                     x                     0              1                                 x  
 
 
 
         а) 1>a  возрастающая                                   б) 10 << a  убывающая 
 

Рисунок 17 - Графики логарифмических функций  
 

Пример.  Найти область определения  функции ( )xy 54log2 −= . 
Решение: так как ( )+∞=+= ;0)( RyD  следовательно,  
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yD
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x
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Графики показательных и логарифмических функций, имеющих 

одинаковые основания, симметричны относительно прямой xy = . 
 
 
2.10 Логарифмические уравнения 
 
 
Простейшее логарифмическое уравнение – это уравнение вида 
bxa =log .  
Область определения логарифмической функции равна множеству всех  

положительных чисел, причем логарифмическая функция при 1>a  возрастает, 
при 10 << a  убывает, т.е. функция строго монотонна и, следовательно, 
принимает значение ровно один раз. Тогда по теореме о корне данное 
уравнение имеет единственное решение (по определению логарифма): 

 
                                                    bax = ,                                                      (16) 
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Если логарифмическое уравнение задано в виде: 

)(log)(log xgxf aa = , то оно равносильно )()( xgxf =  при условии 
0)( >xf  и 0)( >xg . 
 
Пример.  Решите уравнения: 
1) 2log5 =x   решаем данное уравнение по определению логарифма (16) 

25
52

=
=
x
x  

Ответ: 25=x . 
 
2) 7,09 =x  по определению логарифма (16) получаем 

7,0log9=x  
Ответ: 7,0log9=x . 
 
3) ( ) 334log 2

2 =++ xx  

054
234

2

32

=−+
=++

xx
xx  

Решая полученное уравнение, получаем корни, которые являются 
решением данного уравнения 5,1 21 −== xx  

Ответ: 5,1 21 −== xx . 
 
4) ( ) ( )1log32log 55 +=+ xx  
Это уравнение второго вида, поэтому равносильно 

2
132

−=
+=+

x
xx  

О.Д.З. 
⎩
⎨
⎧

⎩
⎨
⎧

⎩
⎨
⎧

−>
−>

⇒
−>
−>

⇒
>+
>+

1
5,0

1
12

01
012

x
x

x
x

x
x  ( )+∞−∈⇒ ;5,0x  

Следовательно, полученный корень не является его решением. 
Ответ: решений нет. 
 
5) 04log5log 3

2
3 =+− xx  

Уравнение такого вида решается методом замены переменной, пусть 
yx =3log , тогда 

1,4
045

21

2

==
=+−

yy
yy  

Делая обратную замену, получаем корни: 
1) 4log3 =x               2) 1log3 =x  

43=x                          13=x  
81=x                          3=x  
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Ответ: 3,81 21 == xx . 
 
 
2.11 Логарифмические неравенства 
 
 
Решение логарифмического неравенства основано на свойстве функции 
xy alog= . 

 
Правила решения логарифмического неравенства: 
1) Если в неравенстве основание логарифмической функции 1>a , то 

знак в неравенстве не меняется. 
2) Если в неравенстве основание логарифмической функции 10 << a , то 

знак в неравенстве  меняется на противоположенный. 
 
Пример.  Решите неравенства: 
1) 0log

2
>x  т.к. основание 2>1, то функция возрастает, следовательно, 

знак неравенства не меняется 
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0 x
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Ответ: ( )+∞∈ ;1x . 
 
2) ( ) 123log

3
1 −>− x  т.к. основание меньше единице, то функция убывает, 

следовательно, знак неравенства меняется  
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Ответ: ( )5,1;0∈x . 
 
3) ( ) ( )3log13log 55 −<+ xx  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−<
>

−>

⇒
−<

>
−>

⇒
−<+

>−
>+

2
3

3
1

42
3

13

313
03
013

x
x

x

x
x
x

xx
x
x

 



 43

 
 Ответ: ø  решений нет.  
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3 Вопросы к экзамену  
 

1) Измерение углов. Единичная окружность. Формулы перевода 
угловых мер.  

2) Определение тригонометрических функций 
3) Свойства тригонометрических функций (четность, периодичность, 

знаки). 
4) Основные тождества тригонометрии.  
5) Формулы сложения аргументов.  
6) Формулы сложения тригонометрических функций. 
7) Формулы  приведения.  Формулы  двойных  и  половинных углов. 
8) Свойства и график тригонометрической функции y=Sin x.  
9) Свойства и график тригонометрической функции y=ctg x.   
10)  Свойства и график тригонометрической функции у=tg x 
11) Свойства и график тригонометрической функции  y=cоs x 
12) Простейшие  тригонометрические уравнения: cos x=a, ctg x=a. 
13) Простейшие  тригонометрические уравнения: tg x=a,. sin x=a. 
14) Kквадратные тригонометрические уравнения. 
15) Однородные тригонометрические уравнения. 
16) Корень n-й степени и его свойства. 
17) Иррациональные уравнения. 
18) Степень с рациональным показателем. 
19) Показательная функция: основные понятия, ее свойства и график. 
20) Показательные уравнения. 
21) Показательные неравенства. 
22) Логарифмы и их свойства.   
23) Десятичные  и   натуральные логарифмы. 
24) Логарифмическая функция: основные понятия, ее свойства и 

график. 
25) Логарифмические уравнения. 
26) Основные способы решения логарифмических уравнений 
27) Логарифмические неравенства. 
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