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Введение

Методические  указания предназначены студентам заочной формы обучения 

(специальность: 210106 – «Промышленная электроника») для выполнения расчетно-

графического задания (РГЗ) по дисциплине «Методы математической физики» (раз-

дел: гиперболические уравнения) в 5 семестре. Предполагается, что будут использо-

ваны сборники задач [1-2].

Целесообразность написания данных методических указаний обусловлена тем, 

что предмет «Методы математической физики» относится к дисциплинам, вызываю-

щим у студентов наибольшие трудности, а небольшое число аудиторных занятий, 

предусмотренных  учебным  планом  заочного  обучения,  не  позволяет  подробно 

рассмотреть все типы задач, предлагаемых в РГЗ.

В настоящей работе приводятся подробные решения задач типового варианта 

РГЗ, состоящего из заданий:

1)  раздел  «Уравнения  математической  физики»  [1,  с.  210-234],  задания:  № 

10-13 (смешанные задачи для однородного волнового уравнения на отрезке и одно-

родных граничных условий), № 14 (смешанная задача для однородного волнового 

уравнения на отрезке и неоднородных граничных условий), №15 (смешанная задача 

для неоднородного волнового уравнения на отрезке и однородных граничных усло-

вий);

2) раздел «Уравнения математической физики» [2, с. 69-98], задания: №9 (сме-

шанная задача для однородного волнового уравнения на отрезке), №10 (смешанная 

задача для однородного волнового уравнения в прямоугольнике), № 11 (смешанная 

задача для однородного волнового уравнения в круге), № 14 (задача Коши для вол-

нового уравнения на плоскости), № 15 (задача Коши для волнового уравнения в про-

странстве).

Следует отметить, что данные методические указания могут быть использова-

ны студентами и других инженерных специальностей всех форм обучения.
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1 Решение типового варианта расчетно-графического задания

Задача 1. Найти решение смешанной задачи

УЧП: u tt=0, 81uxx  ( t0 , 0x6 );

НУ: u  x ,0 =2 sin 3πx  ( 0≤x≤6 );
u t  x ,0 =4π sin 5πx  ( 0≤x≤6 )

ГУ: u 0, t =u 6, t =0  ( t≥0 ).

Решение.

1. Используем, что решение смешанной задачи

УЧП: u tt=a2 uxx  ( t0 , 0xL );

НУ: u  x ,0 =u0  x  ( 0≤x≤L );
u t  x ,0 =u1  x   ( 0≤x≤L );

ГУ: u 0, t =u L , t =0  ( t≥0 ).

следует искать в виде [2, с. 74-75]

( ) ∑
∞

=





 +=

1
sinsincos,

n
nn x

L
n

L
naB

L
naAtxu πππ

.

Найдем коэффициенты nA  и nB .

1. ( ) ( ) xxxuxnAx
L
nAxu

n
n

n
n 6

18sin23sin2
6

sinsin0, 0
11

⋅===== ∑∑
∞

=

∞

=

ππππ
.

Отсюда 218 =A , а все остальные коэффициенты nA  равны 0.

2. Найдем ( ) ∑
∞

=





 +−=

1
sincossin,

n
nnt x

L
n

L
na

L
naB

L
na

L
naAtxu πππππ

 и тогда

( ) == ∑
∞

= 1
sin0,

n
nt x

L
n

L
naBxu ππ =∑

∞

= 1 6
sin

6
9,0

n
n xnnB ππ ( ) == xxu ππ 5sin41

x
6
30sin

6
309,0

9
8 ⋅⋅⋅= ππ .

Отсюда 9
8

30 =B , а все остальные коэффициенты nB  равны 0.

Тогда решением данной задачи является функция
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( ) =




 += ∑

∞

= 1
sinsincos,

n
nn x

L
n

L
naB

L
naAtxu πππ

+⋅⋅⋅ xt
6
18sin

6
9,018cos2 ππ

=⋅⋅⋅+ xt
6
30sin

6
9,030sin

9
8 ππ +xt ππ 3sin7,2cos2 xt ππ 5sin5,4sin

9
8 .

Задача 2. Решить смешанную задачу для волнового уравнения на отрезке:

УЧП: xxtt uu 81,0=  ( 40 << x , 0>t );

НУ: ( ) ( )40, −= xxxu , ( ) 00, =xut  ( 40 ≤≤ x );

ГУ: ( ) ( ) 0,4,0 == tutu  ( 0≥t ).

Решение.

Используем, что решение задачи для волнового уравнения на отрезке:

УЧП: xxtt uau 2=  ( Lx <<0 , 0>t );

НУ: ( ) ( )xuxu 00, = , ( ) ( )xuxut 10, =  ( Lx ≤≤0 );

ГУ: ( ) ( ) 0,,0 == tLutu  ( 0≥t )

следует искать в виде [2, с. 74-75]

( ) ∑
∞

=





 +=

1
sinsincos,

n
nn x

L
nt

L
naBt

L
naAtxu πππ

,

где ( )∫=
L

n xdx
L
nxu

L
A

0
0 sin2 π

, ( )∫=
L

n xdx
L
nxu

na
B

0
1 sin2 π

π , ( ...,3,2,1=n )

Найдем:

( )∫=
L

n xdx
L
nxu

L
A

0
0 sin2 π ( ) =−= ∫

4

0 4
sin4

4
2 xdxnxx π

►Полученный определенный интеграл удобнее найти в любом компьютерном 

математическом пакете:

( ) 332233

4

0

64sin32cos64
4

sin4
2
1

nn
n

n
nxdxnxx

ππ
π

π
ππ −+=−∫ .

Так как n  - натуральное число, то ( )nn 1cos −=π , 0sin =nπ .

( ) ( )[ ]






−−

−
=−−=−∫ .,128

,,0
1164

4
sin4

2
1

33
33

4

0
числонечетноеn

n

числочетноеn

n
xdxnxx n

π
π

π

( )3312
12

128
−

−=−
m

A m
π .◄
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( ) 0sin2

0
1 == ∫

L

n xdx
L
nxu

na
B π

π , так как ( ) 01 =xu  на всем отрезке интегрирования.

Таким образом, решение данной задачи имеет вид:

( )
( )

( ) ( )∑
∞

=
=−







⋅+⋅−

−
−=

1
33 4

12sinsin0
4

9,012cos
12

128,
m

xmt
L
natm

m
txu πππ

π

( )
( ) ( )∑

∞

=

−⋅−
−

−=
1

33 4
12sin

40
129cos

12
1128

m
xmtm

m
ππ

π
.

Задача 3. Найти решение смешанной задачи

УЧП: xxtt uu 81,0=  ( 0>t , 60 << x );

НУ: ( ) xxu π3cos20, =  ( 60 ≤≤ x );
( ) xxut ππ 5cos40, =  ( 60 ≤≤ x )

ГУ: ( ) ( ) 0,6,0 == tutu xx  ( 0≥t ).

Решение.

1. Рассмотрим смешанную задачу

УЧП: xxt uau 2=  ( 0>t , Lx <<0 );

НУ: ( ) ( )xxu ϕ=0,  ( Lx ≤≤0 );

ГУ: ( ) ( ) 0,0,0 11 =+ tubtua x  ( 0≥t );
( ) ( ) 0,, 22 =+ tLubtLua x  ( 0≥t ),

где 0
22

11 ≠
ba
ba

, 0>+ ii ba  ( 2,1=i ).

При ее решении методом Фурье будет получена задача Штурма-Лиувилля [3, 

с. 24-28]

ОДУ: 02 =+′′ XX λ  ( 0≥λ );

ГУ: ( ) ( ) 000 11 =′+ XbXa ,

( ) ( ) 022 =′+ LXbLXa .

2. В данном случае получим задачу

ОДУ: 02 =+′′ XX λ  ( 0≥λ );

ГУ: ( ) ( ) 060 =′=′ XX .
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Пусть 0=λ , тогда ОДУ примет вид 0=′′X , и ( ) 21 CxCxX +=  - его общее реше-

ние.

Используем  ГУ.  Так  как  ( ) 1CxX =′  и  ( ) ( ) 060 =′=′ XX ,  то  тогда  01 =C  и 

( ) 2CxX = . Получили, что собственному значению 00 =λ  отвечает собственная функ-

ция ( ) 10 =xX .

Пусть  теперь  0>λ .  В  этом  случае  характеристическое  уравнение  данного 

ОДУ 022 =+ λk  имеет корни ik ⋅±= λ2,1 . Отсюда общим решением ОДУ 02 =+′′ XX λ  

будет являться ( ) xCxCxX λλ sincos 21 += .

Найдем 1C , 2C  и λ , используя ГУ.

Так как ( ) 00 =′X , то получим:

( ) xCxCxX λλλλ cossin 21 +−=′ , ( ) 00 2 ==′ λCX .

Из того, что 0>λ  следует 02 =C  и ( ) xCxX λcos1= .

Так как ( ) 06 =′X , то получим:

( ) xCxX λλ sin1−=′ , ( ) 06sin6 1 =−=′ λλCX .

Из того, что 0>λ  следует 01 =C  или 06sin =λ .

Очевидно,  что  равенство  01 =C  не  возможно,  так  как  в  противном  случае 
( ) 0≡xX  и ( ) 0, ≡txu .

Таким образом, верно равенство 06sin =λ . Отсюда nπλ =6  ( ,...3,2,1=n ). Тогда 

6
n

n
πλ =  ( ,...3,2,1=n )  - собственные  значения  задачи  Штурма-Лиувилля,  а 

( ) xnxX n 6
cos π=  - ее собственные функции.

С учетом случая 0=λ , получим:

1) 6
n

n
πλ =  ( ,...2,1,0=n ) - собственные значения задачи Штурма-Лиувилля;

2)  ( ) xnxX n 6
cos π=  ( ,...2,1,0=n )  - собственные функции задачи Штурма-Лиу-

вилля.

3. Решение исходной  задачи будем искать в виде [1, с. 232]

( ) ( ) ( )∑
∞

=
=

0
,

n
nn xXtTtxu , где ( ) taBtaAtT nnnnn λλ sincos += .
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В данном случае будем иметь

( ) =




 += ∑

∞

= 0 6
cos

6
9,0sin

6
9,0cos,

n
nn xntnBtnAtxu πππ

∑
∞

=





 +=

0 6
cos

20
3sin

20
3cos

n
nn xntnBtnA πππ

.

4. Используем НУ.

4.1. ( ) =0,xu ( ) xxxuxnA
n

n 6
18cos23cos2

6
cos 0

0

⋅===∑
∞

=

πππ
.

Отсюда 218 =A , а все остальные коэффициенты равны nA .

4.2. Найдем ( ) ∑
∞

=





 +−=

0 6
cos

20
3cos

20
3

20
3sin

20
3,

n
nnt xntnnBtnnAtxu πππππ

.

( ) ( ) xxxuxnnBxu
n

nt 6
30cos

20
303

9
85cos4

6
cos

20
30, 1

0

⋅⋅⋅==== ∑
∞

=

ππππππ
.

Отсюда 9
8

30 =B , а все остальные коэффициенты равны nB .

5. Решением данной задачи является функция

( ) =txu , ∑
∞

=





 +

0 6
cos

20
3sin

20
3cos

n
nn xntnBtnA πππ

+⋅⋅= xt
6
18cos

20
183cos2 ππ

=⋅⋅+ xt
6
30cos

20
303sin

9
8 ππ +xt ππ 3cos7,2cos2 xt ππ 5cos5,4sin

9
8 .

Задача 4. Найти решение смешанной задачи

УЧП: xxtt uu 81,0=  ( 0>t , 60 << x );

НУ: ( ) 23sin20, −= xxu π  ( 60 ≤≤ x );
( ) xxxut 35sin40, += ππ  ( 60 ≤≤ x )

ГУ: ( ) 2,0 −=tu , ( ) 218,6 −= ttu  ( 0≥t ).

Решение.

Используем, что если задача имеет неоднородные ГУ
( ) ( )ttu 1,0 ϕ= , ( ) ( )ttLu 2, ϕ=  ( 0≥t ),

то ее можно свести к задаче с однородными ГУ с помощью замены

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
L
xttttxutxv ⋅−+−= 211,, ϕϕϕ .

В данном случае будем иметь

9



[ ] xtuxtuv 32
6

)218(2)2( −+=⋅−−−+−−= .

После замены получим задачу

УЧП: xxtt vv 81,0=  ( 0>t , 60 << x );

НУ: ( ) xxv π3sin20, =  ( 60 ≤≤ x );
( ) xxvt ππ 5sin40, =  ( 60 ≤≤ x )

ГУ: ( ) ( ) 0,6,0 == tvtv  ( 0≥t ).

Данная задача имеет (см. решение задачи №1) решение

+= xtv ππ 3sin7,2cos2 xt ππ 5sin5,4sin
9
8 .

Тогда решением исходной задачи будет являться функция

=+−= xtvu 32 +xt ππ 3sin7,2cos2 xtxt 325sin5,4sin
9
8 +−ππ .

Задача 5. Найти решение смешанной задачи

УЧП: xeuu t
xxtt 5sin9 3−+=  ( 0>t , π<< x0 );

НУ: ( ) =0,xu ( ) 00, =xut  ( π≤≤ x0 )

ГУ: ( ) =tu ,0 ( ) 0, =tu π  ( 0≥t ).

Решение.

1. Используем, что решение задачи для неоднородного УЧП

УЧП: ),(2 txfuau xxtt +=  ( 0>t , Lx <<0 );

НУ: ( ) ( )xxu ϕ=0,  ( Lx ≤≤0 );
( ) ( )xxut ψ=0,  ( Lx ≤≤0 );

ГУ: ( ) ( ) 0,,0 == tLutu  ( 0≥t )

следует искать в виде ( ) ( ) ( )∑
∞

=
=

1
,

n
nn xXtutxu  [2, с. 231-232].

Здесь:

1) ( )tX n  - собственные функции задачи Штурма-Лиувилля

ОДУ: 0=+′′ XX λ  ( 0>λ ),

ГУ: ( ) ( ) 00 == LXX ;

2) ( )tun  - решения задачи Коши

10



ОДУ: ( )tfuau nnnn =+′′ 22λ ,

НУ: ( ) nnu ϕ=0 ,

( ) nnu ψ=′ 0 ;

3) ( )tfn  - коэффициенты разложения функции ( ) ( ) ( )∑
∞

=
=

1
,

n
nn xXtftxf ;

4) nϕ  - коэффициенты разложения функции ( ) ( )∑
∞

=
=

1n
nn xXx ϕϕ ;

5) nψ  - коэффициенты разложения функции ( ) ( )∑
∞

=
=

1n
nn xXx ψψ .

2. В данном случае будем иметь задачу Штурма-Лиувилля

ОДУ: 0=+′′ XX λ  ( 0>λ ),

ГУ: ( ) ( ) 00 == πXX .

Характеристическое уравнение данного ОДУ 02 =+ λk  имеет корни ik ⋅±= λ2,1

.  Отсюда  общим  решением  ОДУ  0=+′′ XX λ  будет  являться 

( ) xCxCxX ⋅+⋅= λλ sincos 21 .

Найдем 1C , 2C  и λ , используя ГУ.

Так как ( ) 00 =X , то получим:

( ) 00sin0cos0 121 ==⋅+⋅= CCCX λλ , ( ) xCxX ⋅= λsin2 .

Так как ( ) 0=πX , то получим:

( ) λπsin3 2CX = .

Отсюда следует, что 02 =C  или 0sin =λπ .

Очевидно,  что  равенство  02 =C  не  возможно,  так  как  в  противном  случае 
( ) 0≡xX .

Таким образом, верно равенство 0sin =λπ . Отсюда nπλπ =  (

,...2,1=n ),  n=λ . Тогда  2nn =λ  ( ,...2,1=n )  - собственные значения задачи Штур-

ма-Лиувилля, а ( ) nxxX n sin=  - ее собственные функции.

3. Найдем для функции ( ) xetxf t 5sin, 3−=  ее коэффициенты разложения ( )tfn  в 

рад по собственным функциям ( ) nxxX n sin= :
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( ) ( ) ( )∑
∞

=
=

1
,

n
nn xXtftxf .

Получим: xe t 5sin3−  ( )∑
∞

=
=

1
sin

n
n nxtf .

Отсюда следует, что ( ) tetf 3
5

−= , а при 5≠n  выполняется ( ) 0≡tfn .

4. Так как для данной задачи  ( ) 0≡xϕ  и  ( ) 0≡xψ , то тогда все коэффициенты 

разложений функций  ( )xϕ  и  ( )xψ  в ряды по собственным функциям  ( ) nxxX n sin=  

равны нулю: 0=nϕ , 0=nψ .

5. Из пунктов 3 и 4 следует, что задача Коши

ОДУ: ( )tfuau nnnn =+′′ 22λ ,

НУ: ( ) ,0 nnu ϕ=

( ) nnu ψ=′ 0

при 5=n  примет вид

ОДУ: teuu 3
5

2
5 59 −=⋅+′′ ,

НУ: ( ) ,005 =u

( ) 005 =′u .

При 5≠n  имеем ( ) 0≡tun .

С помощью операционного исчисления [4, с. 578-598] решим полученную за-

дачу Коши

ОДУ: teuu 3
55 225 −=+′′ ,

НУ: ( ) ,005 =u

( ) 005 =′u .

Используем свойства преобразования Лапласа:

1) ( )[ ] ( ) ( ) ( )002 ffppFpxfL ′−⋅−=′′ ;

2) [ ]
ap

eL at

−
= 1

.

Получим изображение данной задачи Коши:

( ) ( ) ( ) ( )
3

122500 55
2

+
=+′−−

p
pUupupUp ,

( ) ( )
3

1225 55
2

+
=+

p
pUpUp .
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Отсюда: ( )( )
3

12252
5 +

=+
p

ppU , ( ) ( )225 15)3(
1

++
=

pp
pU .

Представим полученное выражение в виде сумме простых дробей.

( ) ( ) =
+

++
+

=
++

= 22225 15315)3(
1

p
CBp

p
A

pp
pU

( ) ( ) ( )
( ) =

++
++++= 22

22

15)3(
315

pp
pCBppA

( ) =
++

+++++
22

222

15)3(
3315

pp
CCpBpBpAAp

( ) ( )
( )22

22

15)3(
3153

++
+++++=

pp
CApCBpBA .

Таким образом, получили тождество

( ) ( ) CApCBpBA 31531 22 +++++= .

Приравняв коэффициенты при одинаковых степенях, получим систему урав-

нений







=+
=+

=+

.1315
,03

,0

2 CA
CB
BA

Решив ее, получим: 234
1=A , 234

1−=B , 78
1=C .

Тогда ( ) =
+

+−
+

+
⋅= 225 15

78
1

234
1

3
1

234
1

p

Cp

p
pU +

+
⋅−

+
⋅ 22 15234

1
3

1
234
1

p
p

p

22 15
15

1170
1

+
⋅+
p .

Используем свойства преобразования Лапласа:

1) [ ]
ap

eL at

−
= 1

;

2) [ ] 22cos
ap

patL
+

= ,

3) [ ] 22sin
ap

aatL
+

= .

Тогда получим

( ) ttetu t 15sin
1170

115cos
234
1

234
1 3

5 +−= − ( )tte t 15sin15cos55
1170

1 3 +−= − .

6. Решением исходной задачи является функция

( ) ( ) == xXtutxu 55),( ( ) xtte t 5sin15sin15cos55
1170

1 3 +−− .
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Задача 6. Решить смешанную задачу для волнового уравнения в прямоуголь-

нике:

УЧП: uutt ∆= 81,0  ( 50 << x , 80 << y , 0>t );

НУ: ( )( )yxxyu t −−== 850 , 00 ==ttu  ( 50 ≤≤ x , 80 ≤≤ y );

ГУ: 08050 ==== ==== yyxx uuuu ( 0≥t ).

Решение.

Используем, что решение задачи для волнового уравнения в прямоугольнике:

УЧП: uautt ∆= 2  ( Lx <<0 , My <<0 , 0>t );

НУ: ( )yxuu t ,00 == , ( )yxuu tt ,10 ==  ( Lx ≤≤0 , My ≤≤0 );

ГУ: 000 ==== ==== MyyLxx uuuu ( 0≥t ).

следует искать в виде [2, с. 75]

( ) ∑ ∑
∞

=

∞

=
×










+++=

1 1
2

2

2

2

2

2

2

2
sincos,,

n k
nknk t

M
k

L
naBt

M
k

L
naAtyxu ππ

y
M
kx

L
n ππ sinsin× , где:

( )∫ ∫⋅=
LM

nk ydxdy
M
kx

L
nyxu

ML
A

0 0
0 sinsin,22 ππ

, ( ...,3,2,1, =kn );

( )∫ ∫
+

=
LM

nk ydxdy
M
kx

L
nyxu

LkMna
B

0 0
12222

sinsin,4 ππ

π
, ( ...,3,2,1, =kn ).

В данном случае будем иметь:

( )( ) =−−⋅= ∫ ∫
5

0

8

0

sinsin85
8
2

5
2 ydxdy

M
kx

L
nyxxyAnk

ππ

( ) ( )∫ ∫ −⋅−=
5

0

8

0

sin8
5

sin5
10
1 ydy

M
kyyxdxnxx ππ

.

►Полученные определенные интегралы найдем в любом компьютерном мате-

матическом пакете.

1. ( ) 332233

5

0

250sin125cos250
5

sin5
nn

n
n

nxdxnxx
ππ

π
π

ππ +−−=−∫

Так как n  - натуральное число, то ( )nn 1cos −=π , 0sin =nπ .
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( ) ( )[ ]






−

−
=−−=−∫ .,500

,,0
11250

5
sin5

33
33

5

0
числонечетноеn

n

числочетноеn

n
xdxnxx n

π
π

π

2. ( ) 332233

8

0

1024sin512cos1024
8

sin8
kk

k
k

kydykyy
ππ

π
π

ππ +−−=−∫

Так как k  - натуральное число, то ( )kk 1cos −=π , 0sin =kπ .

( ) ( ) =+−−=−∫ 3333

8

0

102411024
8

sin8
kk

ydykyy
k

ππ
π

( )[ ]






−

−
=−−=

.,2048
,,0

111024

33
33 числонечетноеk

k

числочетноеk

k
k

π
π

◄

Окончательно получаем, что

3363333
1024002048500

10
1

knkn
Ank πππ

=⋅⋅= , ( числанечетныеkn −, ), а все остальные nkA  равны 0.

Можно записать:

( ) ( ) 33612,12
1212

102400
−−

=−−
pm

A pm
π , ( ...,3,2,1, =pm ).

Так  как  ( ) 0,1 =yxu  на  всем  прямоугольнике  интегрирования,  то  тогда  все 
0=nkB .

Таким образом, решением данной задачи является функция

( )
( ) ( )

( ) ( )∑ ∑
∞

=

∞

=
×−+−

−−
=

1 1
2

2

2

2

336 8
12

5
129,0cos

1212
102400,,

m p
tpm

pm
tyxu π

π

( ) ( ) =−⋅−× ypxm
8

12sin
5

12sin ππ

( ) ( )∑ ∑
∞

=

∞

=
×

−−1 1
336 1212

1102400

m p pmπ

( ) ( ) ypxmtpm
8

12sin
5

12sin
8

12
5

129,0cos
22 −⋅−⋅





 −+





 −× πππ .

Задача 7. Найти решение смешанной задачи для волнового уравнения в круге

УЧП: uutt ∆=
2
1  ( 0>t , 300 <≤ r );
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НУ: ( )
















−=

2

30
1

8
10, rru , ( ) 00, =rut  ( 300 ≤≤ r );

ГУ: ( ) 0;30 =tu  ( 0≥t ).

Решение.

Пусть дана задача для волнового уравнения в круге для случая осевой симмет-

рии:

УЧП: uautt ∆= 2  ( 0>t , Rr <≤0 );

НУ: ( ) ( )ruru 00, = , ( ) ( )rurut 10, =  ( Rr ≤≤0 ) (Замечание: НУ не зависят от ϕ .);

ГУ: ( ) 0; =tRu  ( 0≥t ).

Ее решение будем искать в виде [2, с. 75]

( ) ∑
∞

=











 +=

1
0sincos,

n

nn
n

n
n R

rJt
R

aBt
R

aAtru µµµ
,

где коэффициенты nA , nB  вычисляются по формулам:

( )
( )∫ 





=

R
n

n
n dr

R
rJrru

JR
A

0
002

1
2

2 µ
µ

, ( ...,3,2,1=n );

( )
( )∫ 





=

R
n

nn
n dr

R
rJrru

JRa
B

0
012

1

2 µ
µµ

, ( ...,3,2,1=n ).

Здесь:

1) ( )xJ0 , ( )xJ1  - функции Бесселя [5, с. 451];

2) nµ  - нули функции Бесселя ( )xJ0 .

В данном случае будем иметь:

( )
=























−= ∫

30

0
0

2

2
1

2 3030
1

8
1

30
2 drrJrr
J

A n

n
n

µ
µ

( )
=













−

⋅⋅
= ∫

30

0
02

3

2
1

2 3030830
2 drrJrr
J

n

n

µ
µ

( ) 














−







⋅
= ∫ ∫

30

0

30

0
0

3
202

1
2 3030

1
30304

1 drrJrdrrrJ
J

nn

n

µµ
µ

.

Найдем первый интеграл.

=




∫

30

0
0 30

drrrJ nµ
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►Введем замену rs n
30
µ= . Тогда sr

nµ
30= , dsdr

nµ
30= , новые пределы интегриро-

вания: n
n

вs µµ == 30
30  и 00

30
== n

нs
µ

.◄

== ∫
т

dssJs

nn

µ

µµ0
0

30)(30 =∫
т

dsssJ
n

µ

µ 0
02

2
)(30

►Используем, что ( )xxJdsssJ
x

1
0

0 )( =∫  [6, с. 83].◄

( ) == nn
n

J µµ
µ 12

230 ( )
n

nJ
µ

µ1
230 .

Найдем второй интеграл.

=




∫

30

0
0

3

30
drrJr nµ

►Введем замену rs n
30
µ= . Тогда sr

nµ
30= , dsdr

nµ
30= , новые пределы интегриро-

вания: n
n

вs µµ == 30
30  и 00

30
== n

нs
µ

.◄

=





= ∫

т

dssJs
nn

µ

µµ0
0

3
3

30)(30 =∫
т

dssJs
n

µ

µ 0
0

3
4

4
)(30

►Используем, что ( ) ( ) ( )xJxxxJxdssJs
x

1
3

0
2

0
0

3 42)( −+=∫  [6, с. 83].◄

( ) ( ) ( )[ ]nnnnn
n

JJ µµµµµ
µ 1

3
0

2
4

4
4230 −+= ( ) ( ) =−= nnn

n
J µµµ

µ 1
3

4

4
430

( ) ( )nn
n

J µµ
µ 1

2
3

4
430 −= .

Тогда получим:

=nA ( )
( ) ( ) ( ) =










−⋅−

⋅ nn
nn

n

n
JJ

J
µµ

µµ
µ

µ 1
2

3

4

2
1

2

2
1

2 430
30

130
304

1

( )
( ) ( ) ( )

( )nn
nn

nn

n

n J
JJ

J µµ
µµ

µµ
µ

µ 1
31

2
3

1
2
1

141
4

1 =









−−= .

Так как ( ) 01 ≡ru , то все 0=nB .

Решением данной задачи является функция
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( )
( )

=




⋅= ∑

∞

= 1
0

1
3 3030

2
1

cos1,
n

n
n

nn

rtJ
J

tru µµ

µµ ( )∑
∞

=
⋅








1 1
3

0

60
2cos30

n

n

nn

n

t
J

rJ
µ

µµ

µ
.

Задача 8. Используя формулу Пуассона, найти решение задачи Коши для вол-

нового уравнения на плоскости

УЧП: ( )yyxxtt uuau += 2  ( 0>t , ∞<<∞− x , ∞<<∞− y );

НУ: 22
0 87 yxu t −== , 00 ==ttu  ( ∞<<∞− x , ∞<<∞− y ).

Решение.

Используем, что решение задачи Коши

УЧП: ( )yyxxtt uuau += 2  ( 0>t , ∞<<∞− x , ∞<<∞− y );

НУ: ( )yxuu t ,00 == , ( )yxuu tt ,10 ==  ( ∞<<∞− x , ∞<<∞− y )

можно найти по формуле Пуассона [2, с. 76]

( ) ( ) +
−−−−

= ∫ ∫ ηξ
ηξ

ηξ
π

dd
yxta

u
a

tyxu
K

2222
1

)()(

,
2
1,,

( ) ηξ
ηξ

ηξ
π

dd
yxta

u
ta K

∫ ∫
−−−−∂

∂+
2222

0

)()(

,
2
1

, где K  - круг с центром в точке ( )yxM ,  

и радиусом at .

В данном случае будем иметь

( ) =
−−−−

−
∂
∂= ∫ ∫ ηξ

ηξ

ηξ
π

dd
yxtata

tyxu
K

2222

22

)()(

87
2
1,,

►Перейдем в полярную систему координат
ϕρξ cos+= x , ϕρη sin+= y , ϕρρηξ dddd = .◄

( ) ( ) =
−

+−+
∂
∂= ∫ ∫ ρρ

ρ

ϕρϕρϕ
π

π
d

ta

yxd
ta

at2

0 0
222

22 sin8cos7
2
1

►Полученный повторный интеграл найдем в любом компьютерном математи-

ческом пакете.◄
2222 87 tayx −−= .
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Задача 9. Используя формулу Кирхгофа, найти решение задачи Коши для вол-

нового уравнения в пространстве

УЧП: ( )zzyyxxtt uuuu ++= 9  ( 0>t , ∞<<∞− x , ∞<<∞− y , ∞<<∞− z );

НУ: 222
0 789 zyxu t ++== , 00 ==ttu  ( ∞<<∞− x , ∞<<∞− y , ∞<<∞− z ).

Решение.

Используем, что решение задачи Коши

УЧП: ( )zzyyxxtt uuuau ++= 2  ( 0>t , ∞<<∞− x , ∞<<∞− y , ∞<<∞− z );

НУ: ( )zyxuu t ,,00 == , ( )zyxuu tt ,,10 ==  ( ∞<<∞− x , −∞ y∞ , −∞z∞ ).

можно найти по формуле Кирхгофа [2, с. 76]:

u  x , y , z , t = 1
2πa 2 t

∬


u1 ξ , μ , κ dS 1
4πa2

∂
∂ t [ 1

t∬
u0 ξ , η , κ  dS ] ,  где    - сфера  с 

центром в точке M  x , y , z   и радиусом at .

В данном случае будем иметь

u  x , y , z , t =
1

4π⋅9
∂
∂ t [ 1

t∬
9ξη2κ2dS ] ,  где    - сфера  с  центром  в  точке 

M  x , y , z   и радиусом 3t .

►Перейдем в сферическую систему координат
ξ= x3t sin θ cosϕ , η= y3t sin θ sinϕ , κ= z3t cos θ ;

dS=9t2 sin θdϕdθ .◄

u  x , y , z , t = 1
36π

∂
∂ t {1

t ∫0

π

dθ∫
0

2π

[ 9 x3t sin θ cosϕ 28  y3tsin θ sinϕ2

7 z3t cosθ 2 ]9t2sin θdϕ }=
►Полученный повторный интеграл найдем в любом компьютерном математи-

ческом пакете.◄

=9x2216t28y27z2 .
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Обозначения и сокращения

1. ГУ – граничное условие;

2. НУ – начальное условие;

3. ОДУ – обыкновенное дифференциальное уравнение;

4. РГЗ – расчетно-графическое задание;

5. УЧП – уравнения с частными производными;
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