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Введение 
Методические указания предназначены студентам заочной формы 

обучения (специальность: 210106 – «Промышленная электроника») для 
выполнения расчетно-графического задания (РГЗ) по дисциплине «Методы 
математической физики» (раздел: параболические уравнения) в 5 семестре. 
Предполагается, что будут использованы сборники задач [1-2]. 

Целесообразность написания данных методических указаний 
обусловлена тем, что предмет «Методы математической физики» относится к 
дисциплинам, вызывающим у студентов наибольшие трудности, а небольшое 
число аудиторных занятий, предусмотренных учебным планом заочного 
обучения, не позволяет подробно рассмотреть все типы задач, предлагаемых 
в РГЗ. 

В настоящей работе приводятся подробные решения задач примерного 
варианта РГЗ, состоящего из заданий: 

1) раздел «Уравнения математической физики» [1, с. 212-220], задания: 
№ 1-3 (смешанные задачи для однородного уравнения теплопроводности и 
однородных граничных условий), № 4 (смешанная задача для однородного 
уравнения теплопроводности и неоднородных граничных условий), № 5; 
(смешанная задача для неоднородного уравнения теплопроводности и 
однородных начального и граничных условий), № 6; (смешанная задача для 
неоднородного уравнения теплопроводности и неоднородного начального и 
однородных граничных условий), № 7 (смешанная задача для неоднородного 
уравнения теплопроводности и неоднородных начального и граничных 
условий); 

2) раздел «Уравнения математической физики» [2, с. 93-96, 98], задания 
№ 12 (смешанная задача для однородного уравнения теплопроводности и 
однородных граничных условий), № 13 (первая смешанная задача для 
однородного уравнения теплопроводности в круге), № 16 (одномерная задача 
Коши для уравнения теплопроводности). 

Следует отметить, что данные методические указания могут быть 
использованы студентами и других инженерных специальностей всех форм 
обучения. 
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1 Решение типового варианта расчетно-графического 
задания 

Задача 1. Найти решение смешанной задачи 
УЧП: xxt uu 10=  ( 0>t , 30 << x ); 
НУ: ( ) xxxu ππ 7sin23sin50, −=  ( 30 ≤≤ x ); 
ГУ: ( ) ( ) 0,3,0 == tutu  ( 0≥t ). 
Решение. 
1. Используем, что решение смешанной задачи 
УЧП: xxt uau 2=  ( 0>t , Lx <<0 ); 
НУ: ( ) ( )xxu ϕ=0,  ( Lx ≤≤0 ); 
ГУ: ( ) ( ) 0,,0 == tLutu  ( 0≥t ). 
следует искать в виде [2, с. 76] 

( ) ∑
∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=
1

sin,

2

n

t
L
an

n x
L
neAtxu π

π

, 

где nA  являются коэффициентами разложения функции ( )xϕ  в ряд Фурье по 
синусам на отрезке [ ]L,0 . 

2. В данном случае получим: 

( ) ( ) .
3
21sin2

3
9sin57sin23sin50,sin

1
xxxxxux

L
nAx

n
n

⋅
−

⋅
=−=== ∑

∞

=

πππππϕ

Отсюда 59 =A , 221 −=A , а все остальные коэффициенты равны 0. 
Тогда решением данной задачи является функция 

( ) −
⋅

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅⋅
−

xetxu
t

3
9sin5,

2

3
109

π
π

=
⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅⋅
−

xe
t

3
21sin2

2

3
1021

π
π

 

−= − xe t ππ 3sin5
290 xe t ππ 7sin2

2490− . 
 
Задача 2. Найти решение смешанной задачи 
УЧП: xxt uu 36=  ( 0>t , 140 << x ); 

НУ: ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤<−

≤≤=
.147,14

,70,
70,
2

xx

xx
xu  ( 140 ≤≤ x ); 

ГУ: ( ) ( ) 0,14,0 == tutu  ( 0≥t ). 
Решение. 
1. Используем, что решение смешанной задачи 
УЧП: xxt uau 2=  ( 0>t , Lx <<0 ); 
НУ: ( ) ( )xxu ϕ=0,  ( Lx ≤≤0 ); 
ГУ: ( ) ( ) 0,,0 == tLutu  ( 0≥t ). 
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следует искать в виде [2, с. 76] 

( ) ∑
∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=
1

sin,

2

n

t
L
an

n x
L
neAtxu π

π

, 

где ( )∫=
L

n xdx
L
nx

L
A

0

sin2 πϕ  являются коэффициентами разложения функции 

( )xϕ  в ряд Фурье по синусам на отрезке [ ]L,0 . 
2. В данном случае получим: 

∫
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤<−

≤≤=
14

0

2

14
sin

.147,14

,70,
714

2 xdxn

xx

xx
An

π
∫ +=
7

0

2

14
sin

77
1 xdxnx π  

( )∫ =−+
14

7 14
sin14

7
1 xdxnx π

2
sin841

2
cos112

2233
n

n
n

n
π

π
π

π
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − . 

Замечание. Целесообразно вычислить полученные интегралы в любом 
компьютерном математическом пакете. 

3. Решением данной задачи будет иметь вид: 

( ) ∑
∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=
1

14
6

14
sin,

2

n

tn

n xneAtxu π
π

∑
∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=
1

7
3

14
sin

2

n

tn

n xneA π
π

, где 

2
sin841

2
cos112

2233
n

n
n

n
An

π
π

π
π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= . 

 
Задача 3. Найти решение смешанной задачи 
УЧП: xxt uu 10=  ( 0>t , 30 << x ); 
НУ: ( ) xxxu ππ 7cos23cos510, −+=  ( 30 ≤≤ x ); 
ГУ: ( ) ( ) 0,3,0 == tutu xx  ( 0≥t ). 
Решение. 
1. Рассмотрим смешанную задачу 
УЧП: xxt uau 2=  ( 0>t , Lx <<0 ); 
НУ: ( ) ( )xxu ϕ=0,  ( Lx ≤≤0 ); 
ГУ: ( ) ( ) 0,0,0 11 =+ tubtua x  ( 0≥t ); 
 ( ) ( ) 0,, 22 =+ tLubtLua x  ( 0≥t ), 

где 0
22

11 ≠
ba
ba

, 0>+ ii ba  ( 2,1=i ). 

При ее решении методом Фурье будет получена задача Штурма-
Лиувилля 

ОДУ: 0=+′′ XX λ  ( 0≥λ ); 
ГУ: ( ) ( ) 000 11 =′+ XbXa , 
 ( ) ( ) 022 =′+ LXbLXa . 
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2. В данном случае получим задачу 
ОДУ: 0=+′′ XX λ  ( 0≥λ ); 
ГУ: ( ) ( ) 030 =′=′ XX . 
Пусть 0=λ , тогда ОДУ примет вид 0=′′X , и ( ) 21 CxCxX +=  - его 

общее решение. 
Используем ГУ. Так как ( ) 1CxX =′  и ( ) ( ) 030 =′=′ XX , то тогда 01 =C  и 

( ) 2CxX = . Получили, что собственному значению 00 =λ  отвечает 
собственная функция ( ) 10 =xX . 

Пусть теперь 0>λ . В этом случае характеристическое уравнение 
данного ОДУ 02 =+ λk  имеет корни ik ⋅±= λ2,1 . Отсюда общим решением 

ОДУ 0=+′′ XX λ  будет являться ( ) xCxCxX ⋅+⋅= λλ sincos 21 . 
Найдем 1C , 2C  и λ , используя ГУ. 
Так как ( ) 00 =′X , то получим: 

( ) xCxCxX ⋅+⋅−=′ λλλλ cossin 21 , ( ) 00 2 ==′ λCX . 
Из того, что 0>λ  следует 02 =C  и ( ) xCxX ⋅= λcos1 . 
Так как ( ) 03 =′X , то получим: 

( ) xCxX ⋅−=′ λλ sin1 , ( ) 03sin3 1 =−=′ λλCX . 
Из того, что 0>λ  следует 01 =C  или 03sin =λ . 
Очевидно, что равенство 01 =C  не возможно, так как в противном 

случае ( ) 0≡xX  и ( ) 0, ≡txu . 
Таким образом, верно равенство 03sin =λ . Отсюда nπλ =3  

( ,...3,2,1=n ). Тогда 
2

3
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
n

n
πλ  ( ,...3,2,1=n ) - собственные значения задачи 

Штурма-Лиувилля, а ( ) xnxX n 3
cosπ=  - ее собственные функции. 

С учетом случая 0=λ  получим: 

1) 
2

3
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
n

n
πλ  ( ,...2,1,0=n ) - собственные значения задачи Штурма-

Лиувилля; 

2) ( ) xnxX n 3
cosπ=  ( ,...2,1,0=n ) - собственные функции задачи Штурма-

Лиувилля. 
3. При решении смешанной задачи методом Фурье будет получено еще 

одно ОДУ: 
0=+′ nnn TT λ . 
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Его общее решение ( ) ta
nn

neCtT λ2−=  и тогда в данном случае получим 

( ) ==
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− tn

nn eCtT

2

3
10 π

tn

neC 9
10 22π

−
. 

4. Решение исходной  задачи будем искать в виде 

( ) ( ) ( ) == ∑
∞

=0
,

n
nn xXtTtxu ∑

∞

=

−

0

9
10

3
cos

22

n

tn

n xneC π
π

. 

5. Используем НУ. 

( ) =0,xu =−+=∑
∞

=
xxxnC

n
n πππ 7cos23cos51

3
cos

0
−

⋅
+ x

3
9cos51 π  

x
3
21cos2 ⋅

−
π . Отсюда 10 =C , 59 =C , 221 −=C , а все остальные 

коэффициенты равны 0. 
6. Решение данной задачи имеет вид 

( ) =txu , −
⋅

+
−

xe
t

3
9cos51 9

910 22

π
π

=
⋅−

xe
t

3
21cos2 9

2110 22

π
π

 

−+= − xe t ππ 3cos51
290 xe t ππ 7cos2

2490− . 
 
Задача 4. Найти решение смешанной задачи 
УЧП: xxt uu 10=  ( 0>t , 5,10 << x ); 
НУ: ( ) xxu π7sin40, =  ( 5,10 ≤≤ x ); 
ГУ: ( ) ( ) 0;5,1,0 == tutu x  ( 0≥t ). 
Решение. 
1. Рассмотрим смешанную задачу 
УЧП: xxt uau 2=  ( 0>t , Lx <<0 ); 
НУ: ( ) ( )xxu ϕ=0,  ( Lx ≤≤0 ); 
ГУ: ( ) ( ) 0,0,0 11 =+ tubtua x  ( 0≥t ); 
 ( ) ( ) 0,, 22 =+ tLubtLua x  ( 0≥t ), 

где 0
22

11 ≠
ba
ba

, 0>+ ii ba  ( 2,1=i ). 

При ее решении методом Фурье будет получена задача Штурма-
Лиувилля 

ОДУ: 0=+′′ XX λ  ( 0≥λ ); 
ГУ: ( ) ( ) 000 11 =′+ XbXa , 
 ( ) ( ) 022 =′+ LXbLXa . 
2. В данном случае получим задачу 
ОДУ: 0=+′′ XX λ  ( 0≥λ ); 
ГУ: ( ) ( ) 05,10 =′= XX . 
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Пусть 0=λ , тогда ОДУ примет вид 0=′′X , и ( ) 21 CxCxX +=  - его 
общее решение. 

Используем ГУ: 
1) ( ) 00 2 ==CX , следовательно ( ) xCxX 1= ; 
2) ( ) 1CxX =′ , ( ) 05,1 1 ==′ CX , следовательно ( ) 0≡xX . 
Получили, что значению 0=λ  отвечает нулевое решение. 
Пусть теперь 0>λ . В этом случае характеристическое уравнение 

данного ОДУ 02 =+ λk  имеет корни ik ⋅±= λ2,1 . Отсюда общим решением 

ОДУ 0=+′′ XX λ  будет являться ( ) xCxCxX ⋅+⋅= λλ sincos 21 . 
Найдем 1C , 2C  и λ , используя ГУ. 
Так как ( ) 00 =X , то получим: 
( ) 00sin0cos0 121 ==⋅+⋅= CCCX λλ , ( ) xCxX ⋅= λsin2 . 

Так как ( ) 05,1 =′X , то получим: 
( ) xCxX ⋅=′ λλ cos2 , ( ) λλ 5,1cos5,1 2CX =′ . 

Из того, что 0>λ  следует 02 =C  или 05,1cos =λ . 
Очевидно, что равенство 02 =C  не возможно, так как в противном 

случае ( ) 0≡xX  и ( ) 0, ≡txu . 

Таким образом, верно равенство 05,1cos =λ . Отсюда nππλ +=
2

5,1 , 

2
25,1 nππλ +

= , 
3
2 nππλ +

= , 
3

)21( n+
=
πλ  ( ,...2,1,0=n ). Тогда 

2

3
)21(
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
n

n
πλ  ( ,...2,1,0=n ) - собственные значения задачи Штурма-

Лиувилля, а ( ) xnxX n 3
)21(sin +

=
π  - ее собственные функции. 

3. При решении смешанной задачи методом Фурье будет получено еще 
одно ОДУ: 

0=+′ nnn TT λ . 

Его общее решение ( ) ta
nn

neCtT λ2−=  и тогда в данном случае получим 

( ) ==
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

− tn

nn eCtT

2

3
)21(10 π

tn

neC 9
)21(10 22 +

−
π

. 
4. Решение исходной задачи будем искать в виде 

( ) ( ) ( ) == ∑
∞

=0
,

n
nn xXtTtxu ∑

∞

=

+
− +

0

9
)21(10

3
)21(sin

22

n

tn

n xneC π
π

. 

5. Используем НУ. 

( ) =0,xu ∑
∞

=

+

0 3
)21(sin

n
n xnC π

== xπ7sin4 ( ) x
3

1021sin4 ⋅+π . 
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Отсюда 410 =C , а все остальные коэффициенты равны 0. 
6. Решение данной задачи имеет вид 

( ) =txu , ( )
=

⋅+⋅
⋅+

−
xe

t

3
1021sin4 9

)1021(10 22

π
π

xe t ππ 7sin4
2490− . 

 
Задача 5. Найти решение смешанной задачи 
УЧП: xxt uu 10=  ( 0>t , 30 << x ); 
НУ: ( ) 27sin23sin50, −+−= xxxxu ππ  ( 30 ≤≤ x ); 
ГУ: ( ) 2,0 −=tu  ( 0≥t ); 
 ( ) 1,3 =tu  ( 0≥t ). 
Решение. 
1. В задаче заданы неоднородные ГУ: 

( ) ( )ttu 1,0 µ= , ( ) ( )ttLu 2, µ= . 
Сведем их к однородным ГУ с помощью замены 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
L
xttttxutxv 121,, µµµ −−−= . 

В данном случае получим 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) xtxuxtxutxv −+=−−−−−= 2,
3

212,, . 

2. Подставим функцию xuv −+= 2  в данную задачу. 
Так как ttt uxuv =′−+= )2( , xxxxxx uxuv =′′−+= )2( , то тогда получаем 

УЧП xxt vv 10= . 
Найдем НУ новой задачи. 
( ) ( ) =−+−+−=−+= xxxxxxuxv 227sin23sin520,0, ππ −xπ3sin5  
xπ7sin2− . 

Таким образом, мы свели данную задачу к задаче с однородными ГУ. 
УЧП: xxt vv 10=  ( 0>t , 30 << x ); 
НУ: ( ) xxxv ππ 7sin23sin50, −=  ( 30 ≤≤ x ); 
ГУ: ( ) ( ) 0,3,0 == tvtv  ( 0≥t ). 

Ее решение ( ) =txv , −− xe t ππ 3sin5
290 xe t ππ 7sin2

2490−  уже нами 
получено (см. задачу 1). 

3. Вернувшись к ( )txu , , получим решение исходной задачи 

( ) ( ) =−+= 2,, xtxvtxu −+− − xex t ππ 3sin52
290 xe t ππ 7sin2

2490− . 
 
Задача 6. Найти решение смешанной задачи 
УЧП: xtuu xxt 5sin3sin410 +=  ( 0>t , π<< x0 ); 
НУ: ( ) 00, =xu  ( π≤≤ x0 ); 
ГУ: ( ) ( ) 0,,0 == tutu π  ( 0≥t ). 
Решение. 
1. Используем, что решение задачи для неоднородного УЧП 
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УЧП: ),(2 txfuau xxt +=  ( 0>t , Lx <<0 ); 
НУ: ( ) ( )xxu ϕ=0,  ( Lx ≤≤0 ); 
ГУ: ( ) ( ) 0,,0 == tLutu  ( 0≥t ) 

следует искать в виде ( ) ( ) ( )∑
∞

=
=

1
,

n
nn xXtTtxu . 

Здесь: 
1) ( )tX n  - собственные функции задачи Штурма-Лиувилля 
ОДУ: 0=+′′ XX λ  ( 0>λ ), 
ГУ: ( ) ( ) 00 == LXX ; 
2) ( )tTn  - решения задачи Коши 
ОДУ: ( )tfTaT nnnn =+′ λ2 , 
НУ: ( ) nnT ϕ=0 ; 

3) ( )tfn  - коэффициенты разложения ( ) ( ) ( )∑
∞

=
=

1
,

n
nn xXtftxf ; 

4) nϕ  - коэффициенты разложения ( ) ( )∑
∞

=
=

1n
nn xXx ϕϕ . 

2. В данном случае будем иметь задачу Штурма-Лиувилля 
ОДУ: 0=+′′ XX λ  ( 0>λ ), 
ГУ: ( ) ( ) 00 == πXX . 
Характеристическое уравнение данного ОДУ 02 =+ λk  имеет корни 

ik ⋅±= λ2,1 . Отсюда общим решением ОДУ 0=+′′ XX λ  будет являться 

( ) xCxCxX ⋅+⋅= λλ sincos 21 . 
Найдем 1C , 2C  и λ , используя ГУ. 
Так как ( ) 00 =X , то получим: 
( ) 00sin0cos0 121 ==⋅+⋅= CCCX λλ , ( ) xCxX ⋅= λsin2 . 

Так как ( ) 0=πX , то получим: 
( ) λπsin3 2CX = . 

Отсюда следует, что 02 =C  или 0sin =λπ . 
Очевидно, что равенство 02 =C  не возможно, так как в противном 

случае ( ) 0≡xX . 
Таким образом, верно равенство 0sin =λπ . Отсюда nπλπ =  

( ,...2,1=n ), n=λ . Тогда 2nn =λ  ( ,...2,1=n ) - собственные значения задачи 
Штурма-Лиувилля, а ( ) nxxX n sin=  - ее собственные функции. 

3. Найдем для функции ( ) xttxf 5sin3sin4, =  ее коэффициенты 
разложения ( )tfn  в рад по собственным функциям ( ) nxxX n sin= : 

( ) ( ) ( )∑
∞

=
=

1
,

n
nn xXtftxf . 
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Получим: ( )∑
∞

=
=

1
sin5sin3sin4

n
n nxtfxt . 

Отсюда следует, что ( ) ttf 3sin45 = , а при 5≠n  выполняется ( ) 0≡tfn . 
4. Так как для данной задачи ( ) 0≡xϕ , то тогда все коэффициенты 

разложения функции ( )xϕ  в ряд по собственным функциям ( ) nxxXn sin=  
равны нулю: 0=nϕ . 

5. Из пунктов 3 и 4 следует, что задачи Коши 
ОДУ: ( )tfTaT nnnn =+′ λ2 , 
НУ: ( ) nnT ϕ=0  
примет вид 
ОДУ: tTT 3sin4510 5

2
5 =⋅+′ , 

НУ: ( ) 005 =T . 
Очевидно, что при 5≠n  имеем ( ) 0≡tTn . 
Решим полученную задачу Коши 
ОДУ: tTT 3sin4250 55 =+′ , 
НУ: ( ) 005 =T . 
Полученное ОДУ является линейным ОДУ первого порядка. Решим его 

с помощью подстановки Бернулли uvT =5 . Получим: 
tuvvuvu 3sin4250 =+′+′ , tvvuvu 3sin4)250( =+′+′ . 

Найдем любое частное решение уравнения 0250 =+′ vv . Разделим 

переменные: 0250 =+ v
dt
dv , v

dt
dv 250−= , dt

v
dv 250−= , ∫∫ −= dt

v
dv 250 , 

tv 250ln −= , tev 250−= . 
Подставив tev 250−=  в уравнение tvvuvu 3sin4)250( =+′+′ , получим: 

teu t 3sin4250 =′ − , teu t 3sin4250=′ , ∫ == tdteu t 3sin4 250  

( ) Ctte t
+−= 3cos123sin1000

62509

250
. 

uvT =5 ( ) =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−= − t

t
eCtte 250

250
3cos123sin1000

62509
+

−
62509

3cos123sin1000 tt  

tCe 250−+ . 
Найдем C , используя НУ ( ) 005 =T . 

=)0(5T 0
62509

12
=+− C , 

62509
12

=C . 

( ) +
−

=
62509

3cos123sin1000
5

tttT =− te 250

62509
12 ( )

62509
3cos123sin1000 250 tet t −+ −

. 

6. Решение исходной задачи: 

( ) ( ) ( ) xtetxXtTtxu
t

5sin
62509

3cos123sin1000),(
250

55 ⋅
−+

==
−

. 
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Задача 7. Найти решение смешанной задачи 
УЧП: xtuu xxt 5sin3sin410 +=  ( 0>t , π<< x0 ); 
НУ: ( ) xxu 11sin60, =  ( π≤≤ x0 ); 
ГУ: ( ) ( ) 0,,0 == tutu π  ( 0≥t ). 
Решение. 
Пункты 1-3 решения данной задачи полностью совпадают с пунктами 

1-3 решения задачи 6. 
4. Коэффициенты разложения nϕ  функции ( ) xx 11sin6=ϕ  в ряд по 

собственным функциям ( ) nxxX n sin=  очевидно равны нулю при 11≠n , а 
611 =ϕ . 
5. Из пунктов 3 и 4 следует, что задачи Коши 
ОДУ: ( )tfTaT nnnn =+′ λ2 , 
НУ: ( ) nnT ϕ=0  
будут иметь ненулевые решения для задач Коши: 
1) ОДУ: tTT 3sin4510 5

2
5 =⋅+′ , 

 НУ: ( ) 005 =T ; 
2) ОДУ: 01110 11

2
11 =⋅+′ TT , 

 НУ: ( ) 6011 =T . 

Решение первой задачи Коши ( ) ( )
62509

3cos123sin1000 250

5
tettT

t −+
=

−
 уже 

получено в задаче 6. 
Решим вторую задачу Коши 
ОДУ: 01210 1111 =+′ TT , 
НУ: ( ) 6011 =T . 
ОДУ является уравнением с разделяющимися переменными. 

01210 1111 =+′ TT , 01210 11
11 =+ T
dt
dT , 11

11 1210T
dt
dT

−= , dt
T
dT 1210

11

11 −= , 

∫ ∫−= dt
T
dT 1210

11

11 , CtT ln1210ln 11 +−=  ( 0≠C ), tCT 1210lnln 11 −=− , 

t
C
T 1210ln 11 −= , te

C
T 121011 −= , tCeT 1210

11
−= . Нулевое решение 011 =T  

входит в общее решение при 0=C . 
Найдем C , используя НУ ( ) 6011 =T . 

6)0(11 == CT . 
Получили, что вторая задача Коши имеет решение ( ) tetT 1210

11 6 −= . 
6. Решение исходной задачи: 

( ) ( ) ( ) ( ) =+= xXtTxXtTtxu 111155),( ( )
+⋅

−+ −
xtet t

5sin
62509

3cos123sin1000 250
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xe t 11sin6 1210−+ . 
 
Задача 8. Найти решение смешанной задачи 
УЧП: xtuu xxt 5sin3sin410 +=  ( 0>t , π<< x0 ); 
НУ: ( ) xxxu 11sin620, +−= π  ( π≤≤ x0 ); 
ГУ: ( ) π=tu ,0  ( 0≥t ), 
 ( ) ππ −=tu ,  ( 0≥t ). 
Решение. 
1. В задаче заданы неоднородные ГУ: 

( ) ( )ttu 1,0 µ= , ( ) ( )ttLu 2, µ= . 
Сведем их к однородным ГУ с помощью замены 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
L
xttttxutxv 121,, µµµ −−−= . 

В данном случае получим 

( ) ( ) ( ) ( ) xtxuxtxutxv 2,,, +−=−−−−= π
π

πππ . 

2. Подставим функцию xuv 2+−= π  в данную задачу. 
Так как ttt uxuv =′+−= )2( π , xxxxxx uxuv =′′+−= )2( π , то тогда 

получаем УЧП xxt vv 10= . 
Найдем НУ новой задачи. 
( ) ( ) =+−+−=+−= xxxxxuxv 211sin6220,0, πππ x11sin6 . 

Таким образом, мы свели данную задачу к задаче с однородными ГУ: 
УЧП: xtvv xxt 5sin3sin410 +=  ( 0>t , π<< x0 ); 
НУ: ( ) xxv 11sin60, =  ( π≤≤ x0 ); 
ГУ: ( ) ( ) 0,,0 == tvtv π  ( 0≥t ). 
3. Получили задачу 7. Ее решение 

=),( txv ( )
+⋅

−+ −
xtet t

5sin
62509

3cos123sin1000 250
xe t 11sin6 1210−  

нами уже было найдено выше. 
4. Из того, что ( ) ( ) xtxutxv 2,, +−= π , имеем ( ) ( ) =−+= xtxvtxu 2,, π  

( )
+⋅

−+
=

−
xtet t

5sin
62509

3cos123sin1000 250
xxe t 211sin6 1210 −+− π . 

 
Задача 9. Найти решение задачи Коши 
УЧП: xxt uu 5=  ( 0>t , +∞<<∞− x ); 

НУ: ( ) xxexu 72 2
0, +−=  ( +∞<<∞− x ); 

Решение. 
1. Используем, что для решения задачи Коши 
УЧП: xxt uau ∆= 2  ( 0>t , ),...,,( 21 nxxxx = , nRx∈ ); 
НУ: ( ) ( )xxu ϕ=0,  ( ),...,,( 21 nxxxx = , +∞<<∞− x ) 
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используется формула Пуассона [2, с. 76] 

( )
( )

( )∫
−

−
=

nR

ta

x

n de
ta

txu ξξϕ
π

ξ
2

2

4

2

1, . 

2. В данном случае имеем 1=n , 52 =a , ( ) xxex 72 2+−=ϕ . Тогда получим 

( ) ( )
( )

∫
∞+

∞−

−
−

= ξξϕ
π

ξ

de
ta

txu ta
x

2

2

4
2

1,
( )

∫
∞+

∞−

⋅
−

−+− =⋅= ξ
π

ξ
ξξ dee

t
t

x
5472

2
2

52
1  

∫
∞+

∞−

−+−+−
== ξ

π

ξξξξ
de

t
tt

x
t

x
201020

72
22

2

52
1

∫
∞+

∞−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

=ξ
π

ξξ
de

t
t

x
t
x

t 2010
7

20
12

2
2

52
1  

►Введем обозначения: 
t

A
20
12 += , 

t
xB

10
7 += , 

t
xC
20

2
= .◄ 

∫
+∞

∞−

−+− == ξ
π

ξξ de
t

CBA 2

52
1  

►Выделим из показателя экспоненты полный квадрат: 

=−+− CBA ξξ 2 =+−− )( 2 CBA ξξ ( )⎢
⎣

⎡
++⋅⋅−⋅−

A
B

A
BAA

42
2

22
ξξ  

=⎥
⎦

⎤
−+
A
BC
4

2
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅−

A
BC

A
BA

42

22

ξ −+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅−

A
B

A
BA

42

22

ξ  

C− .◄ 

∫
∞+

∞−

−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅−

== ξ
π

ξ
de

t

C
A
B

A
BA

42

22

52
1

∫
∞+

∞−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅−

−

=ξ
π

ξ
de

t
e A

BA
C

A
B 2

2

2
4

52
 

►Введем замену 
A
BA

2
−⋅= ξτ . Тогда ξτ dAd ⋅=  и τξ d

A
d 1

= . 

После замены пределы интегрирования не изменяться.◄ 

∫
∞+

∞−

−

−

== τ
π

τ d
A

e
t

e
C

A
B

1
52

2

2

4

∫
∞+

∞−

−

−

=τ
π

τ de
At

e
C

A
B

2

2

52

4
 

►Используем, что πττ∫
+∞

∞−

− =de
2

 [4, с. 433].◄ 
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==

−

π
πAt

e
C

A
B

52

4

2

=

−

At
e

C
A
B

52

4

2

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

t
t

e
t

x

t

t
x

20
1252

20
20
124

10
7 2

2

140

140
24572 2

+

+
++−

t
e t

txx

. 

Задача 10. Найти решение смешанной задачи 
УЧП: uut ∆= 64,0  ( 0>t , 8,00 <≤ r ); 
НУ: ( ) 264,00, rru −=  ( 8,00 ≤≤ r ); 
ГУ: ( ) 0;8,0 =tu  ( 0≥t ), 
Решение. 
1. Используем, что решение задачи ` 
УЧП: uaut ∆= 2  ( 0>t , Rr <≤0 ); 
НУ: ( ) ( )ruru 00, =  ( Rr ≤≤0 ) (Замечание: НУ не зависит от ϕ .); 
ГУ: ( ) 0; =tRu  ( 0≥t ), 

следует искать в виде ( ) ∑
∞

=

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

1
0

2

22

,
n

n
t

R
a

n R
rJeAtru

n µ
µ

, где коэффициенты 

nA  находятся по формуле 
( )

( )∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

R
n

n
n dr

R
rJrru

JR
A

0
002

1
2

2 µ
µ

. 

Здесь: 
1) ( )xJ0 , ( )xJ1  - функции Бесселя [4, с. 451]; 
2) nµ  - нули функции Бесселя ( )xJ0 . 
2. В данном случае будем иметь: 

( )
( ) =⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−= ∫
8,0

0
0

2
2
1

2 8,0
64,0

8,0
2 dr

r
Jrr

J
A n

n
n

µ
µ

 

( )
( ) =⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−= ∫
8,0

0
0

3
2
1

2 8,0
64,0

8,0
2 dr

r
Jrr

J
n

n

µ
µ

 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛= ∫ ∫
8,0

0

8,0

0
0

3
02

1
2 8,08,0

64,0
8,0

2 drrJrdrrrJ
J

nn

n

µµ
µ

. 

Найдем первый интеграл. 

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∫
8,0

0
0 8,0

drrrJ nµ  

►Введем замену rs n
8,0

µ
= . Тогда sr

nµ
8,0

= , dsdr
nµ
8,0

= , новые пределы 

интегрирования: n
n

вs µµ
== 8,0

8,0
 и 00

8,0
== n

нs
µ .◄ 
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== ∫
т

dssJs

nn

µ

µµ0
0

8,0)(8,0
=∫

т

dsssJ
n

µ

µ 0
02

2
)(8,0  

►Используем, что [5, с. 83] ( )xxJdsssJ
x

1
0

0 )( =∫ .◄ 

( ) == nn
n

J µµ
µ 12

28,0 ( )
n

nJ
µ

µ1
28,0 . 

Найдем второй интеграл. 

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∫
8,0

0
0

3

8,0
drrJr nµ  

►Введем замену rs n
8,0

µ
= . Тогда sr

nµ
8,0

= , dsdr
nµ
8,0

= , новые пределы 

интегрирования: n
n

вs µµ
== 8,0

8,0
 и 00

8,0
== n

нs
µ .◄ 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫

т

dssJs
nn

µ

µµ0
0

3
3

8,0)(8,0
=∫

т

dssJs
n

µ

µ 0
0

3
4

4
)(8,0  

►Используем, что [5, с. 83] ( ) ( ) ( )xJxxxJxdssJs
x

1
3

0
2

0
0

3 42)( −+=∫ .◄ 

( ) ( ) ( )[ ]nnnnn
n

JJ µµµµµ
µ 1

3
0

2
4

4
428,0

−+= ( ) ( ) =−= nnn
n

J µµµ
µ 1

3
4

4
48,0  

( ) ( )nn
n

J µµ
µ 1

2
3

4
48,0

−= . 

Тогда получим: 

=nA ( )
( ) ( ) ( )⎟⎟

⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−− nn

nn

n

n
J

J
J

µµ
µµ

µ
µ 1

2
3

4
1

2
1

2 48,064,0
64,0

8,0
2

( ) ⎜
⎜
⎝

⎛
−

⋅
=

nnJ µµ
164,02

1
 

=⎟
⎟
⎠

⎞−
− 3

2 4

n

n

µ
µ

( )
=

⋅
⋅⋅

3
1

464,02

nnJ µµ ( )nn J µµ 1
325
128 . 

3. Решение исходной задачи: 

( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=

−

1
0

2

22

,
n

n
t

R

a

n R
rJeAtru

n
µ

µ

( )
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∑
∞

=

−

1
0

8,0

64,0

1
3 8,025
128 2

2

n

n
t

nn

rJe
J

n
µ

µµ

µ

 

( )∑
∞

=

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

=
1 1

3

0
2

8,0
25

128

n nn

tn

J

erJ n

µµ

µ µ

. 
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Обозначения и сокращения 
1. ГУ – граничное условие; 
2. НУ – начальное условие; 
3. ОДУ – обыкновенное дифференциальное уравнение; 
4. РГЗ – расчетно-графическое задание; 
5. УЧП – уравнения с частными производными; 
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