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Введение 
Методические указания предназначены студентам заочной формы 

обучения (специальность: 210106 – «Промышленная электроника») для 
выполнения расчетно-графического задания (РГЗ) по дисциплине «Методы 
математической физики» (раздел: эллиптические уравнения) в 6 семестре. 
Предполагается, что будут использованы сборники задач [1-2]. 

Целесообразность написания данных методических указаний 
обусловлена тем, что предмет «Методы математической физики» относится к 
дисциплинам, вызывающим у студентов наибольшие трудности, а небольшое 
число аудиторных занятий, предусмотренных учебным планом заочного 
обучения, не позволяет подробно рассмотреть все типы задач, предлагаемых 
в РГЗ. 

В настоящей работе приводятся подробные решения задач типового 
варианта РГЗ, состоящего из заданий: 

1) раздел «Уравнения математической физики» [1, с. 210-234], задания: 
№ 8 (граничная задача для уравнения Лапласа в круговом секторе), № 9 
(задача Дирихле для уравнения Лапласа в круге); 

2) раздел «Уравнения математической физики» [2, с. 69-98], задания: № 
4 (задача Дирихле для уравнения Лапласа в круге), № 5 (граничная задача для 
уравнения Пуассона в кольце), № 6 (граничная задача для уравнения 
Пуассона в шаровом слое), № 7 (граничная задача для уравнения 
Гельмгольца в круге), № 8 (граничная задача для уравнения Гельмгольца в 
шаре). 

Следует отметить, что данные методические указания могут быть 
использованы студентами и других инженерных специальностей всех форм 
обучения. 
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1 Решение типового варианта расчетно-графического 
задания 

Задача 1. Найти решение задачи для уравнения Лапласа в круге 
УЧП: 0=∆u  ( 10 <≤ r , πϕ 20 << ); 
ГУ: ϕ5cos31 −==ru  ( πϕ 20 <≤ ). 
Решение. 
Используем, что решение задачи 
УЧП: 0=∆u  ( 10 <≤ r , πϕ 20 << ); 
ГУ: ( )ϕfu Rr ==  ( πϕ 20 <≤ ). 
следует искать в виде [2, с. 78] 

( ) ( )∑
∞

=
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

1

0 sincos
2

,
n

nn

n

nBnA
R
rAru ϕϕϕ , 

где ( )∫=
π

ϕϕ
π

2

0
0

1 dfA , ( )∫=
π

ϕϕϕ
π

2

0

cos1 dnfAn , ( )∫=
π

ϕϕϕ
π

2

0

sin1 dnfBn . 

Так как числа 0A , nA , nB  являются коэффициентами разложения 
функции ( ) ϕϕ 5cos3−=f  в ряд Фурье по функциям 1, ϕsin , ϕcos , ϕ2sin , 

ϕ2cos ,…, ϕnsin , ϕncos , то 35 −=A , а все остальные коэффициенты равны 
0. 

Тогда решением данной задачи является функция 

( ) ( ) ϕϕ 5cos3
1

,
5

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

rru ϕ5cos3 5r−= . 

 
Задача 2. Найти решение задачи для уравнения Лапласа в круге 
УЧП: 0=∆u  ( 10 <≤ r , πϕ 20 << ); 
ГУ: 675 2

1 +−−== ϕϕru  ( πϕ 20 <≤ );. 
Решение. 
Используем, что решение задачи 
УЧП: 0=∆u  ( 10 <≤ r , πϕ 20 << ); 
ГУ: ( )ϕfu Rr ==  ( πϕ 20 <≤ );. 
следует искать в виде [2, с. 78] 

( ) ( )∑
∞

=
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

1

0 sincos
2

,
n

nn

n

nBnA
R
rAru ϕϕϕ , 

где ( )∫=
π

ϕϕ
π

2

0
0

1 dfA , ( )∫=
π

ϕϕϕ
π

2

0

cos1 dnfAn , ( )∫=
π

ϕϕϕ
π

2

0

sin1 dnfBn . 

Значения коэффициентов 0A , nA , nB  удобно искать в каком-либо 
компьютерном математическом пакете («MathCAD», «Derive» и т. п.): 
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( ) 1214
3
406751 2

2

0

2
0 +−−=+−−= ∫ ππϕϕϕ

π

π
dA , 

( ) 2

2

0

2 20cos6751
n

dnAn −=+−−= ∫
π

ϕϕϕϕ
π

, 

( )
n

dnBn
1420sin6751 2

0

2 +
=+−−= ∫

πϕϕϕϕ
π

π
. 

Тогда решением данной задачи является функция 

( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

+−−
= ∑

∞

=1
2

2

sin1420cos20
12

1214
3
40

,
n

n

n
n

n
n

rru ϕπϕ
ππ

ϕ  

∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+−++−−=
1

2
2 sin1420cos2067

3
20

n

n n
n

n
n

r ϕπϕππ . 

 
Задача 3. Найти решение задачи для уравнения Лапласа в секторе 

круга 

УЧП: 0=∆u  ( 10 <≤ r , 
12

0 πϕ << ); 

ГУ: ( ) ϕϕ 18sin3,1 −=u  (
12

0 πϕ << ), 

 ( ) 00, =ru  ( 10 <≤ r ), 

 0
12

, =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

ϕ ru  ( 10 <≤ r ), 

Решение. 
Используем, что решение задачи 
УЧП: 0=∆u  ( Rr <≤0 , αϕ <<0 ); 
ГУ: ( ) )(, ϕϕ fRu =  ( αϕ <<0 ), 
 ( ) ( ) 00,0, 11 =+ rubrua ϕ  ( Rr <≤0 ), 
 ( ) ( ) 0,, 22 =+ αα ϕ rubrua  ( Rr <≤0 ) 
 0≠+ ii ba  ( 2,1=i ) 
следует искать в виде [3, с. 83] 

( ) ( )∑
∞

=
Φ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

0
,

n
nn

n

R
rCru ϕϕ

λ

. 

Здесь nλ  - собственные значения, а ( )ϕnΦ  - собственные функции 
задачи Штурма-Лиувилля 

ОДУ: 0=Φ+Φ ′′ λ  ( 0≥λ , αϕ <<0 ); 
ГУ: ( ) ( ) 000 11 =Φ′+Φ ba , 
 ( ) ( ) 022 =Φ′+Φ αα ba . 
В данном случае получим задачу Штурма-Лиувилля 
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ОДУ: 0=Φ+Φ ′′ λ  ( 0≥λ , 
12

0 πϕ << ); 

ГУ: ( ) 00 =Φ , 0
12

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ′
π . 

При 0=λ  имеем ОДУ 0=Φ ′′ . Очевидно, что его общее решение имеет 
вид ( ) 21 CC +=Φ ϕϕ . 

Используя граничное условие ( ) 00 =Φ , получим, что ( ) 00 2 ==Φ C , и 
тогда ( ) ϕϕ 1C=Φ . 

Теперь используем граничное условие 0
12

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ′
π : 

( ) 1C=Φ′ ϕ , 0
12 1 ==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ′ Cπ . 

Итак, при 0=λ  задача Штурма-Лиувилля имеет нулевое решение. 
Рассмотрим теперь случай 0>λ . Так как характеристическое 

уравнение 02 =+ λk  для ОДУ 0=Φ+Φ ′′ λ  имеет корни ik ⋅±= λ2,1 , то 
общим решением рассматриваемого ОДУ будет являться функция 
( ) ϕλϕλϕ sincos 21 CC +=Φ . 

Используя граничное условие ( ) 00 =Φ , получим: 
( ) 00 1 ==Φ C . Тогда ( ) ϕλϕ sin2C=Φ . 

Используя граничное условие 0
12

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ′
π , получим: 

( ) ϕλλϕ cos2C=Φ′ . Отсюда 02 =C  или 0=λ  или 0
12

cos =λπ . 

Если 02 =C , то тогда получаем нулевое решение ( ) 0≡Φ ϕ ; случай 
0=λ  рассмотрен выше. 

Рассмотрим случай 0
12

cos =λπ : 

nππλπ
+=

212
, n126 +=λ , 2)126( n+=λ . 

Таким образом, 2)126( nn +=λ  ( ,...2,1,0=n ) – собственные значения, а 
( ) ==Φ ϕλϕ nn sin ( )ϕn126sin +  - собственные функции задачи Штурма-

Лиувилля. 
Решение данной задачи примет вид 

( ) ( )∑
∞

=
Φ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

0
,

n
nn

n

R
rCru ϕϕ

λ

( ) =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=

+

0

126

126sin
1n

n

n nrC ϕ  

( )∑
∞

=

+ +=
0

126 126sin
n

n
n nrC ϕ . 

Теперь используем граничное условие ( ) ϕϕ 18sin3,1 −=u : 
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( ) ( )∑
∞

=
+=

0
126sin,1

n
n nCu ϕϕ ϕ18sin3−= . 

Отсюда 31 −=C , а все остальные коэффициенты равны 0. 
Тогда решением данной задачи является функция 
( ) ϕϕ 18sin3, 18rru −= . 

 
Задача 4. Найти решение задачи для уравнения Пуассона в кольце 

УЧП: 
22

22

yx

yxu
+

−
=∆  ( 21 << r ); 

ГУ: 21 −==ru , 52 ==rru . 
Решение. 
1. Перейдем в полярную систему координат, используя связь между 

декартовыми и полярными координатами: 
ϕcosrx = , ϕsinry = , 22 yxr += . 

Получим =
+

−
22

22

yx

yx ( ) ( )
=

−
r

rr 22 sincos ϕϕ ( )
=

−
r

r ϕϕ 222 sincos  

ϕ2cosr= . 
Получили задачу в полярных координатах 

УЧП: ϕϕϕ 2cos11
2 ru

r
u

r
u rrr =++  ( 21 << r , πϕ 20 << ); 

ГУ: ( ) 2,1 −=ϕu , ( ) 5,2 =ϕru  ( πϕ 20 <≤ ). 
2. Сначала найдем любое частное решение уравнения Пуассона. В 

данном случае удобно частное решение искать в виде 
ϕ2cos3Arv = . 

Подставив его в уравнение Пуассона, получим 

( ) ϕϕϕϕ 2cos42cos12cos312cos23 3
2

2 rr
r

rA
r

rA =⋅−+⋅⋅+⋅⋅⋅ , 

ϕϕ 2cos2cos5 rA = , 
5
1

=A . Тогда ϕ2cos
5
1 3rv = . 

3. Так как ( ) ϕϕ 2cos
5
1,1 =v  и ( ) ϕϕ 2cos

5
3, 2rrvr = , ( ) ϕϕ 2cos

5
12,2 =rv , 

то решение данной задачи будем искать в виде wvu += , где w  - решение 
задачи для уравнения Лапласа в кольце 

УЧП: 0=∆w  ( 21 << r , πϕ 20 << ); 

ГУ: ( ) ϕϕ 2cos
5
12,1 −−=w , ( ) ϕϕ 2cos

5
125,2 −=rw  ( πϕ 20 <≤ ). 

4. Решение последней задачи для уравнения Лапласа в кольце будем 
искать в виде [2, с. 78] 
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( ) ⎥
⎦

⎤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++= ∑

∞

=
ϕϕϕ n

r
DrBn

r
CrArDCrw n

nn
n

n
n
nn

n sincosln,
1

00 . 

Используем ГУ ( ) ϕϕ 2cos
5
12,1 −−=w : 

( ) ( )[ ( ) ] =++++= ∑
∞

=
ϕϕϕ nDBnCACw nn

n
nn sincos,1

1
0 ϕ2cos

5
12 −− . 

Отсюда 20 −=C , 
5
1

22 −=+CA , а все остальные суммы коэффициентов 

равны 0. 

Используем ГУ ( ) ϕϕ 2cos
5

125,2 −=rw : 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= +

−
∞

=
+

−∑ ϕϕϕ n
r
nDnrBn

r
nCnrA

r
Drw n

nn
n

n
n

nn
nr sincos, 1

1

1
1

10 , 

( ) =⎥
⎦

⎤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= +

−
∞

=
+

−∑ ϕϕϕ nnDnBnnCnADw n
nn

n
n

n
nn

nr sin
2

2cos
2

2
2

,2 1
1

1
1

10  

ϕ2cos
5

125−= . 

Отсюда 5
2

0 =
D , 100 =D  и 

5
12

2
222 12

212
2 −=− +

− CA , 
5

12
4
14 22 −=− CA , а 

соответствующие выражения для остальных коэффициентов равны 0. 
Найдем 2A  и 2C , решив систему уравнений 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−

−=+

5
12

4
14

5
1

22

22

CA

CA
, 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=

85
32

85
49

2

2

C

A
 

Все остальные коэффициенты nA  и nC , а так же все коэффициенты nB  
и nD  равны 0. 

Получили решение задачи для уравнения Лапласа в кольце 

( ) ϕϕ 2cos1
85
32

85
49ln102, 2

2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+−++−=

r
rrrw . 

5. Приведем решение данной задачи 

( ) ( ) ( ) =+= ϕϕϕ ,,, uwuvru ϕ2cos
5
1 3r ++− rln102  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+−+ ϕ2cos1

85
32

85
49

2
2

r
r ++− rln102 ϕ2cos

85
32

85
49

5
1

2
23 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

r
rr . 

 
Задача 5. Найти решение задачи для уравнения Пуассона в шаровом 

слое 
УЧП: xzuuu zzyyxx =++  ( 31 << r ); 
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ГУ: 31 −==ru , 53 ==ru . 
Решение. 
1. Очевидно, что одним из частных решений уравнения Пуассона 

xzuuu zzyyxx =++  

является функция 3

6
1 xzv = . 

Перейдем в сферическую систему координат, используя соотношения: 
    ϕθ cossinrx = , 
    ϕθ sinsinry = , 
    θcosrz = . 

Тогда ( ) θθϕθϕθ 3433 cossincos
6
1coscossin

6
1

6
1 rrrxzv === . 

2. Так как: 

1) ( ) =⋅= θθϕθϕ 34 cossincos1
6
1,,1v θθϕ 3cossincos

6
1 , 

2) ( ) =⋅= θθϕθϕ 34 cossincos3
6
1,,3v θθϕ 3cossincos

2
27 , то решение 

данной задачи будем искать в виде wvu += , где w  - решение задачи для 
уравнения Лапласа в шаровом слое: 

УЧП: 0=∆w  ( 31 << r ); 

ГУ: θθϕ 3
1 cossincos

6
13−−==rw , 

 θθϕ 3
3 cossincos

2
275 −==rw . 

3. Решение задачи для уравнения Лапласа в шаровом слое будем искать 
в виде [2, с. 79] 

( ) ( )[ ( ) ( )]∑∑
=

∞

=
+++=

n

k

k
nknkn

n
nn

n PkBkAPArrw
10

0 cossincoscos,, θϕϕθθϕ  

( )[ ( ) ( )]∑∑
=

∞

=

−− +++
n

k

k
nknkn

n
nn

n PkDkCPCr
10

0
1 cossincoscos θϕϕθ . (1) 

Здесь ( )θcosnP  - многочлены Лежандра от θcos , а ( )θcosk
nP  - 

присоединенные многочлены Лежандра от θcos : 
0) ( ) 1cos0 =θP ; 
1) ( ) θθ coscos1 =P , ( ) θθ sincos1

1 =P ; 

2) ( )
2
1cos

2
3cos 2

2 −= θθP , ( ) θθθ cossin3cos1
2 =P , ( ) θθ 22

2 sin3cos =P ; 

3) ( ) θθθ cos
2
3cos

2
5cos 3

3 −=P , ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

2
9cos

2
15sincos 21

3 θθθP , 

( ) θθθ cossin15cos 22
3 =P , ( ) θθ 33

3 sin15cos =P ; 
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4) ( )
8
3cos

4
15cos

8
35cos 24

4 +−= θθθP , ( ) ⎜
⎝
⎛ −= θθθ 31

4 cos
2

35sincosP  

⎟
⎠
⎞− θcos

2
15 , ( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

2
15cos

2
105sincos 222

4 θθθP , ( ) θθθ cossin105cos 33
4 =P , 

( ) θθ 44
4 sin105cos =P . 

Так как в выражение θθϕ 3cossincos  входит множитель ϕcos , то 
попытаемся представить θθ 3cossin  в виде линейной комбинации 
приведенных многочленов Лежандра вида ( )θcos1

nP . Получим: 

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= θθθθθ cos

2
15cos

2
35sin

35
2cossin 33 =⋅ θθ cossin

2
15

35
2  

( ) =⋅+= θθθ cossin3
7
1cos

35
2 1

4P ( ) ( )θθ cos
7
1cos

35
2 1

2
1
4 PP + . 

Теперь граничные условия можно записать в виде: 

1) θθϕ 3
1 cossincos

6
13−−==rw ( )⎜

⎝
⎛ +−⋅−= θϕ cos

35
2cos

6
113 1

4P  

( ) =⎟
⎠
⎞+ θcos

7
1 1

2P ( ) ( ) ( )θϕθϕθ coscos
42
1coscos

105
1cos3 1

2
1
40 PPP ⋅−⋅−⋅− , 

2) θθϕ 3
3 cossincos

2
275 −==rw ( )⎜

⎝
⎛ +−⋅ θϕ cos

35
2cos

2
2715 1

4P  

( ) =⎟
⎠
⎞+ θcos

7
1 1

2P ( ) ( ) ( )θϕθϕθ coscos
14
27coscos

35
27cos5 1

2
1
40 PPP ⋅−⋅−⋅ . 

При 1=r  равенство (1) примет вид 

( ) ( )[ ( ) ( )]∑∑
=

∞

=
+++=

n

k

k
nknkn

n
nn PkBkAPAw

10
0 cossincoscos,,1 θϕϕθθϕ  

( )[ ( ) ( )]=+++ ∑∑
=

∞

=

n

k

k
nknkn

n
nn PkDkCPC

10
0 cossincoscos θϕϕθ  

( ) ( ){ ( )[∑∑
=

∞

=
++++=

n

k
knkn

n
nnn knCAPCA

10
00 coscosθ  

( ) ] ( )}=++ θϕ cossin k
nknkn PkDB ( ) ( )−⋅−⋅− θϕθ coscos

105
1cos3 1

40 PP  

( )θϕ coscos
42
1 1

2P⋅− . 

Отсюда 30000 −=+CA , 
105

1
1414 −=+CA , 

42
1

1212 −=+CA , а все 

остальные суммы коэффициентов равны 0. 
При 3=r  равенство (1) примет вид 

( ) ( )[ ( ) ( )]∑∑
=

∞

=
+++=

n

k

k
nknkn

n
nn

n PkBkAPAw
10

0 cossincoscos3,,1 θϕϕθθϕ  



 12

( )[ ( ) ( )]=+++ ∑∑
=

∞

=
+

n

k

k
nknkn

n
nnn PkDkCPC

10
01 cossincoscos

3
1 θϕϕθ  

( ) ∑∑
=

+

∞

=
+ ⎢⎣

⎡ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎩
⎨
⎧ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

n

k
knnkn

n

n
nnnn

n knCAPCA
1

1
0

010 cos
3

13cos
3

13 θ  

( ) =
⎭
⎬
⎫

⎥⎦

⎤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ + θϕ cossin

3
13 1

k
nknnkn

n PkDB ( ) ( )−⋅−⋅ θϕθ coscos
35
27cos5 1

40 PP  

( )θϕ coscos
14
27 1

2P⋅− . 

Отсюда 5
3

13 001000
0 =+ + CA , 

35
27

3
13 141414

4 −=+ + CA , =+ + 121212
2

3
13 CA  

14
27

−= , а все остальные суммы коэффициентов равны 0. 

Найдем коэффициенты 00A , 00C , 12A , 12C , 14A  и 14C  решив системы 
уравнений: 

1) 
⎩
⎨
⎧

=+
−=+
5

3

0000

0000

CA
CA

, 
⎩
⎨
⎧

−=
=

12
9

00

00

C
A

; 

2) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+

−=+

35
27

243
181

105
1

1414

1414

CA

CA
, 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=

0
105

1

14

14

C

A ; 

3) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+

−=+

14
27

27
19

42
1

1212

1212

CA

CA
, 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=

847
162

5082
1093

12

12

C

A
. 

Все остальные коэффициенты равны 0. 
Получили решение граничной задачи для уравнения Лапласа в 

шаровом слое 

( ) ( ) ( )−⋅−= θϕθθϕ coscos
5082
1093cos9,, 1

2
2

0 PrPrw ( )−⋅ θϕ coscos
105

1
4

4
Pr  

( ) ( ) =⋅+− θϕθ coscos
847
162cos12 1

230 P
r

P
r

−⋅− θθϕ cossin3cos
5082
10939 2r  

+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅−

r
r 12cos

2
15cos

2
35sincos

105
3

4
θθθϕ =⋅ θθϕ cossin3cos

847
162

3r
 

−−=
r

129 −θθϕ cossincos
1694
1093 2r +θθϕ 34 cossincos

6
1 r  

++ θθϕ cossincos
14
1 4r =θθϕ cossincos

847
486

3r
+−

r
129 −⎜

⎝
⎛ 4

14
1 r  
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−⎟
⎠
⎞+− θθϕ cossincos

847
486

1694
1093

3
2

r
r θθϕ 34 cossincos

6
1 r . 

4. Получим решение данной задачи 

( ) =θϕ,,ru ( )+θϕ,,rv ( ) =θϕ,,rw +θθϕ 34 cossincos
6
1 r +−

r
129 −⎜

⎝
⎛ 4

14
1 r  

−⎟
⎠
⎞+− θθϕ cossincos

847
486

1694
1093

3
2

r
r =θθϕ 34 cossincos

6
1 r +−

r
129  

−⎜
⎝
⎛+ 4

14
1 r θθϕ cossincos

847
486

1694
1093

3
2 ⎟

⎠
⎞+

r
r . 

 
Задача 6. Найти решение задачи для уравнения Гельмгольца внутри 

круга 
УЧП: 02 =+∆ uku  ( 20 <≤ r ); 
ГУ: ϕ3

2 sin7−==ru . 
Решение. 
Используем, что решение задачи для уравнения Гельмгольца внутри 

круга 
УЧП: 02 =+∆ uku  ( Rr <≤0 ); 
ГУ: ( ) ( )ϕβα fuu

Rrr =+
=

, 0>+ βα  

следует искать в виде [3, с. 291] 

( ) ( ) ( )( )∑
∞

=
++=

1
0

0 sincos
2

,
n

nnn nBnAkrJkrJAru ϕϕϕ , 

где ( )xJn  ( ,...2,1,0=n ) – функции Бесселя, а коэффициенты nA  и nB  
определяются граничным условием. 

При 2=r  получим 

( ) ( ) ( )( )∑
∞

=
−=++=

1

3
0

0 sin7sincos22
2

,2
n

nnn nBnAkJkJAu ϕϕϕϕ . 

Используя формулу 
4

3sinsin3sin3 xx −
=ϕ , получим: 

=− ϕ3sin7 =
−

⋅−
4

3sinsin37 xx xx 3sin
4
7sin

4
21

+− . 

Используя, что 

( ) ( )( )∑
∞

=
=++

1
0

0 sincos22
2 n

nnn nBnAkJkJA ϕϕ xx 3sin
4
7sin

4
21

+− , 

получим соотношения: ( )
4
212 11 −=BkJ , ( )

4
72 33 =BkJ . Из которых 

будем иметь, что ( )kJ
B

24
21

1
1 −= , ( )kJ

B
24

7

3
3 = , а все остальные 

коэффициенты равны 0. 
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Теперь приведем решение данной задачи 

( ) ( )
( )

( )
( ) ϕϕϕ 3sin
24

7sin
24

21,
3

3

1

1
kJ

krJ
kJ
krJru +−= . 

 
Задача 7. Найти решение задачи для уравнения Гельмгольца внутри 

шара 
УЧП: 025,0 =+∆ uu  ( π<≤ r0 ); 
ГУ: θπ cos==rru . 
Решение. 
Используем, что решение задачи для уравнения Гельмгольца внутри 

шара 
УЧП: 02 =+∆ uku  ( Rr <≤0 ); 
ГУ: ( ) ( )θϕβα ,fuu

Rrr =+
=

, 0>+ βα  
следует искать в виде [3, с. 303] 

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑
∞

= +

∞

=
+=

0 2
1

0
sincoscos1,,

n
nmnm

m
nnm

mBmAPkrJ
r

ru ϕϕθθϕ . 

Для нахождения неизвестных коэффициентов используем граничное 
условие. 

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑
∞

= +

−

+

−
∞

=
×

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
′+⋅−=

0 2
1

5,0

2
1

5,1

0
cos5,0,,

n

m
nnnm

r PkrJkrkrJrru θθϕ  

( )ϕϕ mBmA nmnm sincos +× . 
При π=r  и 5,0=k  получим 

( ) ( )∑ ∑
∞

= +

−

+

−
∞

=
×

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

0 2
1

5,0

2
1

5,1

0
cos

2
5,0

2
5,0,,

n

m
nnnm

r PJJu θππππθϕπ

 
( )ϕϕ mBmA nmnm sincos +× θcos= .      (2) 

Так как в правой части отсутствует переменная ϕ , то 0=m , а 
( ) θθ coscos1 =P , то 1=n . Тогда равенство (2) примет вид 

θθππππ coscos
2

5,0
2

5,0 10
2
3

5,0

2
3

5,1 =⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− −− AJJ    (3). 

Применив формулу ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= xx

xx
xJ cossin12

2/3 π
, получим: 

1) 2
2
3

4
2

cos
2

sin
2/

1

2

2
2 π

ππ
πππ

π
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛J ; 
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2) ( ) ( ) +⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=′ − x

xx
xx

x
xxJ sin12cossin15,02

2
5,1

2
3 ππ

 

⎟
⎠
⎞++ xx

x
sincos1 , 

( ) +⎜
⎝
⎛−

⋅
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′

−

2
sin4

2

2
2

cos
2

sin2
2

5,02
2 2

5,1

2
3

π
πππ

ππ
π

π
π

πJ  

=⎟
⎠
⎞++

2
sin

2
cos2 ππ

π ππ
212

3 +− . 

Подставив значения ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
2
3
πJ  и ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′

2
2
3
πJ  в равенство (3), получим: 

12125,04
2
1

103
5,0

2
5,1 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+⋅− −− A

ππ
π

π
π , 18

105,3

2
=

− A
π
π . 

Отсюда 
82

5,3

10
−

=
π
πA . 

Теперь приведем решение данной задачи 

( ) ( ) =
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

8
cos

2
1,, 2

5,3

1
2
3 π

πθθϕ PrJ
r

ru θ
π
π cos

2
1

8 2
32

5,3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

−
rJ

r
. 
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Обозначения и сокращения 
1. ГУ – граничное условие; 
2. ОДУ – обыкновенное дифференциальное уравнение; 
3. РГЗ – расчетно-графическое задание; 
4. УЧП – уравнения с частными производными; 
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