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Предисловие 
 

Среди математических курсов, читающихся студентам различных 

инженерно-технических специальностей, курс математического анализа 

является одним из важнейших. Именно в нем содержатся основные понятия 

высшей математики. Их усвоение необходимо для того, чтобы затем 

совершенствовать знания в области целого ряда фундаментальных наук, без 

которых, в свою очередь, невозможна успешная инженерно-техническая 

деятельность. Анализ федерального государственного образовательного 

стандарта по различным специальностям показывает, что соответствующий 

модуль присутствует во всех стандартах. 

Этот курс традиционно считается одним из наиболее сложных, поэтому 

очень важным является  методическое обеспечение данного курса. 

Самостоятельная работа, наряду с аудиторной, представляет для 

студента одну из форм учебного процесса и является существенной его 

частью. В условиях перехода к образовательным стандартам нового 

поколения роль и место самостоятельной работы студента в учебном 

процессе существенно увеличивается, что требует её дополнительного 

методического обеспечения.  

Помощь в организации самостоятельной работы должны оказывать 

методические пособия по отдельным модулям курса. Во втором семестре 

целесообразно выделение модуля – «Функции нескольких переменных». 

Данный самоучитель содержит методический материал по указанному 

модулю. Лекционный материал к нему занимает обычно около двадцати 

академических часов. Столько же времени занимают и практические занятия, 

разработки к которым также предлагаются в работе. В теоретический 

материал включаются определения, теоремы, наглядные примеры и рисунки, 

иллюстрирующие геометрический смысл основных понятий 

рассматриваемых в модуле, а в материалы к практическим занятиям – задачи, 
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различного уровня сложности. Показываются и разъясняются решения 

наиболее типичных задач по каждой теме, после чего предлагается комплекс 

задач для самостоятельного решения и вопросы для самоконтроля. 

В настоящее время происходит модернизация содержания образования, 

одним из основополагающих принципов которой является 

компетентностный, под которым обычно понимается направленность 

учебного процесса на формирование, развитие и владение будущим 

специалистом набором компетенций. Данное пособие реализует усвоение 

следующих общекультурных компетенций: 

 способностью применять в научно-исследовательской и 

профессиональной деятельности базовые знания в области фундаментальной 

и прикладной математики и естественных наук (ОК-6); 

 способностью и постоянной готовностью совершенствовать и 

углублять свои знания, быстро адаптироваться к любым ситуациям (ОК-8); 

 фундаментальной подготовкой в области фундаментальной 

математики и компьютерных наук, готовностью к использованию 

полученных знаний в профессиональной деятельности (ОК-11); 

 способностью к анализу и синтезу информации, полученной из 

любых источников (ОК-14). 

Профессиональных компетенций: 

 умением понять поставленную задачу (ПК-2); 

 умением формулировать результат (ПК-3); 

 умением грамотно пользоваться языком предметной области (ПК-7); 

 умением ориентироваться в постановках задач (ПК-8); 

 знанием корректных постановок классических задач (ПК-9); 

 пониманием корректности постановок задач (ПК-10); 

 выделением главных смысловых аспектов в доказательствах (ПК-

16); 
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 владением методами математического и алгоритмического 

моделирования при анализе и решении прикладных и инженерно-

технических проблем (ПК-20); 

 владением проблемно-задачной формой представления 

математических и естественнонаучных знаний (ПК-21); 

 умением увидеть прикладной аспект в решении научной задачи, 

грамотно представить и интерпретировать результат (ПК-22); 

 умением самостоятельно математически и физически корректно 

ставить естественнонаучные и инженерно-физические задачи и 

организовывать их решение в рамках небольших коллективов (ПК-25); 

 возможностью преподавания физико-математических дисциплин и 

информатики в общеобразовательных учреждениях и образовательных 

учреждениях среднего профессионального образования (ПК-29). 
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Введение 
 

Данный самоучитель составлен в соответствии с программой изучения 

дисциплины «Математический анализ» студентами направления 010500-

Математическое обеспечение и администрирование информационных 

систем. Раздел «Функции многих переменных» не только сам имеет 

многочисленные практические приложения, но и является необходимым при 

изучении ряда разделов высшей математики («Интегральное исчисление для 

функций многих переменных», «Обыкновенные дифференциальные 

уравнения», «Уравнения математической физики», «Теории вероятностей и 

математической статистике», «Численные методы», «Векторном анализе» и 

т. д.). 

Следует отметить, что в данной работе приведены подробные решения 

большого количества типовых задач. Такое изложение материала позволяет 

использовать указания для самостоятельной работы студентов над 

домашними заданиями и индивидуальными заданиями. 

Не смотря на то, что самоучитель предназначен студентам направления 

010500-Математическое обеспечение и администрирование 

информационных систем, он вполне может быть использован практически по 

любым физико-математическим, естественнонаучным и инженерно-

техническим направлениям и специальностям как очного, так и заочного 

отделений. 

Приведение разнообразных примеров применения рассматриваемого 

материала в различных областях науки и техники (физика, сопротивление 

материалов, электротехника, теория вероятностей, математическая 

статистика, экономика) способствует повышению мотивации к изучению 

студентами математики. 



 9 

О замеченных недостатках в методических указаниях просьба 

сообщить на кафедры математической кибернетики и математического 

анализа ГОУ ОГУ. 

Авторы с благодарностью примут и рассмотрят любые предложения, 

касающиеся повышения научного, учебно-методического и содержательного 

уровня данного пособия. 
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1 Понятие функции нескольких 

переменных 

1.1 Теоретические сведения 

1.1.1 Определение функции нескольких переменных 

Нам уже знакомо понятие функции одной переменной. Как известно, 

такие функции выражают зависимость одной величины от другой. Однако, 

абсолютное большинство величин самой разной природы зависят ни от 

одной, а от нескольких величин. 

Примеры: 

1) площадь прямоугольника зависит от двух величин – длин его сторон 

a  и b : 

abS  ; 

2) сила тока I  в замкнутой цепи определяется ЭДС источника тока E , 

его внутренним сопротивлением r , а также сопротивлением внешнего 

участка цепи R : 

rR
EI


 ; 

3) прибыль предприятия   зависит от его дохода r  и издержек 

(полных затрат) c : 

cr  . 

Когда величина y  зависит от n  величин 1x , 2x ,…, nx , то часто 

говорят, что величина y  является функцией n  величин 1x , 2x ,…, nx . 

Определение. Функцией n  действительных переменных будем 

называть закон, ставящий в соответствие каждому упорядоченному набору 

из n  действительных чисел  nxxx  ,..., , 21
nRD  , единственное 

действительное число y . 
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Здесь: 1x , 2x ,…, nx  - независимые переменные или аргументы, y  - 

зависимая переменная или функция, D  - область определения данной 

функции. 

Обозначение функции n  переменных:  nxxxfy ,...,, 21 . 

Независимые переменные можно интерпретировать как координаты точки в 

пространстве nR :  nxxxM ,...,, 21 . В этом случае функцию нескольких 

переменных можно обозначить как  Mfy  . Если же рассматривать 

значения 1x , 2x ,…, nx  как координаты радиус-вектора  nxxxr ,...,, 21 , то 

применяется обозначение  rfy  . 

Множество всех значений, которые функция может принимать, будем 

называть областью значений данной функции 

        fDxxxxxxfyfE nn   ,..., ,| ,..., , 2121 . 

Свойства функций n переменных  3n  аналогичны свойствам 

функций двух переменных, поэтому в дальнейшем мы будем рассматривать, 

как правило, только функции двух переменных  yxfz , . 

 

1.1.2 Окрестности и области на плоскости 

Определение. Окрестностью  0MU  точки 0M  радиуса   называется 

множество точек M  плоскости, удовлетворяющее неравенству MM 0 . 
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   Рисунок 1 

Если же из окрестности исключить саму точку 0M , то тогда мы 

получим проколотую окрестность  0MU 


 точки 0M  радиуса  . 

 

 
   Рисунок 2 

Определение. Открытой областью D  на плоскости (Рисунок 3) 

называется множество точек плоскости, удовлетворяющее требованиям: 

1) если точка принадлежит множеству D , то можно указать 

окрестность этой точки, также принадлежащую множеству D ; 

2) D  - связное множество, то есть любые две точки множества D  

можно соединить ломаной линией, целиком принадлежащей множеству D . 
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   Рисунок 3 

Определение. Замкнутой областью D  (Рисунок 4) будем называть 

открытую область вместе с ее границей. 

 
   Рисунок 4 

Определение. Область называется ограниченной, если она является 

подмножеством некоторого круга. 

 

1.1.3 Способы задания функций нескольких переменных 

Аналитический способ (с помощью формулы) 

Пример:   2

3

2
4,
y
xyxyxf 

 . 
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Табличный способ 

Кроме задания функций одной переменной данный способ практически 

всегда применяется только для функций двух переменных. В качестве 

примера рассмотрим фрагмент таблицы значений коэффициентов Стьюдента 

 nt , , которые широко применяются при статистической обработке 

экспериментальных данных. 

Таблица 1 

n


 … 4,0  5,0  6,0  … 

… … … … … … 

12  … 540,0  697,0  876,0  … 

13  … 539,0  695,0  873,0  … 

14  … 538,0  694,0  870,0  … 

… … … … … … 

Из приведенной таблицы легко установить, что, например, при числе 

опытов 13n  и для доверительной вероятности 5,0  значение 

коэффициента Стьюдента будет равно 695,0t . 

 

Семейство линий и поверхностей уровня 

Наглядно функции двух (трех) переменных задаются с помощью 

семейств линий (поверхностей) уровня. Последние будут рассмотрены в п. 

1.1.4. 

 

1.1.4 Геометрическая интерпретация функций двух и трех 

переменных 

Определение. Графиком функции двух переменных  yxfz ,  

называется множество точек пространства 
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       fDyxyxfyx  ,,,, . 

Как правило, графиком двух переменных является некоторая 

поверхность в пространстве. 

С помощью графика двух переменных невозможно даже примерно 

определить значение функции при данных x  и y . Чтобы иметь такую 

возможность применяются системы линий уровня. 

 

Определение. Линией уровня функции двух переменных  yxfz ,  

называется множество точек плоскости, удовлетворяющее уравнению 

  Cyxf , . 

Таким образом, на всей линии уровня значение функции остается 

постоянным. Очевидно, что линии уровня не могут пересекаться. 

Если мы построим несколько линий уровня, меняя C  с некоторым 

шагом, то получим систему линий уровня – наглядное представление 

функции двух переменных. 

С помощью системы линий уровня легко можно находить примерные 

значения функции двух переменных. 

В качестве примера рассмотрим характеристики некоторого 

биполярного транзистора. Для него зависимость тока коллектора KI  от тока 

базы БI  и напряжения коллектор-эмиттер КЭU  приведена на рисунке 5. 
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   Рисунок 5 

Из данной системы линий уровня мы можем легко определить 

примерное значение любого из параметров при условии, что нам известны 

значения двух других параметров. 

Например: 

1) если ток базы мкАIБ  250 , а напряжение коллектор-эмиттер равно 

ВUКЭ 8 , то тогда ток коллектора мАIK  13 ; 

2) При ВUКЭ 10  ток коллектора мАIK  10  будет, если ток базы 

мкАIБ  230 . 

Рассмотрим теперь функцию трех переменных  zyxfu ,, . Для того, 

чтобы построить ее график нам нужна система координат с осями x , y , z  и 

u . Таким образом, построить график функции трех переменных в 

трехмерном пространстве нельзя. 

Для наглядного изображения функций трех переменных используются 

системы поверхностей уровня. 

Определение. Поверхностью уровня функции трех переменных 

 zyxfu ,,  называется множество точек пространства, удовлетворяющее 

уравнению   Czyxf ,, . 
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Таким образом, на всей поверхности уровня значение функции 

остается постоянным. Очевидно, что поверхности уровня не могут 

пересекаться. 

Если мы построим несколько поверхностей уровня, меняя C  с 

некоторым шагом, то получим систему поверхностей уровня – наглядное 

представление функции трех переменных. 

 

1.2 Примеры решения типичных задач 

Задача 1. Пусть дана функция   2

3

2
4,
y
xyxyxf 

 . Найти: 

1)  2;1f ; 

2)  Mf , где  1;2 M . 

Решение. 

1. Для нахождения значения  2;1f , достаточно в формулу, задающую 

данную функцию, вместо переменой x  подставить значение 1, а вместо 

переменной y  - значение 2 . 

Получим: 

 
8
7

22
21412;1 2

3





f . 

2. Для нахождения значения данной функции в точке  1;2 M , 

достаточно в формулу, задающую данную функцию, вместо переменой x  

подставить значение 2 , а вместо переменной y  - значение 1 . 

Получим: 

       
 

8
12

1242
2

3





Mf . 

Если функция задана аналитически и ее область определения не 

указана, то за ее область определения принимается так называемая 
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естественная область определения, то есть множество всех наборов значений 

аргументов, при которых данная формула имеет смысл. 

Задача 2. Найти область определения функции   224, yxyxf  . 

Решение. 

Формула, задающая функцию, имеет смысл тогда и только тогда, когда 

подкоренное выражение неотрицательно. Тогда решим неравенство 

04 22  yx , 422  yx , 222 2 yx . 

Полученное неравенство определяет замкнутый круг с центром в 

начале координат и радиусом 2 . 

 
 Рисунок 6 

Задача 3. Найти область определения функции   xyyxf ln,  . 

Решение. 

Логарифм определен на множестве положительных чисел, поэтому для 

нахождения области определения данной функции нам достаточно решить 

неравенство 0xy . Оно эквивалентно совокупности двух систем 

























.0
,0

;0
,0

y
x
y
x

 

Записанная совокупность определяет первую и третью координатные 

четверти без границ. 
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 Рисунок 7 

 

Задача 4. Построить график функции 22 yxz   методом сечений. 

Решение. 

1. Сечением графика плоскостью 0x  будет являться парабола 








.0
,2

x
yz  

лежащая в плоскости yOz . 

2. Сечением графика плоскостью 0y  будет являться парабола 








,0
,2

x
xz  

лежащая в плоскости xOz . 

3. При 0z  имеем равенство 022  yx . Из которого следует, что 

0x  и 0y . Таким образом сечение графика плоскостью 0z  будет 

состоять из единственной точки – начала координат  0,0,0O . 

4. Сечение плоскостью  0 CCz  будет являться окружность 

 









.
,

222

Cz
Cyx  

На основании полученных данных строим график функции 22 yxz  . 
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  Рисунок 8 

Полученная поверхность называется параболоидом вращения. В форме 

данной поверхности изготовляют спутниковые антенны и зеркала для 

телескопов. 

Задача 5. Для функции   yxyxf  3,  построить семейство линий 

уровня. 

Решение. 

Так как функция   yxyxf  3,  определена на всей плоскости, то 

через каждую точку плоскости будет проходить линия уровня, причем 

единственная. Другими словами, линии уровня будут заполнять всю 

плоскость. 

Получим уравнение линии уровня: 

  Cyxf , , Cyx 3 , 3xCy  . 

Полученное уравнение определяет кубическую параболу, а изменение 

величины C  приводит к параллельному переносу кубической параболы 

вдоль оси y . Очевидно, что в данном случае C  может принимать любые 

действительные значения. 

Взяв C , например, с шагом 1, построим семейство линий уровня на 

координатной плоскости. 
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Рисунок 9 

 

Задача 6. Для функции трех переменных   222 4,, zyxzyxf   

построить семейство поверхностей уровня. 

Решение. 

Так как функция   222 4,, zyxzyxf   определена на всем 

пространстве, то через каждую точку будет проходить поверхность уровня, 

причем единственная. Другими словами, поверхности уровня будут 

заполнять все пространство. 

Получим уравнение поверхности уровня: 

  Czyxf ,, , Czyx  222 4 . 

Отсюда следует, что 0C . При 0C  записанное уравнение 

определяет точку  0;0;0O . 

Преобразуем полученное уравнение: 

1
4/

222


C
z

C
y

C
x , 

     
1

2/
2

2

2

2

2

2


C

z

C

y

C

x . 

Полученное уравнение при 0C  определяет эллипсоид с центром в 

начале координат и полуосями Ca  , Cb   и 
2
Cc  . 
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Взяв 3,2,1,0C , построим семейство поверхностей уровня. 

 
   Рисунок 10 

 

1.3 Вопросы для самоконтроля 

1 Дайте определение функции нескольких переменных. Приведите 

примеры. 

2 Что называется областью определения функции нескольких 

переменных? 

3 Приведите пример функции двух переменных, область определения 

которой состоит только из одной точки. 

4 Что называется областью значений функции нескольких переменных? 

5 Что называется окрестностью точки на плоскости? Проколотой 

окрестностью? 

6 Чем различается открытая и замкнутая области на плоскости? 

7 Каковы способы задания функций нескольких переменных вы знаете? 

8 Дайте определение графика функции двух переменных. 

9 Как происходит построение графика функции двух переменных 

методом сечений? 

10 Можно ли по графику функции двух переменных определить 

примерное значение функции для данных значений аргументов? 

11 Можно ли построить график функции трех переменных? 

12 Дайте определения линии уровня, поверхности уровня. 
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13 Могут ли линии уровня и поверхности уровня пересекаться? 

 

1.4 Задачи для самостоятельного решения 

Задача 1. Пусть дана функция  
2

, 2



x
yxyxf . Найти: 

1)  1;2f ; 

2)  Mf , где  2;1 M . 

 

Задача 2. Пусть дана функция   y
y
xyxf 




3
1, . Найти: 

1)  1;1f ; 

2)  Mf , где  2;0M . 

 

Задача 3. Найти область определения функции   2299, yxyxf  . 

 

Задача 4. Найти область определения функции  
1

,




y

yxyxf . 

 

Задача 5. Построить график функции 222 yxz   методом сечений. 

 

Задача 6. Построить график функции 224 yxz   методом сечений. 

 

Задача 7. Для функции   2, yxyxf   построить семейство линий 

уровня. 

 

Задача 8. Для функции   yxyxf 34,   построить семейство линий 

уровня. 
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Задача 9. Для функции трех переменных   222 49,, zyxzyxf   

построить семейство поверхностей уровня. 

 

Задача 10. Для функции трех переменных   zyxzyxf 44,, 22   

построить семейство поверхностей уровня. 



 25 

 

2 Предел и непрерывность функции 

двух переменных 

2.1 Теоретические сведения 

2.1.1 Определение предела функции двух переменных 

Определение. Пусть функция  yxfz ,  определена в некоторой 

проколотой окрестности точки  000 , yxM . В самой точке  000 , yxM  

функция может быть, как определена, так и не определена. 

Число A  называется пределом функции  yxfz ,  в точке  000 , yxM , 

если для любого 0  существует   0 , такое, что для всех точек  yxM , , 

для которых верно соотношение   MM 00 , имеет место неравенство 

   AMf . 

Обозначения: 

1)   AMf
MM


 0
lim  - читается: «предел функции  Mf  в точке 0M  

равен A»; 

2)   Ayxf
yy
xx





,lim
0
0

 - читается: «предел функции  yxf ,  при 0xx , 

0yy  равен A». 

Приведенное определение утверждает, что какую бы мы узкую 

окрестность  AU  не взяли бы, всегда можно указать настолько узкую 

проколотую окрестность  0MU 


точки 0M , что функция  yxfz ,  

отображает  0MU 


 в  AU . 
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    Рисунок 11 

Замечание. Из определения предела функции двух переменных 

фактически следует, что если точка M  неограниченно приближается любым 

способом к точке 0M , но ее не достигает, то значение  Mf  будет 

неограниченно приближаться к A . 

 
   Рисунок 12 

Замечание. Пусть точка  yxM ,  приближается к точке  000 , yxM , 

двигаясь по прямой. Следует отметить, что если даже по любому 

направлению мы будем получать, что   AMf  , то отсюда еще не следует, 

что   AMf
MM


 0
lim . 

Действительно, рассмотрим функцию двух переменных  Mfz  , 

которая задана следующим образом:   1Mf , если точка M  принадлежит 

оси x , кругу с центром  1;01C  и радиусом 1, кругу с центром  1;02 C  и 
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радиусом 1, а во всех остальных точках плоскости функция  Mfz   равна 

0 . 

 
  Рисунок 13 

Очевидно, что, двигаясь к началу координат по любому лучу, мы 

получим   1Mf . Однако предела в точке  0;0O  данная функция не имеет 

так как, если мы будем точку M  перемещать по дуге к точке  0;0O , как 

показано на рисунке 14, то получим   0Mf . 

Данный пример показывает, что понятие предела функции двух 

переменных гораздо более сложное понятие, чем предел функции одной 

переменной, так как для функции одной переменной аргумент может 

приближаться к предельной точке всего по двум направлениям: слева и 

справа (см. рисунок 15), а на плоскости направлений бесконечно много (см. 

рисунок 12). 
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 Рисунок 14 

 
  Рисунок 15 

 

2.1.2 Свойства пределов функции двух переменных 

Пределы функций нескольких переменных имеют такие же свойства, 

что и пределы функций одной переменной [1, стр. 132-154]. 

В качестве примеров, раскрывающих свойства пределов функций 

нескольких переменных, в 2.2 будет рассмотрен ряд задач. 

 

2.1.3 Частное и полное приращение функций нескольких 

переменных 

Частное и полное приращения рассмотрим на примере функций двух 

переменных, в случае n переменных введение данных понятий совершенно 

аналогично. 

Пусть имеется функция двух переменных  yxfz , . Очевидно, что 

если мы изменим значение x  на величину x , то и значение функции также 



 29 

должно измениться на некоторую величину, которую мы будем называть 

частным приращением функции  yxfz ,  по переменной x : 

     yxfyxxfyxfx ,,,  . 

Совершенно аналогично можно ввести понятие частного приращения 

по переменной y : 

     yxfyyxfyxfy ,,,  . 

Если же мы изменим обе переменные: переменную x  на величину x , 

а переменную y  на величину y , то в этом случае изменение функции будем 

называть полным приращением: 

     yxfyyxxfyxf ,,,  . 

 

2.1.4 Непрерывность функции двух переменных 

Определение. Функция  yxfz ,  называется непрерывной в точке 

 000 , yxM , если верно равенство 

   00 ,,lim
0
0

yxfyxf
yy
xx





. 

Определение. Пусть любая окрестность точки  000 , yxM  содержит 

точки, принадлежащие области определения функции  yxfz , . Если в этой 

точке данная функция не является непрерывной, то функция  yxfz ,  

называется разрывной в точке  000 , yxM , а точка  000 , yxM  называется 

точкой разрыва функции  yxfz , . 

Приведенное определение непрерывности функции в точке, говоря 

нестрого, означает, что если 0xx   и 0yy  , то тогда    00 ,, yxfyxf  . 

Другими словами, небольшое изменение аргументов непрерывной функции 

приводит к небольшому изменению значения самой функции. 

Введя замены xxx  0 , yyy  0  и      0000 ,,, yxfyxfyxf  , 

мы сможем записать определение непрерывной функции в точке на языке 

приращений. 
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Определение. Функция  yxfz ,  называется непрерывной в точке 

 000 , yxM , если верно равенство 

  0,lim 00
0
0





yxf
y
x

. 

Определение. Функция  yxfz ,  называется непрерывной в 

некоторой области, если она непрерывна в каждой точке этой области. 

Любая элементарная функция непрерывна в каждой точке, которая 

принадлежит вместе со своей окрестностью области определения функции. 

Очевидно, что если функция двух переменных непрерывна в некоторой 

области, то ее график будет сплошной поверхностью в виде одного куска без 

разрывов. 

Для различных практических приложений требование непрерывности 

чрезвычайно важно, так как измерения различных величин всегда содержат 

некоторые погрешности. 

Приведем без доказательства (доказательства данных теорем 

приведены в [1, 2]) наиболее важные свойства непрерывных функций. 

Теорема 1. Функция  Mfy  , непрерывная на ограниченной и 

замкнутой области D , является ограниченной на этой области, то есть 

другими словами существует такое число 0N , что для всех точек DM   

выполняется неравенство   NMf  . 

Теорема 2. Функция  Mfy  , непрерывная на ограниченной и 

замкнутой области D , достигает на области D  своих наименьшего и 

наибольшего значений, то есть другими словами существуют такие точки 

DMM 21, , что для всех точек DM   выполняется неравенство 

     21 MfMfMf  . 

Теорема 3. Пусть функция  Mfy   является непрерывной на области 

D , и для точек DMM 21,  верны равенства   11 yMf   и   22 yMf  . Тогда 

функция  Mfy   на области D  принимает и все промежуточные значения 

между 1y  и 2y . 
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Первые две теоремы часто бывают полезны при решении различных 

задач на максимум и минимум, а третья теорема – при решении уравнений. 

 

2.2 Примеры решения типичных задач 

Задача 1. Доказать, что предел 22
0
0

lim
yx

xy

y
x 



 не существует. 

Решение. 

Функция   22,
yx

xyyxf


  определена в любой проколотой 

окрестности точки  0;0O . 

Пусть точка  yxM ,  приближается к точке  0;0O  по прямой kxy  . 

Тогда мы получим 

22
0
0

lim
yx

xy

y
x 

  








 22

0
0

lim
kxx
kxx

y
x





 222

2

0
0

lim
xkx

kx

y
x 22

0
0 11

lim
k
k

k
k

y
x 







. 

Получили, что величина предела зависит от углового коэффициента 

прямой, по которой точка  yxM ,  приближается к точке  0;0O . Так как 

предел не должен зависеть от способа приближения точки  yxM ,  к точке 

 0;0O , то данный предел не существует. 

Задача 2. Найти предел 
yx

x

y
x 



2
1

lim . 

Решение. 

Функция  
yx

xyxf


,  является элементарной, а точка  2;10M  вместе 

со своей достаточно малой окрестностью принадлежит области определения 

этой функции. Тогда для нахождения предела достаточно в функцию 

 
yx

xyxf


,  вместо x  подставить значение 1, а вместо y  - значение 2 . 
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3
1

21
1lim

2
1








 yx

x

y
x

. 

Задача 3. Найти предел 22
2

0
0

1sinlim
yx

xy
y
x 



. 

Решение. 

Функция, стоящая под знаком предела, определена в любой проколотой 

окрестности точки  0;0O . 

Используем, что произведение бесконечно малой и ограниченной 

величины является бесконечно малой. 

  001sinlim 22
2

0
0







огр
yx

xy
y
x

. 

Задача 4. Найти предел 22
0
0

1lim
yx

x

y
x 






. 

Решение. 

Функция, стоящая под знаком предела, определена в любой проколотой 

окрестности точки  0;0O . 

Используем, что величина, обратная бесконечно малой, является 

бесконечно большой. 











 0

11lim 22
0
0 yx
x

y
x

. 

Задача 5. Найти предел  22
0
0 ln

1lim
yx

yx

y
x 






. 

Решение. 

Функция, стоящая под знаком предела, определена в любой проколотой 

окрестности точки  0;0O . 

Используем, что величина, обратная бесконечно большой, является 

бесконечно малой. 
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  01
ln

1lim 22
0
0













 yx

yx

y
x

. 

Задача 6. Найти предел 22

2

0
0

lim
yx

xy

y
x 



. 

Решение. 

Функция, стоящая под знаком предела, определена в любой проколотой 

окрестности точки  0;0O . 

Перейдем в полярную систему координат:  cosx ,  siny . 

Очевидно, что 0x , 0y  равносильно 0 . 





 22

2

0
0

lim
yx

xy

y
x

 
   





 22

2

0
0 sincos

sincoslim




y
x  


 


222

23

0
0 sincos

sincoslim
y
x

 

0sincoslim 2

0
0






y
x

. 

Замечание. В случае получения выражения, зависящее от  , делаем 

вывод о том, что данный предел не существует. В силу того, что в таком 

случае предел зависит от способа стремления точки  yxM ,  к точке 

 000 , yxM . 

Задача 7. Найти частные и полное приращение функции   xyyxf ,  в 

точке  2;10M . Сравнить сумму частных приращений с полным 

приращением. 

Решение. 

1. Найдем частное приращение данной функции по переменной x  по 

формуле 

     yxfyxxfyxfx ,,,  . 

Если   xyyxf , , то получим: 

  yxfx ,   yxxyyxxyxyyxx  . 
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Для нахождения частного приращения по x  в точке  2;10M  нам 

достаточно вместо x  подставить 1, а вместо y  подставить 2 . 

Получим:   0Mfx x2 . 

2. Найдем частное приращение данной функции по переменной y  по 

формуле 

     yxfyyxfyxfy ,,,  . 

Если   xyyxf , , то получим: 

  yxfy ,   yxxyyxxyxyyyx  . 

Для нахождения частного приращения по y  в точке  2;10M  нам 

достаточно вместо x  подставить 1, а вместо y  подставить 2 . 

Получим:   yMfy  0 . 

3. Найдем полное приращение данной функции по формуле 

     yxfyyxxfyxf ,,,  . 

Если   xyyxf , , то получим: 

  yxf ,     xyyxyxyxxyxyyyyxx  

yxyxyx  . 

Для нахождения полного приращения в точке  2;10M  нам достаточно 

вместо x  подставить 1, а вместо y  подставить 2 . 

Получим:   yxyxMf  20 . 

4. Получили, что 

     yxMfMf yx 200  yxyx2  0Mf . 

Таким образом, в общем случае сумма всех частных приращений не 

равна полному приращению. 

 

Задача 8. Исследовать функцию  
yx

yxf


 2
1,  на непрерывность. 

 

Решение. 
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Функция  
yx

yxf


 2
1,  является элементарной. Отсюда следует, что 

она непрерывна всюду на своей области определения, то есть при 2xy  . 

Функция разрывна на параболе 2xy  . 

 

Задача 9. Исследовать функцию  











0           ,0

,0 ,1
,

22

22
22

yx

yx
yxyxf  на 

непрерывность в точке  0;0O . 

Решение. 

Так как  0;001lim 22
0
0

f
yx

y
x







 то согласно определению 

непрерывности функции в точке имеем, что функция 

 











0           ,0

,0 ,1
,

22

22
22

yx

yx
yxyxf  

разрывна в точке  0;0O . 

 

Задача 10. Исследовать функцию  













0           ,0

,0 ,
,

22

22
22

2

yx

yx
yx

xy
yxf  на 

непрерывность в точке  0;0O . 

Решение. 

В задаче 6 этого пункта мы уже нашли значение предела 22

2

0
0

lim
yx

xy

y
x 



. 

Так как  0;00lim 22

2

0
0

f
yx

xy

y
x







, то согласно определению 

непрерывности функции в точке имеем, что функция 
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 













0           ,0

,0 ,
,

22

22
22

2

yx

yx
yx

xy
yxf  

непрерывна в точке  0;0O . 

 

2.3 Вопросы для самоконтроля 

1 Как определяется предел функции двух переменных в точке? 

2 Разъясните понятие предела с помощью понятия окрестности точки. 

3 Может ли предел функции в точке не совпадать со значением функции 

в этой точке? 

4 Приведите пример функции, не имеющей придела в какой-нибудь 

точке. 

5 Сформулируйте свойства предела функции двух переменных. 

6 Что называется частным приращением и полным приращением 

функции двух переменной? 

7 Всегда ли полное приращение функции двух переменных равно сумме 

всех частных приращений? 

8 Дайте определение непрерывной в точке функции двух переменных. 

9 Какая функция двух переменных называется непрерывной в плоской 

области? 

10 В чем особенность графика непрерывной на некоторой области 

функции? 

11 Приведите пример разрывной функции двух переменных. 

12 Перечислите свойства функций непрерывных в замкнутой 

ограниченной области. 
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2.4 Задачи для самостоятельного решения 

Задача 1. Доказать, что предел 44

3

0
0

lim
yx
yx

y
x 



 не существует. 

 

Задача 2. Найти предел 
yx

y

y
x 



4
2

lim . 

 

Задача 3. Найти предел 24
3

0
0

1coslim
yx

yx
y
x 



. 

 

Задача 4. Найти предел 42
0
0

1lim
yx

y

y
x 






. 

 

Задача 5. Найти предел  22
0
0 ctg

1lim
yx

y

y
x 






. 

 

Задача 6. Найти предел 22

2

0
0

lim
yx
yx

y
x 



. 

 

Задача 7. Найти частные и полное приращение функции 

  xyxyxf  2,  в точке  1;10M . Сравнить сумму частных приращений с 

полным приращением. 

 

Задача 8. Исследовать функцию  
yx

yxf
2

1,


  на непрерывность. 

 

Задача 9. Исследовать функцию   y
x

yxf 
cos

1,  на непрерывность. 
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Задача 10. Исследовать функцию    








0           ,0

,0 ,ln, 22

2242

yx
yxyxyxf  на 

непрерывность в точке  0;0O . 

 

Задача 11. Исследовать функцию  













0           ,0

,0 ,
,

22

22
22

3

yx

yx
yx
yx

yxf  на 

непрерывность в точке  0;0O . 
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3 Производные и дифференциалы 

3.1 Теоретические сведения 

3.1.1 Понятие частной производной 

Определение. Частной производной функции  yxfz ,  по 

переменной x  в точке  000 , yxM  называется число, равное пределу 

отношения частного приращения  00 , yxfx  к приращению x , когда 

последнее стремиться к нулю. 

 





x
yxf 00 ,  

x
yxfx

x 




00
0

,lim    
x

yxfyxxf
x 






0000
0

,,lim . 

Если рассматривать частную производную не в фиксированной точке 

 000 , yxM , а в произвольной точке  yxM , , то частная производная будет не 

числом, а функцией. 

Определение. Частной производной функции  yxfz ,  по 

переменной x  называется функция, равная пределу отношения частного 

приращения  yxfx ,  к приращению x , когда последнее стремиться к 

нулю. 

 





x
yxf ,  

x
yxfx

x 




,lim
0

   
x

yxfyxxf
x 






,,lim
0

. 

Различные обозначения частных производных:  
x
yxf


 , , 

x
z

 , xz , 

 yxfDx , ,  yxf x , ,  yxf x , . 

Следует отметить, что значение переменной y  в данном случае не 

меняется, поэтому фактически частная производная представляет собой 

производную функции одной переменной (той по которой находится частная 

производная), когда все остальные переменные считаются константами. 
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Так как понятие частной производной для функции нескольких 

переменных фактически свелось к понятию производной функции одной 

переменной, то можно сделать следующие выводы. 

1. Если   0,  yxf x , то ( y  зафиксирован) при увеличении x , значение 

функции  yxfz ,  будет возрастать. 

2. Если   0,  yxf x , то ( y  зафиксирован) при увеличении x , значение 

функции  yxfz ,  будет убывать. 

3. Чем больше  yxf x , , тем сильнее меняется функция  yxfz ,  при 

изменении x  и неизменном y . 

Таким образом, частная производная  yxf x ,  характеризует скорость 

изменения функции  Mf , если точка M  движется вдоль оси x . 

 

3.1.2 Геометрический смысл частной производной 

 

Пусть дана функция двух переменных  yxfz , , график которой 

имеет вид 

 
 Рисунок 16 

Для нахождения частной производной  00 , yxf x  мы фиксируем 

переменную 0yy  , находим производную полученной функции одной 
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переменной  0, yxfz   и подставляем в полученную функцию вместо 

переменной x  значение 0x . 

Графиком функции одной переменной  0, yxfz   является (рисунок 

17) сечение графика функции  yxfz ,  плоскостью 0yy  . 

Как нам уже известно, из курса дифференциального исчисления для 

функции одной переменной, значение  0, yxf   в точке 0xx   равно тангенсу 

угла наклона касательной, проведенной в точке графика функции  0, yxfz   

с абсциссой 0xx  . 

Таким образом, получили, что 

    tg,,
0000 

 xxx yxfyxf . 

 

 
  Рисунок 17 

Геометрический смысл частной производной функции двух 

переменных: значение частной производной по x  в точке  000 , yxM  равно 

тангенсу угла наклона касательной проведенной в точке   00000 ,,, yxfyxN  

к сечению графика функции  yxfz ,  плоскостью 0yy  . 

  tg, 00  yxf x . 



 42 

 

3.1.3 Дифференцируемые функции. Дифференциал 

Определение. Пусть в некоторой окрестности точки  000 , yxM  

определена функция  yxfz , , и ее полное приращение в  000 , yxM  

представимо в виде 

      000000 ,,, yxfyyxxfyxf    xyxA 00 ,  

      yyxyxxyxyxyyxB  ,,,,,,, 000000  , 

где  00 , yxA ,  00 , yxB  - величины, не зависящие от x  и y , а 

 yxyx  ,,, 00 ,  yxyx  ,,, 00  - бесконечно малые при 0x , 0y . 

Теорема. Если функция  yxfz ,  является дифференцируемой в 

точке  000 , yxM , то тогда она в этой точке является непрерывной. 

Доказательство. 

Используем, что функция  yxfz ,  называется непрерывной в точке 

 000 , yxM , если верно равенство   0,lim 00
0
0





yxf
y
x

. 

Рассмотрим 

 



00
0
0

,lim yxf
y
x

 

►Если в точке  000 , yxM  функция  yxfz ,  является 

дифференцируемой, то существует представление 

  00 , yxf        xyxyxyyxBxyxA ,,,,, 000000   

  yyxyx  ,,, 00 .◄ 

        



yyxyxxyxyxyyxBxyxA
y
x

,,,,,,,,lim 00000000

0
0



 

    000000,0, 0000  yxByxA . 

Таким образом, если функция дифференцируема в точке, то она 

непрерывна в этой точке. 
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Теорема доказана. 

Замечание 1. Данная теорема представляет собой необходимое 

условие дифференцируемости функции: для того, чтобы функция  yxfz ,  

была дифференцируемой в точке  000 , yxM  необходимо, чтобы она была 

непрерывной в этой точке. 

Замечание 2. Данное необходимое условие не является достаточным. 

Например, функция   22, yxyxf   непрерывна в точке  0,0O , но не 

дифференцируема в этой точке. 

Теорема. Пусть частные производные  yxf x ,  и  yxf y ,  определенны 

в некоторой окрестности точки  000 , yxM  и в самой этой точке непрерывны, 

то функция  yxf ,  дифференцируема в точке  000 , yxM . 

Доказательство. 

Рассмотрим полное приращение функции  yxf ,  в точке  000 , yxM : 

    0000 ,, yxfyyxxf     yyxfyyxxf 0000 ,,  

    0000 ,, yxfyyxf  

►►Используем теорему Лагранжа. 

Теорема Лагранжа. Пусть функция  xfy   удовлетворяет 

требованиям: 

1) функция  xfy   непрерывна на отрезке  ba, ; 

2) существует производная  xf   на интервале  ba, . 

Тогда существует точка  bac ,  такая, что верно равенство 

      abcfafbf  .◄ 

  xyycf x  0,    ydxf y ,0  

►Здесь:  xxxc  00 , ,  yyyd  00 , . 

Так как  yxf x ,  непрерывна в точке  000 , yxM , то тогда верно 

равенство    000

0

,,lim
0

yxfyycf xx
y
xc





. 
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Из того, что  xxxc  00 ,  следует, что при 0x  имеем 0xc . 

Тогда имеем выполнимость равенства    000
0
0

,,lim yxfyycf xx
y
x





. 

Далее используем теорему о связи величины, имеющей предел, и 

бесконечно малой. 

Теорема.   Ayxf
yy
xx





,lim
0
0

 тогда и только тогда, когда существует 

представление    yxAyxf ,,  , где  yx,  - бесконечно малая при 

0xx , 0yy . 

В данном случае будем иметь: 

1)      yxyxyxfyycf xx  ,,,,, 00000  ; 

2)      yxyxyxfdcf yy  ,,,,, 0000  . 

Здесь:  yxyx  ,,, 00 ,  yxyx  ,,, 00  - бесконечно малые при 

0x , 0y .◄◄ 

     xyxyxyxf x  ,,,, 0000        yyxyxyxf y ,,,, 0000   

        yyxyxxyxyxyyxfxyxf yx  ,,,,,,,, 00000000  . 

Отсюда, согласно определению дифференцируемой функции, функция 

 yxfz ,  дифференцируема в точке  000 , yxM . 

Теорема доказана. 

Замечание 1. Из доказательства теоремы имеем, что 

   0000 ,, yxfyxA x  и    0000 ,, yxfyxB y . 

Замечание 2. Доказанная теорема представляет собой достаточное 

условие дифференцируемости функции двух переменных. Это условие не 

является необходимым. В качестве примера можно рассмотреть функцию 

 








  . или  ,0

; и  ,,
22

IyIx
QyQxyxyxf  

Приведенная функция в точке  0;0O  является дифференцируемой, 

однако она не имеет частных производных в окрестности точки  0;0O . 
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Пусть функция  yxfz ,  дифференцируема в точке  000 , yxM , тогда 

ее приращение в этой точке можно записать в виде: 

      yxyyxfxyxfyxf yx  000000 ,,, . 

При уменьшении x  и y  последние два слагаемых убывают быстрее 

первых двух, поэтому при достаточно малых x  и y  влияние первых двух 

слагаемых будет определяющим на  00 , yxf . 

Определение. Главная линейная (относительно x  и y ) часть 

приращения  00 , yxf  называется дифференциалом (полным 

дифференциалом) функции  yxfz ,  в точке  000 , yxM . 

Обозначение:  00 , yxdf . 

      yyxfxyxfyxdf yx  000000 ,,, . 

Определение. Дифференциалом независимой переменной называется 

ее приращение: xdx  . 

Тогда формулу для дифференциала можно записать в виде: 

     dyyxfdxyxfyxdf yx 000000 ,,,  . 

Если дифференциал рассматривать в произвольной точке  yxM , , то 

тогда 

     dyyxfdxyxfyxdf yx ,,,  . 

 

3.1.4 Касательная плоскость и нормаль 

Пусть функция  yxfz ,  дифференцируема в точке  000 , yxM , тогда 

для малых x  и y  можно записать 

        yyxfxyxfyxfyyxxf yx  00000000 ,,,, . 

Положив xxx  0 , yyy  0 , будем иметь: 

         00000000 ,,,, yyyxfxxyxfyxfyxf yx  . 

Тогда: 
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         00000000 ,,,, yyyxfxxyxfyxfyxf yx  . 

В правой части приближенного равенства находится линейная функция 

относительно x  и y , график которой является плоскостью. Таким образом, 

дифференцируемая функция в «небольшой» окрестности точки  000 , yxM  

«похожа» на линейную функцию, а «небольшой» фрагмент ее графика 

«похож» на фрагмент плоскости, с которой график функции как бы 

«сливается». 

Причем чем фрагмент меньше, тем он «более плоский». 

В качестве примера рассмотрим всюду дифференцируемую функцию 

  224, yxyxf  . Рассмотрим точку графика  4;0;0P . Очевидно, что если 

мы будем уменьшать фрагмент графика, содержащий точку P , то он будет 

становиться все более и более «плоским». 

 
   Рисунок 18 

Плоскость, с которой «сливается» график дифференцируемой функции 

называется касательной плоскостью. 
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  Рисунок 19 

Пусть  yxfz ,  дифференцируема в точке  000 , yxM , то тогда через 

точку   00000 ,,, yxfyxP  ее графика проходит касательная плоскость 

       00000000 ,,, yyyxfxxyxfyxfz yx  . 

Вывод: если функция  yxfz ,  дифференцируема на некоторой 

области, то ее график представляет поверхность в виде одного сплошного 

куска (так как дифференцируемость влечет непрерывность) причем к этой 

поверхности всюду можно провести касательную плоскость, то есть график 

не имеет изломов, является как бы «гладким». 

Прямую (см. рисунок 19), проходящую через точку   0000 ,,, yxfyxP , 

и перпендикулярную касательной плоскости, проходящей через эту точку, 

будем называть нормалью. 

Приведя уравнение касательной плоскости к общему уравнению 

плоскости, получим 

           0,,,,, 000000000000  yyxfxyxfyxfzyyxfxyxf yxyx . 

Из курса аналитической геометрии известно, что плоскость, заданная 

уравнением 0 DCZByAx , имеет нормальный вектор  CBAN ,, . 

Тогда     1,,,, 0000  yxfyxfN yx  - нормальный вектор касательной 
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плоскости, который, очевидно, будет являться направляющим вектором 

нормали. 

Кроме того, если прямая проходит через точку  0000 ,, zyxM  и имеет 

направляющий вектор  CBAN ,, , то ее уравнение имеет вид 

C
zz

B
yy

A
xx 000 





 . 

Теперь, зная, что нормаль имеет направляющий вектор 

    1,,,, 0000  yxfyxfN yx  и проходит через точку   0000 ,,, yxfyxP , 

получим уравнение нормали к графику функции  yxfz , , проходящей 

через точку графика   0000 ,,, yxfyxP  

    1,,
0

00

0

00

0









 zz

yxf
yy

yxf
xx

yx
. 

Перепишем уравнение касательной плоскости в виде 

       00000000 ,,, yyyxfxxyxfyxfz yx  . 

Тогда в левой части записанного равенства находится z  - приращение 

аппликаты касательной плоскости в точке  000 , yxM , а в правой части 

имеем:       000000 ,, yyyxfxxyxf yx      yyxfxyxf yx 0000 ,,  

     dyyxfdxyxf yx 0000 ,,  00 , yxdf  - дифференциал функции  yxfz ,  

в точке  000 , yxM . 
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 Рисунок 20 

Таким образом, мы получили геометрический смысл дифференциала 

функции двух переменных: дифференциал функции двух переменных 

равен приращению аппликаты касательной плоскости. 

 

3.1.5 Дифференцируемость сложной функции 

Теорема. Пусть функции  yxzz , ,  txx   и  tyy   являются 

дифференцируемыми, тогда верна формула для производной сложной 

функции 

dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz









 . 

Доказательство. 

Приращение переменной t  равное t  вызовет приращения функций 

 txx   и  tyy  , которые мы обозначим x  и y  соответственно. 

Так как функция  yxzz ,  дифференцируема, то существует 

представление 
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yxyzxzz yx   . 

Разделим записанное равенство на t  

t
y

t
x

t
yz

t
xz

t
z

yx 


















 . 

Перейдем к пределу 0t . 

Так как функции  txx   и  tyy   дифференцируемы, то они 

непрерывны, и из того, что 0t  следует 0x  и 0y , и тогда 0  

и 0 . Кроме того, из определения производной функции одной 

переменной, имеем 
dt
dz

t
z



 , 

dt
dx

t
x



  и 

dt
dy

t
y



 . 

Тогда получим равенство 

dt
dy

dt
dx

dt
dyz

dt
dxz

dt
dz

yx  00 , 

dt
dyz

dt
dxz

dt
dz

yx  . 

Теорема доказана. 

Пусть теперь функции  vuxx ,  и  vuyy ,  зависят от двух 

переменных. Так как частная производная по переменной u  функции, 

зависящей от двух переменных u  и v , фактически сводится к производной 

функции одной переменной u  (переменная v  принимается равной 

константе), то тогда верна 

Теорема. Пусть функции  yxzz , ,  vuxx ,  и  vuyy ,  являются 

дифференцируемыми. 

Тогда верна формула для производной сложной функции 

u
y

y
z

u
x

x
z

u
z


















 . 

Замечание. Полученные формулы могут быть обобщены на случай 

функций n  переменных. 
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Выясним теперь различия между полной 
dx
dz  и частной 

x
z

  

производными. 

Пусть имеется функция двух переменных  yxzz , , причем 

переменная  xyy   является функцией от x . 

Используя формулу для производной сложной функции, получим 










dx
dy

y
z

dx
dx

x
z

dx
dz

dx
dy

y
z

x
z







 . 

Рассмотрим функцию  yxzz , . 

 
Рисунок 21 

Величина x  влияет на z  непосредственно (сплошная стрелка) и через 

переменную y  (пунктирные стрелки). Так как при нахождении частной 

производной 
x
z

 , переменная y  считается константой, то частная 

производная 
x
z

  учитывает только непосредственное влияние x  на z . В 

отличие от 
x
z

 , полная производная 

dx
dz  учитывает и непосредственное 

влияние x  на z , и влияние x  на z  через переменную y . Именно поэтому 

производная 
dx
dz  называется полной производной. 

 

3.1.6 Свойства дифференциала первого порядка 

Из формулы для производной сложной функции следует свойство 

инвариантности (неизменности) первого дифференциала функции 
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нескольких переменных. Данное свойство заключается в том, что формула 

для дифференциала первого порядка 

      dy
y
yxfdx

x
yxfyxdf 










,,,  

верна вне зависимости от того, являются ли x  и y  независимыми 

переменными или функциями. 

Пусть нам дана функция  yxzz , , причем x  и y  являются не 

независимыми переменными, а функциями двух переменных u  и v  

(  vuxx , ,  vuyy , ). Тогда z  фактически представляет собой функцию 

двух переменных u  и v  (  vuzz , ). 

Из определения дифференциала имеем 









 dv
v
zdu

u
zdz  

►Используя формулу для производной сложной функции, получим 

u
y

y
z

u
x

x
z

u
z


















 , 

v
y

y
z

v
x

x
z

v
z


















 .◄ 
























 du
u
y

y
z

u
x

x
z






















 dv

v
y

y
z

v
x

x
z







 du

u
x

x
z  









 du
u
y

y
z







 dv

v
x

x
z







 dv

v
y

y
z







 










 dv

v
xdu

u
x

x
z  







 












 dv
v
ydu

u
y

x
z  

►Используя формулу для дифференциала функции двух переменных, 

получим 

dv
v
xdu

u
xdx 








 , dv
v
ydu

u
ydy 








 .◄ 

dy
y
zdx

x
z









 . 
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Получили, что формула для первого дифференциала 

dy
y
zdx

x
zdz 








  верна в независимости от того, являются ли переменные 

x  и y  независимыми переменными или функциями. 

Дифференциал функции нескольких переменных имеет те же свойства, 

что и дифференциал функции одной переменной. 

1. 0dC . 

2.   dvduvud  . 

3.   CduCud  . 

4.   udvvduuvd  . 

5. 2v
udvvdu

v
ud 







 . 

В качестве примера докажем свойство 5 (свойства 2-3 доказываются 

аналогично). 

Пусть сначала u  и v  - независимые переменные, тогда 





















 dv

v
udu

v
u

v
ud

vu
22

1
v
udvvdudv

v
udu

v


 . 

Учитывая свойство инвариантности первого дифференциала, получаем, 

что записанная формула верна и вне зависимости являются ли u  и v  

независимыми переменными или функциями. 

 

3.1.7 Дифференцирование неявных функций 

Пусть нам дано уравнение   0, yxF . Рассмотрим данное уравнение 

как уравнение с параметром x  и с неизвестной y . Если мы будем менять 

значение параметра x , то в общем случае будет меняться и решение y  (или 

решения) уравнения   0, yxF . Если каждому значению x  из некоторого 

промежутка X  будет отвечать единственное значение y  из некоторого 



 54 

промежутка Y , то будем говорить, что уравнение   0, yxF  при Xx  и 

Yy  определяет неявную функцию  xyy  . 

Например, уравнение 014 23  xxy  задает функцию 3
241

x
xy 

 . 

Здесь легко выразить y  через x . Однако, как правило, выразить y  через x  

или очень трудно, или вообще невозможно. 

Если нам требуется найти  xy , то нет необходимости предварительно 

выражать y  через x . Достаточно использовать формулу для производной 

неявной функции. 

Пусть  yxF ,  является дифференцируемой функцией. Найдем полную 

производную от обеих частей равенства   0, yxF , считая y  функцией от x  

и используя формулу для полной производной сложной функции. 

Получим: 

    0,, 
dx
dyyxF

dx
dxyxF yx ,     0,, 

dx
dyyxFyxF yx ,  

 yxF
yxF

dx
dy

y

x
,
,




 . 

Таким образом, получили формулу для производной неявной функции 

   
 yxF
yxFyx

dx
dy

y

x
,
,,




    0,  yxFy . 

Уравнение   0,, zyxF  может задавать неявную функцию двух 

переменных  yxzz , . В данном случае, используя формулу для частной 

производной сложной функции, получим формулу для частной производной 

неявной функции  yxzz ,  

   
 zyxF

zyxFzyx
x
z

z

x
,,
,,,,






    0,,  zyxFz . 

3.1.8 Применение дифференциала в приближенных вычислениях 

Вычисление значений функций 

Как известно при малых x  и y  приращение дифференцируемой 

функции  yxfz ,  примерно равно ее дифференциалу, тогда 
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      yyxfxyxfyxfyyxxf yx  00000000 ,,),(, , 

      yyxfxyxfyxfyyxxf yx  00000000 ,,),(, . 

Полученную формулу можно применять в приближенных 

вычислениях. 

 

Линейная интерполяция 

Пусть имеется функция двух переменных  yxfz , , заданная 

таблично, а нам требуется найти ее значение z~  при тех значениях 

аргументов xx ~  и yy ~ , которых нет в таблице. Если предположить, что 

функция  yxfz ,  является дифференцируемой, то тогда ее при небольших 

изменениях аргументов можно приближенно считать линейной. 

Используем фрагмент таблицы, где находятся значения аргументов, 

между которыми находятся данные значения xx ~  и yy ~ . 

Таблица 2 
y  

 yxfz ,  
… 1y  2y  … 

… … … … … 

1x  … 11z  12z  … 

2x  … 21z  … … 
x  

… … … … … 

 

Если считать, что при  21, xxx ,  21, yyy  данную функцию можно 

приближенно считать линейной, то тогда значения функции для 

промежуточных значений аргументов можно вычислять по формуле. 

   1
12

1112
1

12

1121
11

~~~ yy
yy
zzxx

xx
zzzz 








 . 

 

Оценка погрешностей результатов косвенных измерений 
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Понятие дифференциала функции нескольких переменных может 

применяться для оценки погрешностей косвенных измерений. Косвенным 

измерением называется вычисление значения некоторой величины по 

формуле, аргументами которой являются величины, полученные прямыми 

измерениями, то есть с помощью различных измерительных приборов: весов, 

рулетки, термометра и т. д. 

Например, косвенное измерение объема конуса может быть проведено 

следующим образом: проводим прямые измерения высоты конуса и радиуса 

его основания с помощью линейки, а затем находим его объем по формуле 

hRV 2

3
1 . 

Предположим, что нам известны погрешности прямых измерений, 

тогда возникает вопрос о погрешности косвенного измерения, то есть 

результата, вычисленного по формуле. 

Схему оценивания погрешности косвенного измерения удобно 

рассмотреть на конкретном примере (см. задачу № 9 п. 3.2). 

 

3.1.9 Производная по направлению. Градиент 

Нам уже известно, что частные производные  0Mf x  и  0Mf y  

характеризуют скорость изменения функции  yxfz ,  при перемещении из 

точки 0M  вдоль осей x  и y  соответственно. 

Для того чтобы охарактеризовать скорость изменения функции при 

перемещении из точки 0M  в произвольном направлении, используется 

понятие производной по направлению. 

Определение. Производной функции  rfy   в точке с радиус-

вектором 0r  в направлении единичного вектора n  называется число 

     





00
0

0 lim rfnrf
n
rf 







. 
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Часто единичный вектор n  задают с помощью направляющих 

косинусов:   cos,cosn  или   cos,cos,cosn , где  ,   и   - углы, 

которые образует вектор n  с положительными направлениями осей 

координат. 

Выведем формулу для вычисления производной по направлению. 

Пусть функция  yxfz ,  дифференцируема в точке  000 , yxM , тогда 

существует представление 

         yyxfxyxfyxfyyxxf yx 00000000 ,,,,  

    yyxyxxyxyx  ,,,,,, 0000  . 

Положив  cosx ,  cosy , будем иметь 

          cos,cos,,cos,cos 00000000 yxfyxfyxfyxf yx

   coscos,cos,, 00 yx    coscos,cos,, 00 yx . 

Разделим полученное равенство на  . Получим: 

        





 cos,cos,,cos,cos
0000

0000 yxfyxfyxfyxf
yx

   coscos,cos,, 00 yx    coscos,cos,, 00 yx  или в 

других обозначениях 

        





 coscos 00
00 rfrfrfnrf

yx     cos,0 nr  

   cos,0 nr  . 

Перейдя в записанном равенстве к пределу при 0 , получим 

формулу для нахождения производной по направлению 

       coscos 00
0 rfrf
n
rf

yx 


  

или в других обозначениях 

       cos,cos,,
0000

00 yxfyxf
n
yxf

yx 


 . 
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Замечание. Частные производные  yxf x ,  и  yxf y ,  являются 

частными случаями производной по направлению  
n
yxf


 ,  при  0;1n  и 

 1;0n  соответственно. 

Для функций нескольких переменных вводится еще и векторная 

величина, характеризующая изменение функции. 

Определение. Градиентом функции  yxfz ,  называется вектор 

      yxfyxfyxf yx ,,,,grad  . 

С помощью понятия градиента формулу для вычисления производной 

по направлению можно записать в виде 

    nyxf
n
yxf ,,grad,

00
00 


 . 

Используя формулу для скалярного произведения 

   bababa ,cos,  , получим 

    



cos,grad,

00
00 nyxf

n
yxf   cos,grad 00 yxf , 

где     0 - угол между векторами  00 ,grad yxf  и n . 

Из последнего равенства следует, что производная по направлению 

 
n
yxf


 00 ,  будет максимальна когда 0 . Таким образом, направление 

градиента совпадает с направлением наибыстрейшего возрастания функции 

 yxfz , , а модуль градиента характеризует максимальную скорость 

возрастания функции по величине: 

 












max

00 ,
n
yxf  00 ,grad yxf . 

Можно показать, что вектор градиента всегда перпендикулярен 

соответствующей линии уровня 
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  Рисунок 22 

Используем, что угловой коэффициент нормали, проведенной к 

графику функции  xfy   в точке с абсциссой 0x , равен  0

1
xf

k


 . 

Пусть в окрестности точки  000 , yxM  линия уровня является графиком 

функции  xyy  , тогда используя формулу для производной неявной 

функции, получим угловой коэффициент нормали 

   
 

 
 00

00

00

000 ,
,

,
,

11
yxf
yxf

yxf
yxfxy

k
x

y

y

x 











 . 

Определим теперь угловой коэффициент прямой, содержащей вектор 

градиента       jyxfiyxfyxf yx  000000 ,,,grad . 
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  Рисунок 23 

Из треугольника MNM 0  имеем 
 
 00

00
1 ,

,
tg

yxf
yxf

k
x

y




 . 

Получили, что угловые коэффициенты нормали к линии уровня и 

прямой, содержащей вектор градиента, совпадают. Таким образом, градиент 

перпендикулярен линии уровня. 
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3.2 Примеры решения типичных задач 

Задача 1. Найти все частные производные первого порядка функции 

трех переменных zxyu  . 

Решение. 

1)   















.,
,

константыzy
переменнаяx

xyu x
z

x   
x

z xy zz yy 1 ; 

2)   















.,
,

константыzx
переменнаяy

xyu y
z

y   1
 z
y

z xzyyx zxy z 1 ; 

3)   















.,
,

константыyx
переменнаяz

xyu z
z

z   yxyyx z
z

z ln


. 

Задача 2. Доказать, что функция   yxyxf 2,   является 

дифференцируемой в произвольной точке  000 , yxM . 

Решение. 

Докажем, что функция   yxyxf 2,   является дифференцируемой в 

точке  000 , yxM , используя определение дифференцируемой функции. 

Для данной функции имеем   2RfD  , и тогда она определена в 

произвольной окрестности точки  000 , yxM . 

Рассмотрим приращение функции   yxyxf 2,   в точке  000 , yxM : 

         0
2
00

2
00000 ,, yxyyxxyxfyyxxf  

    0
2
00

2
0

2
0  2 yxyyxxxx  yxxyxyxyx 2

0
2

0000
2
0 2  

 0
2
0

2
02 yxyxyxx  yxxyxyx 2

0
2

0002  yxx02  

 yx2  yxxyx 2
0002   xyxxy  00 2 +  yx2  

►Введем обозначения:   0000 2, yxyxA  ,   2
000 , xyxB  , 

  yxxyyxyx  0000 2,,, ,   2
00 ,,, xyxyx  .◄ 

        yyxyxxyxyxyyxBxyxA  ,,,,,,,, 00000000  . 
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Так как выражения   0000 2, yxyxA  ,   2
000 , xyxB   не зависят от x  и 

y , а выражения   yxxyyxyx  0000 2,,, ,   2
00 ,,, xyxyx   

являются бесконечно малыми при 0x , 0y , то согласно определению 

дифференцируемой функции получаем, что функция   yxyxf 2,   является 

дифференцируемой в произвольной точке  000 , yxM . 

 

Задача 3. Найти дифференциал функции   yxyxyxf 432,  . 

Решение. 

Используя формулу для нахождения дифференциала 

     dyyxfdxyxfyxdf yx ,,,  , 

получим: 

     dxyxyxyxdf x
432,    dyyxyx y

432    dxyxxy 33 42  

 dyxyx 4223  . 

 

Задача 4. Даны функции yxz 3 , tx tg , tey  . Найти 
dt
dz . 

Решение. 

Используя формулу для производной сложной функции, получим: 









 tex
t

yx
dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz 3

2
2

cos
13  tt et

t
et 3

2
2 tg

cos
1tg3  







  t

t
tet tg

cos
3tg 2

2 . 

 

Задача 5. Даны функции 1 yxz , uvx  , 
v
uy  . Найти 

u
z

 . 

Решение. 

Используя формулу для производной сложной функции, получим: 
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



















u
y

y
z

u
x

x
z

u
z    

v
xxvxy yy 1ln1 1   






  vuv
v
u

v
u

1  

 
v

uvuv v
u 1ln1     




 





  uvuv
v
uuv v

u
ln1    uvuvuuv v

u
ln . 

 

Задача 6. Дано уравнение 02 452  zxyzyzx . Найти значение 

частной производной 
x
z

  неявной функции  yxzz ,  в точке  1;2;10 M . 

Решение. 

Используя формулу для частной производной неявной функции, 

получим 

   
  







z

x

zxyzyzx

zxyzyzx
zyx

x
z

452

452

2

2
,, 





152

44
42

3

yzyx
xxyz  

 
152

4
42

2





yzyx
xyzx  

125
4

24

2





yxyz
xyzx . 

Найдем значение частной производной 
x
z

  в точке  1;2;10 M  

 



0M
x
z   

  7
4

1212125
11214
24

2




 . 

Задача 7. Вычислить приближенно 22 97,302,3  . 

Решение. 

В данном случае имеем:   22, yxyxf  , 30 x , 40 y , 02,0x , 

03,0y . 

Найдем значение функции  yxfz ,  и ее частных производных при 

30 x , 40 y : 

  5434;3 22 f ; 

  


 x
yx

yxf x 2
2

1,
22 22 yx

x


,  

5
3

43

34;3
22



xf ; 
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  


 y
yx

yxf y 2
2

1,
22 22 yx

y


,  

5
4

43

44;3
22



yf . 

Тогда 

  988,403,0
5
402,0

5
3597,302,3 22  . 

Точное значение ...98811587,497,302,3 22   

Замечание. Очевидно, что в настоящее время вычисление подобных 

выражений с помощью дифференциала не имеет смысла, но для получения 

приближенных формул применение понятия дифференциала не потеряло 

актуальности. 

Задача 8. Пусть имеется таблично заданная функция двух переменных 

 ,ktt  . Найти значение данной функции при 45k  и 93,0 . 

Таблица 3 

  
 ,ktt   

… 90,0  95,0  … 

… … … … … 

40  … 303,1  648,1  … 

60  … 296,1  … … 
k  

… … … … … 

 

Решение. 

Найдем в таблице соседние значения аргументов, между которыми 

находятся значения 45k  и 93,0 . Получим значения 401 k , 602 k  и 

90,01  , 95,02  . 

Применим формулу для линейной интерполяции 

   







 1
12

1112
1

12

1121
11

~~~ 

ttkk

kk
tttt  




 4045
4060

303,1296,1303,1  

  530,190,093,0
90,095,0
303,1684,1





 . 
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Задача 9. Измерение сопротивления резистора производится 

косвенным образом с помощью следующей схемы 

 
Рисунок 24 

Показания вольтметра и амперметра равны соответственно BU  3,6  и 

A 093,0I . 

Определить сопротивление резистора и оценить абсолютную 

погрешность полученной величины, если погрешности измерений приборов 

B 1,0U  и AI  002,0  соответственно. 

Решение. 

Найдем сопротивление резистора, используя закон Ома для участка 

цепи 
R
UI  . 

 Ом
I
UR ...7419,67

093,0
3,6

 . 

Оценим абсолютную погрешность полученной величины. 

Значения напряжения и тока получены с помощью приборов с 

некоторыми погрешностями U  и I . Очевидно, что изменение аргументов 

на величины U  и I вызовет приращение величины R  равное R , которое 

будет являться абсолютной погрешностью нахождения сопротивления R . 

Так как функция  
I
UIUR ,  является дифференцируемой, а приращения 

аргументов малы, то можно считать, что приращение функции  
I
UIUR ,  

примерно равно ее дифференциалу. 
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  


























 U

I
dI

I
UdU

I
dI

I
UdU

I
U

I
UdIUdRR

IU

11, 2  

I
I
U

 2 . 

Оценим возможную погрешность по максимуму 

 Ом...532,2002,0
093.0

3,61,0
093,0
11

22  IR I
UU

I
 

Округлим получим результат до 1-2 значащих цифр. Получим 

Ом 5,2R . 

Таким образом, мы получили, что  Ом 5,27,67  RRR . 

Задача 10. Дана (рисунок 25) система линий уровня функции 

 yxfz , . Требуется определить знаки производных по направлению 

 
1

0
n
Mf


 ,  
2

0
n
Mf


  и сравнить их модули. Определить направление вектора 

градиента  0grad Mf . 

 
  Рисунок 25 
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Решение. 

1. Из приведенной системы линий уровня, очевидно, что в направлении 

вектора 1n  функция  yxfz ,  убывает, а в направлении вектора 2n  - растет. 

Тогда имеем, что   0
1

0 



n
Mf , а   0

2

0 



n
Mf . 

2. В направлении вектора 1n  скорость изменения функции  yxfz ,  

явно больше, чем в направлении вектора 2n . Отсюда следует, что 

   
2

0

1

0
n
Mf

n
Mf







 . 

3. Вектор градиента  0grad Mf  перпендикулярен линии уровня, 

проходящей через точку 0M , и направлен в сторону возрастания значений 

функции  yxfz , . 

 
  Рисунок 26 

 

Задача 11. Для функции   32, yxyxf   найти: 
1) градиент в точке  2;10M ; 
2) производную в точке  2;10M  по направлению вектора  1;2N . 
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Решение. 
1. Для нахождения градиента используем формулу 

      yxfyxfyxf yx ,,,,grad  . 
В данном случае получим: 

  32, xyyxf x  ,   162122;1 3 xf ; 
  223, yxyxf y  ,   122132;1 22 yf . 

Тогда     jif 121612;162;1grad  . 
2. Для нахождения производной по направлению используем формулу 

    nyxf
n
yxf ,,grad,

00
00 


 , 

где n  - единичный вектор, сонаправленный вектору N . 
Пронормируем вектор  1;2N : 

 
 







22 12

1;2
N
Nn  










5

1,
5

2
5
1;2 . 

Найдем производную по направлению 
     











5
112

5
216,grad 0

0 nMf
n
Mf 54

5
20

 . 

 

3.3 Вопросы для самоконтроля 

1 Дайте определение частной производной. 

2 Как практически найти частную производную? 

3 Что показывает знак частной производной? 

4 Что характеризует модуль частной производной? 

5 Сформулируйте геометрический смысл частной производной функции 

двух переменных. 

6 Какая функция двух переменных называется дифференцируемой? 

7 В чем заключается необходимое условие дифференцируемости 

функции двух переменных? 

8 Приведите пример недифференцируемой функции двух переменных, у 

которой существуют обе частные производные. 

9 Сформулируйте достаточное условие дифференцируемости функции 

двух переменных. 

10 Дайте определение дифференциала функции двух переменных. 
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11 Приведите формулы для дифференциала суммы, произведения и 

частного двух функций. 

12 В чем заключается свойство инвариантности дифференциала функции 

двух переменных? 

13 Как дифференциал применяется для приближенного вычисления 

значений функции в данной точке? 

14 В чем заключается метод линейной интерполяции? 

15 Оценить предельную абсолютную погрешность косвенного измерения 

объема конуса по его высоте и длине окружности основания, если 

известны эти величины и их предельные абсолютные погрешности. 

16 Какими особенностями обладает график дифференцируемой функции 

двух переменных? 

17 Запишите уравнение касательной плоскости. 

18 Дайте определение понятия нормали к поверхности. 

19 Запишите уравнение нормали к поверхности в данной точке. 

20 Каков геометрический смысл дифференциала функции двух 

переменных? 

21 Сформулируйте теорему о дифференцируемости сложной функции. 

22 В чем заключается различие производных 
dx
du  и 

x
u

  функции двух 

переменных  yxuz , ? 

23 Приведите формулу для производной неявно заданной функции. 

24 Запишите формулу производной по направлению. 

25 Как находится градиент функции, каковы его свойства? 

26 Какова связь между производной по направлению и градиентом? 

27 Может ли производная по направлению по модулю быть больше длины 

вектора градиента? 
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3.4 Задачи для самостоятельного решения 

Задача 1. Найти все частные производные первого порядка функции 

трех переменных 33 32  zyxu . 

 

Задача 2. Найти все частные производные первого порядка функции 

трех переменных 3

2

z
xyu  . 

 

Задача 3. Доказать, что функция   xyyxf ,  является 

дифференцируемой в произвольной точке  000 , yxM . 

 

Задача 4. Доказать, что функция   yxxyxf 23,   является 

дифференцируемой в точке  1;10 M . 

 

Задача 5. Найти дифференциал функции   3324 46, yxyxyxf  . 

 

Задача 6. Найти дифференциал функции   yxyxyxf  4659, . 

 

Задача 7. Даны функции 3xyz  , tx ln , tey  . Найти 
dt
dz . 

 

Задача 8. Даны функции xyz  , tx sin , ty cos . Найти 
dt
dz . 

 

Задача 9. Даны функции yxz  , vux  , vuy  . Найти 
u
z

  и 

v
z

 . 
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Задача 10. Даны функции  xyyxz  , 22 vux  , uvy 2 . Найти 
u
z

  

и 
v
z

 . 

 

Задача 11. Дано уравнение 0652  xyyxxy . Найти значение 

производной 
dx
dy  неявной функции  xyy   в точке  1;10M . 

 

Задача 12. Дано уравнение 04452  yzzxy . Найти значение 

частной производной 
x
z

  неявной функции  yxzz ,  в точке  1;1;10M . 

 

Задача 13. Вычислить приближенно 22 97,203,4  . Сравнить со 

значением, найденным на микрокалькуляторе. 

 

Задача 14. Вычислить приближенно 02,2999,0 . Сравнить со значением, 

найденным на микрокалькуляторе. 

 

Задача 15. Пусть имеется таблично заданная функция двух 

переменных  yxzz , . Найти значение данной функции при 13x  и 

7,2y . 

Таблица 4 
y  

 yxzz ,  
… 5,2  3  … 

… … … … … 

10  … 123,4  248,4  … 

15  … 029,4  … … 
x  

… … … … … 
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Задача 16. Пусть имеется таблично заданная функция двух 

переменных  yxzz , . Найти значение данной функции при 3,5x  и 

2,2y . 

Таблица 5 

y  
 yxzz ,  

… 5,2  2  … 

… … … … … 

5  … 13,3  28,3  … 

5,5  … 09,3  … … 
x  

… … … … … 

 

Задача 17. Измерение плотности тела производится косвенным 

образом по следующим данным кг )02,031,4( m , )01,023,1( V  л. 

Определить плотность тела и оценить абсолютную погрешность 

полученной величины. 

 

Задача 18. Измерение площади треугольника производится косвенным 

образом по следующим данным  )02,031,4( a см., )01,023,1( b  см. и 

 o167  . 

Определить площадь треугольника и оценить абсолютную 

погрешность полученной величины. 

 

Задача 19. Для функции   xyyxf ,  найти: 
1) градиент в точке  3;40 M ; 
2) производную в точке  3;40 M  по направлению вектора  5;1 N . 
 

Задача 20. Для функции   yxyxf ,  найти: 
1) градиент в точке  4;50M ; 
2) производную в точке  4;50M  по направлению вектора  4;3N . 
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4 Производные и дифференциалы 

высших порядков 

4.1 Теоретические сведения 

4.1.1 Частные производные высших порядков и их свойства 

Как известно, частная производная от функции нескольких переменных 

сама является функцией нескольких переменных. Тогда от нее можно снова 

найти частную производную. 

Определение. Частная производная от частной производной 

называется частной производной второго порядка, а частная производная от 

частной производной второго порядка называется частной производной 

третьего порядка и т. д. 

Частные производные высших порядков обозначаются следующим 

образом. 

1. Выражение  
yx
yxf


 ,2

 обозначает частную производную второго 

порядка от функции  yxfz , . Данная функция сначала была 

продифференцирована по переменной по x , а затем по переменной y . 

2. Выражение 3

3

x
z


  обозначает частную производную третьего порядка 

от функции z . Здесь было трехкратное нахождение частной производной 

только по переменной x . 

3.  yxf yx ,2  (или  yxf xxy , ) – частная производная третьего порядка 

(по переменным x , x  и y ) от функции  yxfz , . 

Определение. Производные высших порядков, найденные по разным 

переменным, называются смешанными производными. 



 74 

Теорема. Пусть в некоторой окрестности точки  000 , yxM  определены 

частные производные  yxf xy ,  и  yxf yx , , являющиеся непрерывными в 

самой точке  000 , yxM . 

Тогда верно равенство   00 , yxf xy  00 , yxf yx . 

Доказательство. 

Рассмотрим выражение 

       






yx

yxfyyxfyxxfyyxxfV 00000000 ,,,,  

►Введем функцию      
y

yxfyyxfx



 00 ,,

 . Ее производная 

равна      
y

yxfyyxfx xx



 00 ,,

 .◄ 

   






x

xxx 00   

►Используем 

Теорема Лагранжа. Пусть функция  xfy   удовлетворяет 

требованиям: 

1) функция  xfy   непрерывна на отрезке  ba, ; 

2) существует производная  xf   на интервале  ba, . 

Тогда существует точка  bac , , такая что       abcfafbf  .◄ 

       










y

yfyyf
x
x xx 00 ,, 

  

►Используем теорему Лагранжа.◄ 

   


,
,

xy
xy f

y
yf





 . Здесь  xxx  00 , ,  yyy  00 , . 

Рассмотрим выражение V , введя функцию 

     
x

yxfyxxfx





,, 00 ,      
x

yxfyxxf
x yy






,, 00 . 

Получим 
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       







 

y
y

y
yyyV 00    






x
xfxxf yy  ,, 00  

   


,
,

yx
yx f

x
xf





 . Здесь  xxx  00 , ,  yyy  00 , . 

Таким образом,   ,xyf    ,yxf  . Перейдем в полученном равенстве 

к пределу при 0x , 0y . 

    ,lim,lim
0
0

0
0 yx

y
xxy

y
x

ff 






. 

Так как 0x , 0y , а  xxx  00 ,,  и  yyy  00 ,, , то 

тогда имеем 0x , 0x , 0y , 0y . 

   






,lim,lim
0
0

0
0

yx
y
xxy

y
x

ff 






. 

Используя, что частные производные  yxf xy ,  и  yxf yx ,  непрерывны 

точке  000 , yxM , получим   00 , yxf xy  00 , yxf yx . 

Теорема доказана. 

Замечание. Данная теорема может быть обобщена на случай функций 

n  переменных и для смешанных производных любого порядка. 

 

4.1.2 Дифференциалы высших порядков и их свойства 

Определение. Дифференциал от дифференциала называется 

дифференциалом второго порядка, а дифференциал от дифференциала 

второго порядка называется дифференциалом третьего порядка и т. д. 

Обозначение:  yxfd n ,  - дифференциал n-ого порядка. 

Получим формулу для дифференциала n-ого порядка от функции двух 

переменных  yxfz ,  в предположении, что x  и y  являются независимыми 

переменными. 

1.      dy
y
yxfdx

x
yxfyxdf










,,, . 
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2.      yxdfdyxfd ,,2    















 dy

y
yxfdx

x
yxfd ,,  

►Используем, что   dvduvud  .◄ 

   
























 dy
y
yxfddx

x
yxfd ,,  

►Так как x  и y  - независимые переменные, то xdx  , ydy   

являются константами и их можно вынести за знак дифференциала.◄ 

   
























 dy
y
yxfddx

x
yxfd ,,  

►Используем формулу для дифференциала первого порядка 

     dy
y
yxfdx

x
yxfyxdf










,,, .◄ 

       


































 dydy

y
yxfdx

xy
yxfdxdy

yx
yxfdx

x
yxf

2

222

2

2 ,,,,  

 





 2
2

2 , dx
x

yxf  



 dxdy

yx
yxf ,2  




 dydx
xy
yxf ,2  




 2
2

2 , dy
y

yxf  

 





 2
2

2 , dx
x

yxf  



 dydx

yx
yxf ,2

2   2
2

2 , dy
y

yxf


 .   (1) 

 

Аналогично, получим 

3.      yxfddyxfd ,, 23  



 3

3

3 , dx
x
yxf  




 dydx
yx
yxf 3

2

3 ,3  

  2
2

3 ,3 dydx
yx
yxf







  3
3

3 , dy
y
yxf




 . 

4.      yxfddyxfd ,, 34  



 4

4

4 , dx
x
yxf  




 dydx
yx
yxf 3

3

4 ,4  

 





 22
22

4 ,6 dydx
yx
yxf  




 3
3

4 ,4 dxdy
yx
yxf   4

4

4 , dy
y
yxf


 . 
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Рассмотрев полученные результаты для  yxdf , ,  yxfd ,2 ,  yxfd ,3  и 

 yxfd ,4 , можно предположить, что формула для дифференциала n-го 

порядка ( x , y  - независимые переменные) в некотором смысле 

соответствует формуле бинома Ньютона и имеет вид 

    iin
n

i
iin

n
i
n

n dydx
yx
yxfCyxfd 








0

,, . 

Данную формулу можно доказать с помощью принципа 

математической индукции. 

Для упрощения запоминания приведенной формулы используется ее 

символический вид 
n

n dy
y

dx
x

d 














 . 

Для получения формулы дифференциала n-го порядка достаточно 

формально возвести двучлен, находящийся в скобках, в n-ю степень. При 

этом, полученные формальные степени и произведения частных 

производных будем трактовать, как последовательное нахождение 

соответствующих частных производных. Например, n

nn

xx 










 , 

yxyx 








 2

. 

В случае функций m  переменных символическая формула для 

дифференциала n -го порядка будет иметь вид 
n

m
m

n dx
x

dx
x

dx
x

d 


















 ...2
2

1
1

. 

Если x  и y  - являются не независимыми переменными, а функциями, 

то тогда dx  и dy  уже не будут константами, и их уже нельзя будет выносить 

за знак дифференциала. Тогда формула для дифференциала второго порядка 

будет иметь вид 
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     yxdfdyxfd ,,2    















 dy

y
yxfdx

x
yxfd ,,  










 dx

x
yxfd ,  

 












 dy

y
yxfd ,  










 xddx

x
yxfd 2,  











 yddy
y
yxfd 2,  

    xddxdy
yx
yxfdx

x
yxf 2

2

2

2 ,,





















   



















 dydy

y
yxfdx

xy
yxf

2

22 ,,  

 yd 2  



 2

2

2 , dx
x
yxf  




 dydx
yx
yxf ,2

2  



 2

2

2 , dy
y
yxf  

ydxd 22           (2) 

Получили формулу, отличающуюся от формулы (1). Таким образом, 

дифференциал второго порядка (и последующих) свойством инвариантности 

не обладает. 

Найдем дифференциал второго порядка от линейной функции 

    22 dxcbyaxcbyaxd xx     dxdycbyax xy2  

  02  dycbyax yy . 

Так как дифференциал второго порядка (и последующих порядков) от 

линейной функции равен 0, то тогда из равенства (2) следует, что если  vux ,  

и  vuy ,  - линейные функции, то тогда дифференциалы высших порядков 

могут быть найдены по той же формуле, что и в случае, когда x  и y  - 

независимые переменные. Таким образом, если  vux ,  и  vuy ,  - линейные 

функции, то дифференциалы высших порядков обладают свойством 

инвариантности. 

 

4.1.3 Формула Тейлора 

Теорема. Пусть для функции  yxfz ,  в некоторой окрестности 

 0MU  точки  000 , yxM  существует 1n -ый дифференциал, тогда в 

 0MU  верна формула Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа 
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      




0
01

0000 ,
!

1,,
yydy
xxdx

n

k

k yxfd
k

yxfyxf  

      0000
1 ,

! 1
1 yyyxxxfd

n
n 


     10  . 

Доказательство. 

Пусть точка  yxM ~,~~  принадлежит окрестности  0MU . Зафиксируем 

0x , 0y , x~ , y~  и рассмотрим функцию       0000
~,~ yytyxxtxftF  . 

Введенная функция на отрезке  1 ;0  имеет производные до порядка 

1n  включительно. Тогда для нее можно записать формулу Маклорена с 

остаточным членом в форме Лагранжа 

             
 

1
1

2

!1!
0...

!2
0

!1
00 










 n

n
n

n
t

n
Ft

n
FtFtFFtF    10  . 

Положив 1t , будем иметь 

             
 !1!

0...
!2
0

!1
001

1












n
F

n
FFFFF

nn    10  . (3) 

Вернемся к функции  yxf , . 

1.    yxfF ~,~1  . 

2.    00 ,0 yxfF  . 

3.        
0

000
~,~0

t
yytyxxtxf

dt
dF  

►Используем формулу для производной сложной функции 

dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz









 , 

где  yxzz , ,  txx  ,  tyy  .◄ 



















0tdt

dy
y
f

dt
dx

x
f         00000

~~,~ xxyytyxxtxf x  

       
000000  ~~,~
ty yyyytyxxtxf     000

~, xxyxf x  

    000
~, yyyxf y  

0
0~

~
00 ,

yydy
xxdxyxdf


 . 
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Аналогично можно показать, что: 

1)     
0
0~

~00 ,0
yydy
xxdx

kk yxfdF

   nk  ..., ,3 ,2 ; 

2)        
0
0~

~0000
11 ~,~

yydy
xxdx

nn yyyxxxfdF



   . 

Подставив в (3) выражения для  0F ,  1F ,  0F  , …,   0nF ,   1nF , 

получим формулу Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа 

    00 ,~,~ yxfyxf  
0
0~

~00 ,
!1

1

yydy
xxdx

yxdf



  



...,
!2

1

0
0~

~00
2

yydy
xxdx

yxfd

  



0
0~

~00 ,
!

1

yydy
xxdx

n yxfd
n       

0
0~

~0000
1 ~,~

! 1
1

yydy
xxdx

n yyyxxxfd
n




 


 . 

Теорема доказана. 

Если функция  yxfz ,  имеет в точке  000 , yxM  n -ый 

дифференциал, то тогда в некоторой окрестности точки  000 , yxM  верна 

формула Тейлора с остаточным членом в форме Пеано 

      




0
01

0000 ,
!

1,,
yydy
xxdx

n

k

k yxfd
k

yxfyxf  nMMo 0 . 

Здесь: M  - точка с координатами  yx, . 

Примем данное утверждение без доказательства. 

 

4.2 Решение типичных задач 

Задача 1. Сколько частных производных второго порядка может иметь 

функция трех переменных? 

Решение. 

Первый раз функцию  zyxfu ,,  мы можем продифференцировать по 

одной из переменных: x , y  или z , то есть тремя способами. Второй раз 

продифференцировать мы можем тоже одним из трех вариантов. 
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Таким образом, всего возможно 932   вариантов: xxf  , xyf  , xzf  , yxf  , 

yyf  , yzf  , zxf  , zyf  , zzf  . 

 

Задача 2. Найти все возможные частные производные второго порядка 

функции   yxyxyxf 432,  . 

Решение. 

Используя определение частной производной второго порядка, будем 

иметь: 

    yxxyyxyxyxf xx
33432 42,  , 

       yxyyxxyyxfyxf xxxx
2333 12242,,2  , 

       3233 4642,, xxyyxxyyxfyxf yyxxy  , 

    422432 3, xyxyxyxyxf yy  , 

       32432 463,, xxyxyxyxfyxf xxyyx  , 

       yxxyxyxfyxf yyyy
2432 63,,2  . 

 

Задача 3. Найти дифференциал второго порядка функции 

  yxyxyxf 432,   с помощью последовательного нахождения 

дифференциалов и с помощью формулы для второго дифференциала. 

Предполагается, что x  и y  - независимые переменные. 

Решение. 

Используя формулу для нахождения дифференциала 

     dyyxfdxyxfyxdf yx ,,,  , 

получим: 

     dxyxyxyxdf x
432,    dyyxyx y

432    dxyxxy 33 42  

 dyxyx 4223  . 
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Используя определение второго дифференциала, получим: 

     yxdfdyxfd ,,2      dyxyxdxyxxyd 42233 342  

►Используем свойства дифференциала: 

  dvduvud  ,   CduCud  . 

◄ 
   dxyxxyd 33 42    dyxyxd 4223    dxyxxyd 33 42  

   dyxyxd 4223  

►Используем формулу для нахождения дифференциала 

     dyyxfdxyxfyxdf yx ,,,  . 

◄ 
      dxdyxxydxyxy 3223 46122     dyyxdxxxy 232 646  

     dxdyxxydxyxy 32223 46122    2232 646 ydyxdxdyxxy  

     dxdyxxydxyxy 32223 812122 226 ydyx . 

Используя формулу для нахождения второго дифференциала для 

случая, когда аргументы функции являются независимыми переменными 

 yxfd ,2    2, dxyxf xx    dxdyyxf xy ,2   2, dyyxf yy , 

получим: 

  yxxyyxfx
33 42,  ,   4223, xyxyxf y  ; 

  yxyyxf xx
23 122,  ,   32 46, xxyyxf xy  ,    yxf yy , yx26 ; 

 yxfd ,2      dxdyxxydxyxy 32223 812122 226 ydyx . 

 

Задача 4. Используя символическое равенство 
n

n dy
y

dx
x

d 














 , 

получить формулу для дифференциала третьего порядка  yxfd ,3 . Здесь, x  

и y  являются независимыми переменными. 

Решение. 
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Используя формулу 
n

n dy
y

dx
x

d 














  для случая 3n , получим 

















3

3 dy
y

dx
x

d 




























 dy

y
dx
x

dx
x

23

3 




















2

3 dy
y

dx
x

 

3












 dy
y

























 dydx
yx

dx
x

2
2

3
3

3 2
2

3 dxdy
yx 
























 3
3
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y

 










 dydx
yx

dx
x

2
2

3
3

3

3
3 2

2

3
3 dxdy

yx
 3

3

3
dy

y


 . 

Таким образом,  yxfd ,3    








 dydx
yx
yxfdx

x
yxf 2

2

3
3

3

3 ,3,  

  2
2

3 ,3 dxdy
yx
yxf





  3

3

3 , dy
y
yxf




 . 

Задача 5. Разложить функцию   24, yxyxf   в ряд Тейлора с 

остаточным членом в форме Пеано в окрестности точки  2;10M  при 2n . 

Решение. 

Используем формулу Тейлора с остаточным членом в форме Пеано в 

окрестности точки  000 , yxM  

      




0
01

0000 ,
!

1,,
yydy
xxdx

n

k

k yxfd
k

yxfyxf  nMMo 0 . 

Здесь: M  - точка с координатами  yx, . 

Для случая 2n  будем иметь 

        






0
0

0
0 00

2
0000 ,,,,

yydy
xxdx

yydy
xxdx yxfdyxdfyxfyxf  2

0MMo . 

  24, yxyxf  ,   4212;1 24 f . 

Для первого дифференциала имеем: 

  234, yxyxf x  ,   162142;1 23 xf , 

  yxyxf y
42,  ,   42122;1 4 yf ; 
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       dyfdxfdf yx 2;12;12;1 dydx 416  . 

     241162;1
2
1 

 yxdf
ydy
xdx . 

Для второго дифференциала имеем: 

  2212, yxyxf xx  ,   4821122;1 22 xxf , 

  yxyxf xy
38,  ,   162182;1 3 xyf , 

  42, xyxf yy  ,   2122;1 4 yyf , 

 2;12 fd    22;1 dxf xx    dxdyf xy 2;12    22;1 dyf yy  dxdydx 3248 2  

22dy , 

  



2
1

2 2;1
ydy
xdxfd       22 222132148  ydxdyyxx . 

Тогда искомая формула Тейлора имеет вид: 

      241164, yxyxf       dxdyyxx 2132148 2  

   222 y  2
0MMo . 

 

4.3 Вопросы для самоконтроля 

1 Как находятся производные и дифференциалы высших порядков? 

2 Сколько частных производных третьего порядка может быть у 

функции двух переменных? 

3 Обладает ли дифференциал второго порядка свойством 

инвариантности? Почему? 

4 Для каких функций дифференциалы высших порядков обладают 

свойством инвариантности? 

5 Сформулируйте теорему о равенстве смешанных частных производных 

второго порядка. 

6 Обобщите теорему о равенстве смешанных частных производных 

второго порядка на случай функции n переменных и для смешанных 

производных второго порядка. 
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7 Запишите символическую формулу для дифференциала n–го порядка. 

8 Получите формулу для дифференциала четвертого порядка функции 

двух переменных. 

9 Получите формулу для дифференциала второго порядка для функции 

трех переменных. 

10 Запишите формулу (с использованием дифференциалов) Тейлора для 

функции нескольких переменных. 

11 Запишите шесть первых слагаемых для формулы Тейлора функции (с 

использованием частных производных) двух переменных. 

 

4.4 Задачи для самостоятельного решения 

Задача 1. Найти все возможные частные производные второго порядка 

функции   2332, yxzxyyxf  . Сравнить смешанные производные. 

 

Задача 2. Найти дифференциал второго порядка функции 

  yxyxyxf  243,  с помощью последовательного нахождения 

дифференциалов и с помощью формулы для второго дифференциала. 

Предполагается, что x  и y  - независимые переменные. 

 

Задача 3. Используя символическое равенство 
n

n dy
y

dx
x

d 














 , 

получить формулу для дифференциала четвертого порядка  yxfd ,4 . Здесь, 

x  и y  являются независимыми переменными. 

 

Задача 3. Используя символическое равенство 
n

n dy
y

dx
x

d 














 , 

получить формулу для дифференциала пятого порядка  yxfd ,5 . Здесь, x  и 

y  являются независимыми переменными. 
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Задача 4. Разложить функцию   yxyxf ,  в ряд Тейлора с 

остаточным членом в форме Пеано в окрестности точки  1;10M  при 2n . 

 

Задача 5. Разложить функцию  
y
xyxf ,  в ряд Тейлора с остаточным 

членом в форме Пеано в окрестности точки  1;10M  при 2n . 
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5 Экстремумы функций нескольких 

переменных 

5.1 Теоретические сведения 

5.1.1 Локальные экстремумы 

Определение. Будем говорить, что функция  yxfz ,  имеет в точке 

 000 , yxM  максимум (локальный максимум), если можно указать такую 

проколотую окрестность точки  000 , yxM , для всех точек этой окрестности 

будет выполняться неравенство    0MfMf  . 

 
Рисунок 27 

Определение. Будем говорить, что функция  yxfz ,  имеет в точке 

 000 , yxM  минимум (локальный минимум), если можно указать такую 

проколотую окрестность точки  000 , yxM , для всех точек этой окрестности 

будет выполняться неравенство    0MfMf  . 
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Рисунок 28 

Точки, в которых функция имеет максимум или минимум, называются 

точками экстремумов. 

Теорема. Пусть в точке  000 , yxM  функция  yxfz ,  имеет 

экстремум, и существуют частные производные первого порядка  0Mf x  и 

 0Mf y , то тогда они равны 0. 

Доказательство. 

Пусть в точке  000 , yxM  функция  yxfz ,  имеет максимум (в 

случае минимума – доказательство аналогично). 

По условию существует  0Mf x . По определению частной 

производной будем иметь 

  00, yxfx
   

x
yxfyxxf

x 




0000
0

,,lim    






 x

yxfyxxf
x

0000
0

,,lim  

►Так как в точке  000 , yxM  имеется максимум, то для достаточно 

малых x  будем иметь    0000 ,, yxfyxxf  . Тогда получим 

    0,, 0000  yxfyxxf . Кроме того, из 0x  следует 0x . Отсюда 
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    0,, 0000 



x

yxfyxxf
. Далее используем, что предел отрицательной 

величины является неположительным.◄ 

0 . 

С другой стороны 

  00, yxfx
   

x
yxfyxxf

x 



0000

0

,,lim    






 x

yxfyxxf
x

0000
0 

,,lim  

►Так как в точке  000 , yxM  имеется максимум, то для достаточно 

малых x  будем иметь    0000 ,, yxfyxxf  . Тогда получим 

    0,, 0000  yxfyxxf . Кроме того, из 0x  следует 0x . Отсюда 

    0,, 0000 



x

yxfyxxf
. Далее используем, что предел положительной 

величины является неотрицательным.◄ 

0 . 

Из соотношений   0, 00  yxfx  и   0, 00  yxfx  следует равенство 

  0, 00  yxfx . 

Аналогично можно доказать, что   0, 00  yxf y . 

Теорема доказана. 

Замечание. Из данной теоремы следует, что функция может иметь 

экстремум, только в критических точках, то есть в точках, где все частные 

производные равны 0 (такие точки называются стационарными) или не 

существуют. Таким образом, доказанная теорема выражает необходимое 

условие экстремума. 

Следует отметить, что данное необходимое условие не является 

достаточным. Действительно, рассмотрим функцию   xyyxf , . 

Для нее имеем   yyxf x  , ,   xyxf y  , . Обе частные производные в 

точке  0;0O  равны 0, но в начале координат данная функция (см. рисунок 29, 

на котором показаны знаки функции   xyyxf ,  в координатных углах) 

очевидно экстремума не имеет. 
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Рисунок 29 

Теперь рассмотрим достаточное условие экстремума функции двух 

переменных. С целью упрощения преобразований введем следующие 

обозначения:  00 , yxfA xx ,  00 , yxfB xy ,  00 , yxfC yy , 2BAC  . 

Теорема. Пусть выполняются условия: 

1)  000 , yxM  - стационарная точка функции  yxfz , ; 

2) функция  yxfz ,  дважды непрерывно дифференцируема в точке 

 000 , yxM . 

Тогда: 

1) если 0 , то в точке  000 , yxM  функция  yxfz ,  не имеет 

экстремума; 

2) если 0 , то в точке  000 , yxM  экстремум может, как быть так и не 

быть; 

3) если 0 , то в точке  000 , yxM  функция  yxfz ,  имеет 

экстремум (если 0A  - минимум, а если 0A  - максимум). 

Доказательство. 

Запишем формулу Тейлора в окрестности точки  000 , yxM  при 2n  с 

остаточным членом в форме Пеано 

    00 ,, yxfyxf  
0
000 ,
yydy
xxdxyxdf


   




0
0

00
2 ,

!2
1

yydy
xxdx

yxfd  

 2
0MMo . 
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Так как  000 , yxM  - стационарная точка функции  yxfz , , то 

  0, 00  yxf x  и   0, 00  yxf y . Отсюда следует, что   0,
0
000 



yydy
xxdxyxdf . 

 

Таким образом, получаем: 

    00 ,, yxfyxf   



0
0

00
2 ,

!2
1

yydy
xxdx

yxfd  2
0MMo . 

Так как при сужении окрестности точки  000 , yxM  слагаемое 

 2
0MMo  является бесконечно малой более высокого порядка, чем 

бесконечно малая  
0
0

00
2 ,

!2
1

yydy
xxdx

yxfd



, то в достаточно узкой окрестности 

точки  000 , yxM  знак разности    00 ,, yxfyxf   будет определяться знаком 

 
0
000

2 ,
yydy
xxdxyxfd


 . 

Рассмотрим 

  



0
000

2 ,
yydy
xxdxyxfd      dxdyyxfdxyxf xyxx 00

2
00 ,2,  

   



0
0

2
00 ,

yydy
xxdxyy dyyxf         2

000
2

0 2 yyCyyxxBxxA  

►Так как в определении экстремума фигурирует проколотая 

окрестность точки  000 , yxM , то разности 0xx   и 0yy   не могут 

одновременно обращаться в 0. Рассмотрим случай, когда 00  yy . Случай 

00  xx  рассматривается аналогично.◄ 

  



























 C
yy
xxB

yy
xxAyy

0

0
2

0

02
0 2  

►Введем обозначение 
0

0
yy
xxt




 .◄ 

   CBtAtyy  222
0 . 
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Если 02  BAC , то квадратный трехчлен CBtAt  22  имеет 

отрицательный дискриминант, что влечет сохранение знака квадратного 

трехчлена при любом t . Таким образом, знак разности    00 ,, yxfyxf   

сохраняется в достаточно узкой проколотой окрестности точки  000 , yxM . 

Отсюда следует наличие экстремума в этой точке. 

В случае 0A  имеем     0,, 00  yxfyxf  - в точке  000 , yxM  

имеется минимум, а если 0A , то     0,, 00  yxfyxf  - в точке  000 , yxM  

имеется максимум. 

Пусть теперь 02  BAC . Тогда квадратный трехчлен 

CBtAt  22  имеет положительный дискриминант, что влечет наличие у 

него действительных корней. В этом случае трехчлен (и, следовательно, 

разность    00 ,, yxfyxf  ) может принимать как положительные, так и 

отрицательные значения. В этом случае в точке  000 , yxM  нет экстремума. 

Теорема доказана. 

Замечание. Если 0 , то в стационарной точке  000 , yxM  экстремум 

может, как быть, так и не быть. 

Например, функции 33 yxz  , 44 yxz  , 44 yxz   имеют 

стационарную точку  0;0O , для которой 0 . Первая функция в начале 

координат не имеет экстремума, вторая имеет минимум, а третья – 

максимум. 

Из данного замечания следует, что доказанное достаточное условие 

экстремума не являются необходимым. 

 

5.1.2 Глобальные экстремумы. 

Определение. Пусть функция  yxfz ,  определена на некоторой 

области 2RD  . Будем говорить, что в точке   DyxM 000 ,  функция 
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 yxfz ,  имеет глобальный максимум (минимум), если для всех точек 

  DyxM ,  выполняется неравенство    00 ,, yxfyxf       00 ,, yxfyxf  . 

По второй теоремы Вейерштрасса, непрерывная функция на 

ограниченном замкнутом множестве всегда достигает минимального и 

максимального значений, то есть имеет оба глобальных экстремума. 

Очевидно, что глобальные экстремумы непрерывных функций могут 

достигаться либо на границе области D , либо в точках локальных 

экстремумов, лежащих внутри области D . Так как локальные экстремумы 

могут находиться только критических точках, то для нахождения глобальных 

экстремумов достаточно: 

1) найти критические точки функции  yxfz , , лежащие внутри 

области D ; 

2) вычислить значения функции  yxfz ,  в этих точках; 

3) найти минимальное и максимальное значения функции  yxfz ,  на 

границе области D ; 

4) выбрать из значений, найденных в пунктах 2) и 3), наименьшее и 

наибольшее. 

 

5.1.3 Условные экстремумы 

Решение практических задач на максимум и минимум часто сводится к 

нахождению так называемых условных экстремумов. В качестве примера 

рассмотрим следующую задачу об оптимальном распределении ресурсов 

Задача. Пусть производственная функция, выражающая зависимость 

результативности работы предприятия от затрат на оборудование (Затраты на 

оборудование обозначим K , а стоимость единицы оборудования обозначим 

за Kp .) и от затрат на рабочую силу (Затраты на рабочую силу обозначим L , 

а ее цену за Lp .) имеет вид aaLAKz  1   10 ,0  aA . 
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Требуется так разделить инвестиции в объеме D  между затратами на 

оборудование и рабочую силу, так чтобы предприятие работало наиболее 

эффективно. 

В данном случае мы должны найти максимум функции двух 

переменных   aaLAKLKz  1,  при условии, что переменные K  и L  связаны 

равенством DLpKp LK  . Экстремумы такого типа и будем называть 

условными. 

Определение. Будем говорить, что функция  nxxxfy ,...,, 21  имеет в 

точке  nxxxM ,...,, 21  условный максимум (минимум) при ограничениях 

(уравнениях связи): 

 
 

 














,0,...,,
................................
,0,...,,
,0,...,,

21

212

211

nm

n

n

xxxg

xxxg
xxxg

 

если для всех точек  nxxxM ,...,, 21 , принадлежащих некоторой 

проколотой окрестности точки  nxxxM ,...,, 21 , чьи координаты 

удовлетворяют уравнениям связи, выполняется неравенство    MfMf   

    MfMf  . 

Для нахождения условных экстремумов можно применять метод 

исключения части переменных. 

Из системы ограничений выражаем m  переменных через оставшиеся 

mn   переменных 

 nmm xxxx ,...,, 2111   , 

 nmm xxxx ,...,, 2122  , 

…………………………… 

 nmmmm xxxx ,...,, 21  . 

Подставим теперь выражения для переменных 1x , 2x ,…, mx  в функцию 

 nxxxfy ,...,, 21  и получим функцию mn   переменных 
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 nmm xxxFy ,...,, 21  . Экстремум найденной функции будем искать 

методами нахождения безусловного экстремума функций одной или 

нескольких переменных. 

Однако чаще всего выразить одни переменные через другие или очень 

сложно, или совсем невозможно. В этом случае применяют метод 

множителей Лагранжа. 

Рассмотрим простейшую задачу на условный экстремум. 

Пусть требуется найти условные экстремумы функции  yxfz ,  при 

одном уравнении связи   0, yxg . 

Предположим, что уравнение связи задает неявно функцию  xyy  , 

тогда нам нужно будет найти экстремумы функции одной переменной 

    xyxfxF , . 

Используем необходимое условие экстремума. Как известно, если 

дифференцируемая функция одной переменной в некоторой точке имеет 

экстремум, то ее производная в этой точке должна равняться нулю. 

Тогда получим 

      


 xyxfxF ,  

►Используем формулу для производной сложной функции 

dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz









 .◄ 

         xyxyxfxxyxf yx ,,        xyyxfyxf yx ,,  

    0,, 
dx
dyyxfyxf yx . 

Отсюда, умножив последнее равенство на dx , получим 

    0,,  dyyxfdxyxf yx .       (4) 

Найдем теперь дифференциал от обеих частей уравнения связи 

  0, yxg . Получим 

    0,,  dyyxgdxyxg yx .       (5) 
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Равенство (5) умножим на   и прибавим к равенству (4). 

      dxyxgyxf xx ,,       0,,  dxyxgyxf yy  .   (6) 

Выберем   так, чтобы     0,,  yxgyxf xx  . Тогда из (6) имеем 

равенство     0,,  yxgyxf yy  . 

Объединив последние два равенства с уравнением связи, получаем 

систему уравнений 

   
   
 












.0,
,0,,
,0,,

yxg
yxgyxf
yxgyxf

yy

xx




 

Данная система уравнений выражает необходимое условие 

безусловного экстремума для так называемой функции Лагранжа 

     yxgyxfyxL ,,,,   . 

В общем случае для поиска условных экстремумов функции 

 nxxxfy ,...,, 21  при ограничениях: 

 
 

 














,0,...,,
................................
,0,...,,
,0,...,,

21

212

211

nm

n

n

xxxg

xxxg
xxxg

 

следует использовать необходимое условие безусловного экстремума 

для функции Лагранжа 

  mnxxxL  ,...,,,,...,, 2121  nxxxf ,...,, 21   nxxxg ,...,, 2111  

 nxxxg ,...,, 2122  nmm xxxg ,...,,... 21 . 

Чаще всего при решении практических задач для функции 

 mnxxxL  ,...,,,,...,, 2121  можно ограничиться применением необходимого 

условия экстремума, а то, что в полученной стационарной точке 

действительно достигается условный экстремум, обычно следует из смысла 

задачи. 
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5.1.4 Задачи на максимум и минимум 

В практической деятельности часто приходится находить условия, при 

которых интересующая нас величина (прибыль, прочность, КПД и т.д.) будет 

максимальной или минимальной (например, величины: расход материалов, 

издержки, потребляемая мощность, пройденное расстояние и т. д.). 

В качестве примера рассмотрим метод наименьших квадратов. 

Метод наименьших квадратов. Пусть известно, что величина y  

линейно зависит от величины x : 

baxy  . 

Предположим, что мы должны определить значения параметров a  и b  

с помощью экспериментального нахождения значений iy  для различных 

значений ix . В результате измерений будет получена таблица вида 

Таблица 6 

ix  1x  2x  … nx  

iy  1y  2y  … ny  

 

Требуется найти такие значения параметров a  и b , чтобы сумма 

квадратов абсолютных ошибок 

   



n

i
ii ybaxbaS

1

2,  

была минимальной. 

Решение. 

Используем необходимое условие экстремума 

 
 







;0,
,0,

baS
baS

b

a  
 

 




















n

i
ii

n

i
iii

ybax

xybax

1

1

;02

,02
 

 

 




















n

i
ii

n

i
iiii

ybax

yxbxax

1

1

2

;0

,0
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












 

 

 

 
n

i

n

i
ii

n

i

n

i
ii

n

i
ii

ynbxa

yxxbxa

1 1

1 11

2

;0

,0
 














 

 

 

 
n

i

n

i
ii

n

i

n

i
ii

n

i
ii

ynbxa

yxxbxa

1 1

1 11

2

.

,
 

Решив данную систему, получим 

2

11

2

111






















n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

xxn

yxyxn
a , 2

11

2

1111

2






















n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
i

xxn

yxxyx
b . 

Из смысла задачи следует, что при таких a  и b  сумма квадратов 

абсолютных ошибок будет минимальной. 

 

5.2 Примеры решения типичных задач 

Задача 1. Найти экстремумы функции   yxxyxyxf 12153, 23  . 

Решение. 

1. Используем необходимое условие экстремума. Для этого найдем все 

частные производные первого порядка данной функции: 

1)     153312153, 2223 


 yxyxxyxyxf xx ; 

2)     12612153, 23 


 xyyxxyxyxf yy . 

Полученные частные производные существуют при любых значениях 

x  и y . Тогда найдем стационарные точки, решив систему уравнений 

 
 







;0,
,0,

yxf
yxf

y

x  







0126
01533 22

xy
yx . 

Данная система уравнений имеет множество решений 

        1 ;2 ,1 ;2 ,2 ;1 ,2 ;1  . 

Получили четыре стационарные точки:  2 ;11M ,  2 ;12 M ,  1 ;23M , 

 1 ;24 M . 
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2. Используем достаточное условие экстремума. Для этого найдем 

частные производные второго порядка: 

1)     xyxyxf xxx 61533, 22 


 ; 

2)     yyxyxf yxy 61533, 22 


 ; 

3)     xxyyxf yyy 6126,  . 

Исследуем найденные стационарные точки на экстремум. 

Стационарная точка  2 ;11M . 

  6162 ;11  xxfA ,   12262 ;11  xyfB ,   6162 ;11  yyfC . 

Так как 01266 22
1111  BCA , то в точке  2 ;11M  данная 

функция не имеет экстремума. 

Стационарная точка  2 ;12 M . 

  6)1(62 ;12  xxfA ,   12)2(62 ;12  xyfB , 

  6)1(62 ;12  yyfC . 

Так как 0)12()6(6 22
2222  BCA , то в точке  2 ;12 M  

данная функция не имеет экстремума. 

Стационарная точка  1 ;23M . 

  12261 ;23  xxfA ,   6161 ;23  xyfB ,   12261 ;23  yyfC . 

Так как 061212 22
3333  BCA , то в точке  1 ;23M  данная 

функция имеет экстремум. Из того, что 03 A  следует, что в точке  1 ;23M  

имеется минимум 

  2811221512321 ;2 23
min f . 

Стационарная точка  1 ;24 M . 

  12)2(61 ;24  xxfA ,   6)1(61 ;24  xyfB , 

  12)2(61 ;24  yyfC . 
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Так как 0)6()12()12( 22
4444  BCA , то в точке 

 1 ;24 M  данная функция имеет экстремум. Из того, что 04 A  следует, 

что в точке  1 ;24 M  имеется максимум 

  28)1(12)2(15)1()2(3)2(1 ;2 23
max f . 

Задача 2. Найти глобальные экстремумы функции   22, yxyxf   в 

круге 1 : 22  yxK . 

Решение. 

1. Найдем критические точки функции   22, yxyxf  , лежащие 

внутри круга 1 : 22  yxK . 

    xyxyxf xx 2, 22 


 ,     yyxyxf yy 2, 22 


 . 

Полученные частные производные первого порядка существуют всюду 

на 2R . Найдем стационарные точки, решив систему 
 
 







.0,
,0,

yxf
yxf

y

x  

Очевидно, что  0;0M  - единственная стационарная точка функции 

  22, yxyxf  . Она принадлежит кругу 1 : 22  yxK . 

2. Найдем значение функции   22, yxyxf   в стационарной точке 

 0;0M . 

  0000;0 22 f . 

3. Найдем минимальное и максимальное значения функции 

  22, yxyxf   на границе круга 1 : 22  yxK , то есть на окружности 

122  yx . 

Зададим окружность 122  yx  в параметрической форме. Получим: 

 
 







,sin
,cos
tty
ttx

, где  2 ,0t . 
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Подставив выражения для x  и y  в функцию   22, yxyxf  , будем 

иметь функцию одной переменной        ttttytxftF 2cossincos, 22  . 

Из свойств функции xy cos  получаем, что минимальное значение 

функции   ttF 2cos  на отрезке  2;0  будет равно 1  и оно будет 

достигаться при 
21
t  (точка  1;01M ) и при 

2
3

2
t  (точка  1;02 M ), а 

максимальное значение будет равно 1 и оно будет достигаться в точках 

03 t  (точка  0;13M ), 4t  (точка  0;14 M ), 25 t  (точка  0;13M ). 

4. Выбрав из значений, полученных в пунктах 2 и 3, минимальное и 

максимальное значения, получим глобальные экстремумы. 

1)   1min 22

122



yx

yx
, минимальное значение функции достигается в 

точках  1;01M ,  1;02 M ; 

2)   1max 22

122



yx

yx
, максимальное значение функции достигается в 

точках  0;13M ,  0;14 M . 

 

Задача 3. Найти глобальные экстремумы функции 

  142, 22  yxyxyxf  в треугольнике T  ограниченном прямыми 

0x , 0y  и 4 yx . 

Решение. 

1. Сделаем чертеж. 

 
Рисунок 30 
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2. Найдем критические точки функции   142, 22  yxyxyxf , 

лежащие внутри треугольника T . 

  22)142(, 22  xyxyxyxf xx ,  

  42)142(, 22  yyxyxyxf yy . 

Полученные частные производные первого порядка существуют всюду 

на 2R . Найдем стационарные точки, решив систему 
 
 







.0,
,0,

yxf
yxf

y

x  

Очевидно, что  2;1M  - единственная стационарная точка функции 

  142, 22  yxyxyxf . Она принадлежит треугольнику T . 

3. Найдем значение функции   142, 22  yxyxyxf  в 

стационарной точке  2;1M . 

  612412212 ;1 22 f . 

4. Найдем минимальное и максимальное значения функции 

  142, 22  yxyxyxf  на границе треугольника T . 

Граница треугольника T  состоит из трех отрезков:  AO ,  BO  и  AB . 

Отрезок  AO : 0x ,  4;0y . 

    521414020,0 2222  yyyyyyf . 

Отсюда следует, что минимальное значение функции  yf ,0  при 

 4;0y  достигается при 2y  и равно 5 . 

Найдем еще значения функции  yf ,0  на концах отрезка  4;0 . 

Получим   10;0 f  и   14;0 f . 

Получили, что минимальное значение функции  yxf ,  на отрезке  AO  

равно 5 , а максимальное значение равно 1 . 

Отрезок  BO :  4;0x , 0y . 

    2112104200, 2222  xxxxxxf . 
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Отсюда следует, что минимальное значение функции  0,xf  при 

 4;0x  достигается при 1x  и равно 2 . 

Найдем еще значения функции  0,xf  на концах отрезка  4;0 . 

Получим   10;0 f  и   70;4 f . 

Получили, что минимальное значение функции  yxf ,  на отрезке  BO  

равно 2 , а максимальное значение равно 7 . 

Отрезок  AB :  4;0x , xy  4 . 

      162144244, 222  xxxxxxxxf . 

Минимум этой функции достигается в точке вершины параболы 

5,1
22
6

2





a
bxв , и он равен 5,515,165,12 2  . 

Найдем еще значения функции   1624, 2  xxxxf  на концах 

отрезка  4;0 . Получим   14;0 f  и   70;4 f . 

Получили, что минимальное значение функции  yxf ,  на отрезке  AB  

равно 5,5 , а максимальное значение равно 7 . 

Таким образом, на границе треугольника T  минимальное значение 

функции  yxf ,  равно 5,5 , а максимальное значение равно 7 . 

5. Из пунктов 3-4 имеем, что: 

1) 
 

  6142min 22
,




yxyx
TyxM

, минимальное значение функции 

достигается в точке  2;11M ; 

2) 
 

  7142max 22

,



yxyx

TyxM
, максимальное значение функции 

достигается в точке  0;42M . 

Задача 4. Найти условный максимум функции xyzu   ( 0,0  yx ) при 

ограничении 62  zyx . 

Решение. 

Выразим из уравнения связи одну из переменных, например z , через 

оставшиеся переменные. Получим yxz  26 . 
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Подставив выражение для z  в данную функцию, будем иметь 

  222626 xyyxxyyxxyu  . 

Найдем максимум полученной функции. 

Используем необходимое условие экстремума 

 
 







;0,
,0,

yxu
yxu

y

x  
 
 









;026
,026

22

22

y

x

xyyxxy
xyyxxy

 







;0226
,046

2

2

xyxx
yxyy  








.0)226(
,0)46(

yxx
yxy

 

Так как по условию 0,0  yx , то уравнения можно разделить 

соответственно на y  и x . 








;0226
,046

yx
yx

 







.2
,1

y
x

 

Получили стационарную точку  2 ;1M . 

Используем теперь достаточное условие экстремума. 

  yyxyyu xxx 446 2  ,    8242 ;1  xxuA ; 

  yxyxyyu yxy 24646 2  ,   2221462 ;1  xyuB ; 

  xxyxxu yyy 2226 2  ,   2122 ;1  yyuC ; 

    012228 22  BAC  - в точке  2 ;1M  имеется 

экстремум. Из того, что 08 A  делаем вывод, что в точке  2 ;1M  имеется 

максимум. 

При 1x , 2y  имеем 22126 z . Таким образом, условный 

максимум функция имеет в точке  2 2; ;1M . Он равен 

  42212 2; ;1max u . 

Задача 5. Найти условный максимум функции   xyyxf ,  

( 0,0  yx ) при ограничении 42 22  yx . 

Решение. 
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В данном случае функция Лагранжа будет иметь вид 

       42,,,, 22  yxxyyxgyxfyxL  . 

Применив к ней необходимое условие экстремума, и учитывая, что 

0,0  yx , получим 

 
 
 












;0,,
,0,,
,0,,





 yxL
yxL
yxL

y

x

 












;042
,04
,02

22 yx
yx
xy




 




















;042

,4

,2

22 yx
y
x
x
y





 













;42

,2

22

2

2

yx
y
x

 







.1
2

y
x  

Из смысла данной задачи следует, что в полученной точке  1 ,2M  

данная функция имеет условный экстремум   2121 ;2max f . 

Задача 6. Пусть известно, что величина y  линейно зависит от 

величины x : 

baxy  . 

В результате измерений была получена таблица 

Таблица 7 

ix  1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 

iy  2 5 4 8 9 11 15 15 20 19 

Определить значения параметров a  и b . 

Построить на одном чертеже график линейной зависимости и точки, 

соответствующие экспериментальным данным. 

 

Решение. 

Используем формулы для параметров a  и b : 
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2
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2
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

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





n

i
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n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

xxn

yxyxn
a , 2
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2

1111

2






















n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
i

xxn

yxxyx
b . 

Вычисления выполним в табличной форме. 

Таблица 8 

i  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10  

ix  1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 32,5 

iy  2 5 4 8 9 11 15 15 20 19 108 

2
ix  1 2,25 4 6,25 9 12,25 16 20,25 25 30,25 126,25 

ii yx  2 7,5 8 20 27 38,5 60 67,5 100 104,5 435 

 

07,4
5,3225,12610

1085,3243510
2 




a ; 

4,2
5,3225,12610

4355,3210825,126
2 




b . 

Таким образом, получаем линейную зависимость 4,207,4  xy . 

Построим на одном чертеже график линейной зависимости и точки, 

соответствующие экспериментальным данным. 

 
Рисунок 31 
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Задача 7. Известно, что прочность бруса с прямоугольным поперечным 

сечением пропорциональна величине 2bh , где b  - ширина бруса, а h  - его 

высота. Найти размеры бруса наибольшей прочности, который можно 

сделать из бревна радиусом дм. 3R  

Решение. 

1. Сделаем чертеж. 

 
  Рисунок 32 

Из треугольника ABC  по теореме Пифагора имеем 222 ABBCAC  , 
222 4Rbh  , 222 34  bh , 3622  bh . 

Таким образом, получили задачу на условный экстремум: требуется 

найти максимум функции   2, bhhbf   при ограничении 3622  bh  

 0 ,0  hb . 

2. Получим для данной задачи функцию Лагранжа 

     yxyxfyxL ,,,,   . 

В данном случае будем иметь: 

   36,, 222  bhbhhbL  . 

Используем необходимое условие для локального экстремума. Для 

этого решим систему 
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 
 
 











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,022

,02
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2
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
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












;016
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,02
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2
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











.12
,12
,24


b
h

 

Из смысла задачи следует, что при  дм. 46,312 b , 

 дм. 90,424 h  прочность балки будет максимальной. 

 

5.3 Вопросы для самоконтроля 

1 Дайте определение точки локального максимума (минимума) функции 

двух переменных. 

2 Что называют локальным экстремумом? 

3 Верно ли, что в глобальном максимуме функция принимает самое 

большое значение? 

4 Сформулируйте необходимое условие экстремума функции двух 

переменных. 

5 Приведите пример, когда необходимое условие экстремума 

выполняется, а функция в этой точке экстремума не имеет. 

6 Каково достаточное условие экстремума функции двух переменных? 

7 Дайте определение точки глобального максимума (минимума) функции 

двух переменных. 

8 Что называют глобальным экстремумом? 

9 Может ли глобальный минимум достигаться более чем в одной точке? 

10 Как находить наибольшее и наименьшее значения функции в 

ограниченной замкнутой области? 

11 Дайте определение понятия условного экстремума функции двух 

переменных. 

12 В чем заключается метод множителей Лагранжа? 
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5.4 Задачи для самостоятельного решения 

Задача 1. Найти экстремумы функции    yxxyyxf  1, . 

 

Задача 2. Найти экстремумы функции   xyyxyxf 3, 23  . 

 

Задача 3. Найти глобальные экстремумы функции   22 2, yxyxf   в 

круге 1 : 22  yxK . 

 

Задача 4. Найти глобальные экстремумы функции 

  342, 22  yxyxyxf  в треугольнике T  ограниченном прямыми 

0x , 0y  и 5 yx . 

 

Задача 5. Найти условный максимум функции yzxu 2  ( 0,0  yx ) 

при ограничении 1 zyx . 

 

Задача 6. Найти условный максимум функции   yxyxf ,  

( 0,0  yx ) при ограничении 111


yx
. 

 

Задача 7. Пусть известно, что величина y  линейно зависит от 

величины x : 

baxy  . 

В результате измерений была получена таблица 

Таблица 9 

ix  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

iy  21 19 16 16 13 12 10 7 6 6 

Определить значения параметров a  и b . 
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Построить на одном чертеже график линейной зависимости и точки, 

соответствующие экспериментальным данным. 

 

Задача 8. Пусть известно, что величина y  линейно зависит от 

величины x : 

baxy  . 

В результате измерений была получена таблица 

Таблица 10 

ix  3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

iy  7 9 10 11 12 15 18 22 22 27 

Определить значения параметров a  и b . 

Построить на одном чертеже график линейной зависимости и точки, 

соответствующие экспериментальным данным. 

 

Задача 9. Представить число 6 в виде суммы трех положительных 

чисел так, чтобы их произведение было наибольшим. 

 

Задача 10. Найти размеры открытого ящика в форме параллелепипеда, 

который при объеме в 1 м³ имеет наименьшую площадь поверхности. 

 

Задача 11. Известно, что объем цилиндрической консервной банки 

равен 1 л. Каковы должны быть ее размеры, чтобы на изготовление банки 

ушло минимальное количество жести? 

 

Задача 12. На окружности 122  yx  найти точки, наименее и 

наиболее удаленные от прямой 1
64


yx . 
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