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Введение 
 

Кинематикой называется раздел теоретической механики, в котором 

изучаются геометрические свойства движения точек и твердых тел. 

В теоретической механике абсолютно твердым называют тело, у которого 

расстояние между любыми двумя точками остается постоянным. Различают 

следующие виды движения твердого тела: поступательное движение; 

вращательное движение; плоское или плоскопараллельное движение; 

сферическое движение; общий случай движения. 

При изучении движения твердого тела, прежде всего, необходимо 

установить, какое движение оно совершает. Начинать изучение движения 

твердых тел целесообразно с простейших видов движения: поступательного и 

вращательного.  

Инструментом изучения простейших видов движения твердых тел 

является математический анализ, в особенности его разделы: алгебра, 

геометрия, тригонометрия, геометрия и векторная алгебра. 

Большое значение имеют практические навыки решения задач. Для этого, 

сначала необходимо разобраться в примерах, приведенных в данных 

методических указаниях, а затем следует самостоятельно решить несколько 

аналогичных задач из сборника задач [6]. 

Основные положения поступательного и вращательного движения 

твердого тела используются при изучении других видов движения твердого 

тела, различных разделов динамики твердого тела, а также в специальных 

дисциплинах, связанных с расчетом машин, механизмов и технологического 

оборудования. 
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1 Общие сведения 
 
 
1.1 Поступательное движение твердого тела 
 
 
Поступательным называется такое движение твердого тела, при котором 

любая прямая, проведенная на теле, остается во все время движения 

параллельной своему первоначальному направлению. 

 Теорема: все точки твердого тела, совершающего поступательное 

движение, описывают одинаковые (совпадающие при наложении) траектории и 

имеют равные по модулю и направлению скорости и ускорения в каждый 

момент времени.  

Пусть твердое тело совершает поступательное движение. Выберем на 

твердом теле произвольные точки А и В. Проведем из точки А твердого тела в 

точку В радиус-вектор ABr  (рисунок 1.1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Рисунок 1.1 − Поступательное движение твердого тела 
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При поступательном движении твердого тела, отрезок АВ остается 

параллельным своему первоначальному положению, а значит значения радиус-

вектора ABr  в любые моменты времени геометрически равны, т.е. 
 

constrr BAАВ 
11

.  

 

Из произвольного неподвижного центра О проведем радиус-векторы Ar , 

Br , 
1Ar , 

1Br . Из ∆ОАВ можно установить равенство: 

 

В А АBr r r  , 
 

которое остается справедливым во все время движения. Из этого равенства 

следует, что траекторию движения точки В получают параллельным переносом 

траектории точки А на расстояние АВ, поэтому траектории точек А и В при 

наложении совпадают. 

 Скорость точки можно определить по формуле: 
 

dt
rd

  , 

 

тогда скорость точки В: 
 

dt
rd

dt
rd

dt
rd ABAB

B  ,  

учитывая (1) и (3), имеем 
 

               0
dt
rd AB ,    A

A

dt
rd

 . 

 

Подставляя значения (5) в уравнение (4) получаем  ВА   , т.е. скорости точек 

А и В геометрически равны. 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 
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 Ускорение точки можно определить по формуле: 
 

            
dt
dа 

 . 

 

Учитывая, что скорости точек А и В равны получаем: 
 

   A
AB

B a
dt

d
dt

da 
 , 

 

т.е. ускорения точек А и В геометрически равны. 

Точки А и В взяты произвольно, поэтому полученные соотношения 

справедливы для всех точек твердого тела.  

Полученные  свойства поступательного движения твердого тела сводят 

изучение движения твердого тела к изучению движения какой-либо одной 

точки этого твердого тела, т.е. к задаче кинематики точки. Примеры решения 

подобных задач приведены в методических указаниях: «Кинематика точки. 

Общие рекомендации по решению задач» [8]. 
 
 

1.2 Вращательное движение твердого тела 
 
 

Вращательным называется такое движения твердого тела, при котором 

две точки этого тела во все время движения остаются неподвижными. Все 

точки, лежащие на прямой, соединяющей данные неподвижные точки, также 

будут неподвижны, и эта прямая называется осью вращения. 
 

1.2.1 Закон вращательного движения 
 

Для задания вращательного движения необходимо задать направление 

оси вращения, провести две полуплоскости через эту ось, так, чтобы одна была 

неподвижна (плоскость α), другая подвижна (плоскость β)  и жестко связана с 

вращающимся телом. При движении тела, подвижная плоскость образует 

(6) 

(7) 
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некоторый двугранный угол φ с неподвижной плоскостью. Этот угол φ 

называется углом поворота тела (рисунок  1.2).  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рисунок 1.2 – Вращательное движение твердого тела 

Будем считать угол поворота положительным, если он отложен от 

неподвижной плоскости против хода часовой стрелки, при взгляде с 

положительного направления оси вращения (оси z), и отрицательным в 

противном случае. Угол поворота задается в радианах. Чтобы знать положение 

вращающегося тела в любой момент времени, необходимо знать зависимость 

угла поворота от времени: 

 

                         )(tf . 
 

Уравнение (8) выражает закон вращательного движения твердого тела. 

 Основными кинематическими характеристиками вращательного 

движения твердого тела являются угловая скорость ω и угловое ускорение ε. 
 

z 

φ 

α 

β 

(8) 
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 1.2.2 Определение угловой скорости вращающегося тела 

Угловая скоростью вращающегося тела определяется как первая 

производная от угла поворота по времени: 
 

dt
d

   . 

 

 Вектор угловой скорости направлен вдоль оси вращения тела в ту 

сторону, откуда вращение тела видится происходящим против хода часовой 

стрелки. Этот вектор одновременно определяет модуль угловой скорости, ось 

вращения и направление вращения относительно этой оси (рисунок 1.3).  

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.3 – Угловая скорость вращающегося тела 
 

 1.2.3 Определение углового ускорения 

Угловым ускорением вращающегося тела называется величина, равная 

первой производной по времени от угловой скорости или второй производной 

по времени от угла поворота: 

 

                     2

2

dt
d

dt
d 

  . 

 

Вектор углового ускорения направлен вдоль оси вращения тела в ту 

сторону, откуда направление углового ускорения видится происходящим 

z 

ω 

 _ 
ω 

(9) 

(10) 
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против хода часовой стрелки. Этот вектор одновременно определяет модуль и 

направление углового ускорения (рисунок 1.4).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1.4 – Угловое ускорение вращающегося тела 
 

 
 1.2.4 Траектория, скорость и ускорение точки вращающегося тела 

 Рассмотрим движение точки М твердого тела, которая находится на 

расстоянии h от оси вращения z (рисунок 1.5). При вращении тела точка М 

описывает окружность радиуса h, точка С – центр этой окружности, находится 

на оси вращения, а плоскость, в которой движется точка, перпендикулярна оси 

вращения.  

 

  

 

 

 

  

 

Рисунок 1.5 – Траектория точки вращающегося тела 
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При движении тела положение точки М определяется дуговой 

координатой S, отсчитанной от неподвижной точки О в направлении отсчета 

угла поворота φ (рисунок 1.6) .  

Тогда  
 




hОМS , 
 

где угол φ задается в радианах. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1.6 – Положение точки вращающегося тела 
 

Если за время dt происходит элементарный поворот тела на угол dφ, то 

точка М совершит элементарное перемещение ds. Тогда скорость точки будет 

равна: 
 

hh
dt
d

dt
ds

 


 . 

 

Таким образом, скорость точки вращающегося тела (линейная скорость) 

определяется по модулю как произведение угловой скорости тела на расстояние 

от этой точки до оси вращения. Направлена линейная скорость точки по 

касательной к окружности, по которой движется точка М в сторону вращения 

тела (рисунок 1.7). 

М φ 

О 

C 

S 

h 

(11) 

(12) 
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Ускорение точки М определим как геометрическую сумму его 

составляющих: тангенциального и нормального ускорений: 

 

nааа   . 
 

где, а  - тангенциальное ускорение, 

       nа  - нормальное ускорение. 

Тангенциальное ускорение точки определяется: 
 

hh
dt
d

dt
sdа  


 2

2

2

2

. 

 

Вектор тангенциального ускорения направлен по касательной к 

траектории точки в сторону углового ускорения (рисунок 1.7). 
Нормальное ускорение точки равно: 

 

h
h
h

h
vаn  2

222


 . 

 

Вектор нормального ускорения точки направлен перпендикулярно 

касательной в сторону вогнутости кривизны траектории, т.е. от точки к оси 

вращения (рисунок 1.7). 

Модуль полного ускорения точки М равен: 
 

22
nааа   . 

 

Вектор полного ускорения направлен по диагонали прямоугольника, 

построенного на векторах тангенциального и нормального ускорений как на 

сторонах (рисунок 1.7). 

 

 

 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 
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Рисунок 1.7 –Направление векторов скорости и ускорений  

точки вращающегося тела 
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2 Вопросы для самоконтроля 
 
 

1. Какое движение тела называется поступательным? 

2. Какое движение тела называется вращательным? 

3. Как задать поступательное движение твердого тела? 

4. Как задать вращательное движение твердого тела? 

5. По каким формулам определяются модули угловой скорости и 

углового ускорения при вращательном движении? 

6. Как направлены векторы угловой скорости и углового ускорения 

вращающегося тела? 

7. Как определяется модуль скорости точки вращающегося тела? 

8. Как направлен вектор скорости точки вращающегося тела? 

9. Как определить модуль тангенциального ускорения? 

10. Как определить модуль нормального ускорения? 

11. Как направлен вектор тангенциального ускорения точки 

вращающегося тела? 

12. Как направлен вектор нормального ускорения точки вращающегося 

тела? 

13. Как определить модуль полного ускорения точки вращающегося тела? 

14. Как направлен вектор полного ускорения вращающегося тела? 
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3 Порядок выполнения лабораторной работы 
«Вращательное движение твердого тела» 

 
 
При решении задач, если известен закон вращательного движения и 

требуется определить угловую скорость, угловое ускорение, а также определить 

скорость и ускорение точки вращающегося тела, необходимо придерживаться 

следующей последовательности: 

-  выбрать систему координат так, чтобы одна из осей совпадала с осью 

вращения (ось z); 

- дифференцируя по времени угол поворота, определить модуль угловой 

скорости по формуле (9); 

- определяя вторую производную от угла поворота по времени, найти 

модуль углового ускорения по формуле (10); 

- определить линейную скорость точки вращающегося тела, пользуясь 

формулой (12), связывающей угловую скорость тела и скорость точки 

вращающегося тела; 

- определить нормальное ускорение точки вращающегося тела по 

формуле (15); 

- определить тангенциальное ускорение точки по формуле (14); 

- по найденным нормальному и касательному ускорениям определить 

модуль и направление полного ускорения точки вращающегося тела.  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 



 16 

4 Примеры выполнения лабораторной работы 
 
 

4.1 Лабораторная работа «Вращательное движение твердого тела» 
 
 
Лабораторная работа № 1. Прямоугольный треугольник D вращается по 

закону φ=3+4t+8t2 относительно оси z (рисунок 4.1). Определить угловую 

скорость, угловое ускорение тела, а также линейную скорость и полное 

ускорение точки М в момент времени t=2с, если ОМ=10см. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 4.1 – Вращение прямоугольного треугольника D 

 вокруг оси z 

Решение: 

Угловую скорость треугольника D определим по формуле (9): 
 

t
dt
d 164 


 ,  

 

при  t=2c: 

36 рад/с. 

О 

М 

300 

φ 

z 

D 
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Угловое ускорение треугольника D определим по формуле (10): 
 

162

2


dt
d 

  рад/с2. 
 

Векторы угловой скорости и углового ускорения показаны на рисунке 4.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 4.2 – Векторы 

 угловой скорости и углового ускорения  

точки вращающегося тела 
 

Траекторией движения точки М является окружность, лежащая в 

плоскости перпендикулярной оси вращения, радиус h которой равен 

кратчайшему расстоянию от точки до оси вращения (рисунок 4.3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 4.3 – Траектория движения точки М 
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  Модуль линейной скорости точки М определим как произведение модуля 

угловой скорости тела на расстояние от точки М до оси вращения: 
 

76,311866,0103630cos 0  ОМh   см/с. 
 

  Вектор полного ускорения точки М определим по формуле (13): 
 

nааа    
 

Тангенциальное ускорение точки М определяется по формуле (14): 
 

56,13830cos 0  ОМhа   см/с2 

 

Нормальное ускорение точки М определяется по формуле (15): 
 

36,1122330cos 022  OMhаn   см/с2 

 

Модуль полного ускорения точки М определяется по формуле (16): 
 

22,1122422  nааа   см/с2. 
 

 Векторы линейной скорости и ускорений показаны на рисунке 4.4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 4.4 – Векторы скорости и ускорений движения точки М 
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Лабораторная работа № 2. Груз А приводит во вращение вал радиуса r=10 

см и находящийся на одной оси с валом, жестко с ним связанный, шкив 1 

радиуса R1=30 см (рисунок 4.5). Груз движется по закону 2515 tts   см. 

Определить скорость и полное ускорение точки М при t=1c. Точка М находится 

на шкиве 2 соединенным со шкивом 1 ременной передачей,  R2=15см.  

Решение: 

В задаче дан простейший механизм состоящий из груза А, совершающего 

поступательное движение, вала и двух шкивов, совершающих вращательное 

движение. Для определения скорости и ускорения точки М необходимо найти 

кинематические соотношения между скоростями и ускорениями точек в данном 

механизме. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 4.5 – Схема механизма  

Зная закон движения груза, определим его скорость и ускорение: 
 

t
dt
ds

А 25  ,  

При t=1с:  
 

3А  см/с. 
 

2

2

dt
sdaА   , 
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При t=1с:  
 

2Аa  см/с2. 
 

Знак минус говорит о том, что ускорение направленно в сторону 

противоположную скорости (рисунок 4.6). 

Т.к. груз А и вал связаны нитью, то скорость груза и точки С, а также 

ускорение груза и тангенциальное ускорение точки С равны, т.е.: СА   , 

dt
d

dt
d CA 

  значит  
CА aa  . Точка С принадлежит валу, значит угловая 

скорость и угловое ускорение вала определяется как: 
 

r
с 1 , 

r
а

dt
d

rrdt
d

dt
d CCC

 







11
1 , 

где  AC v , AC aa   
 

Направление угловой скорости и ускорения вала соответствуют  

направлениям скорости и тангенциального ускорения точки С (рисунок 4.6). 

Определив угловую скорость и угловое ускорение вала можно определить 

скорость и тангенциальное ускорение точки К на поверхности шкива 1: 
 

911  RvК  см/с, 
 

611  Rак   см/с2. 
 

Точки К и D принадлежат нити, значит их скорости и касательные 

ускорения равны. Точка схода нити D одновременно принадлежит и шкиву 2, 

значит DК v , 
DK aa  . Угловая скорость и угловое ускорение шкива 2:   
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6,0
2

2 
R

D  рад/с, 

4,0
2

2 
R
аD


  рад/с2. 

 

Определив угловые скорость и ускорение второго шкива можно 

определить скорость , тангенциальное и нормальное ускорения точки М: 
 

922  RvМ  см/с, 
 

622  RаМ   см/с2, 
 

4,52
2
2  Rаn

М   см/с2. 
 

Модуль полного ускорения точки М определяется: 
 

07,822  nМ ааа   см/с2. 
 

Направления векторов показаны на рисунке 4.6.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 4.6 – Направления  скоростей и ускорений  

А 

М 

r 

_ 
аМ

τ 
_ 
aМ 

ω1 

R1 

R2 
2 

1 

_ 
aА 

_ 
vА 

C ε1 

К 
D 

_ 
vк 

_ 
ак

τ 

ω2 

ε2 

_ 
аМ

n 

_ 
aD

τ 

_ 
vD 

_ 
vc 

_ 
ac

τ 

_ 
vМ 



 22 

 

5 Пример выполнения лабораторной работы с помощью 

системы MathCAD 
 

В настоящее время все большее распространение получают 

компьютерные методы расчета. Одной из наиболее популярных программ в 

инженерных расчетах является система MathCAD [3,4].  

Механизм, изображенный на рисунке 5.1, состоит из рейки  1, закон 

движения которой имеет вид 223 23  ttх  (см) и зубчатых колес которые 

имеют следующие  размеры: R2=70 см; r2=50 см; R3=30 см; r3=25 см; R4=55 см; 

r4=35 см. 

Необходимо в момент времени t1= 1 c определить скорость и ускорение 

рейки 1, угловые скорость и ускорение колеса 4, скорость и ускорение точки М. 

Также, в промежутке времени от t0=0 с до t2= 3 c, построить графики скорости и 

ускорения рейки 1, графики угловой скорости и углового ускорения колеса 4 и 

скорости и ускорения точки М. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Рисунок 5.1 – Схема механизма  
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Решение: 

Необходимо запустить программу MathCAD и открыть новый документ. 

Для появления области введения текста необходимо выбрать в меню Добавить 

команду Текстовая область (рисунок  5.2). 

 

Рисунок 5.2 – Окно программы MathCAD 

 

Для запуска формульного редактора необходимо указатель мыши в 

любом месте окна редактирования и щелкнуть левой кнопкой мыши. Курсор 

ввода в виде красного крестика окажется перенесенным на это место. Набор 

формул необходимо производить на английском языке. 

Необходимые буквы греческого алфавита, знаки и математические 

символы находятся в меню Вид под командой Панели инструментов (рисунок  

5.3). 

Вводим данные условия задачи: уравнения движения груза 1, размеры 

колес, а также значения времени (рисунок 5.4). Необходимо обратить внимание 

на то, что в MathCAD знаки равенства (=) и присваивания (:=) имеют различные 
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функции. Знак равенства используется для вывода полученных результатов, а 

знак присваивания для присваивания переменным и функциям определенных 

значений или зависимостей. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 5.3 – Окно программы MathCAD, 

меню Вид команда Панель инсрументов 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 5.4 – Окно программы MathCAD, 
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Условие задачи 

Определим скорость и ускорение рейки 1 для момента времени t по 

формулам: 
 



 xv1 , 
 

11



 va . 
 

Полученные значения представлены на рисунке 5.5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 5.5 – Окно программы MathCAD, 

значения скорости и ускорения рейки 1 
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Проводим кинематический анализ, т.е. выражаем угловую скорость 

колеса 4 через скорость рейки 1. Определяем угловое ускорение колеса 4 для 

момента времени t по формуле (10) (рисунок 5.6). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 5.6 – Окно программы MathCAD, 

кинематический анализ механизма 
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Скорость и ускорение точки М для момента времени t определим по 

формулам (11), (12), (13), (14) и (15) (рисунок 5.7) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 5.7 – Окно программы MathCAD, 

определение скорости и ускорения точки М 
 

На рисунке 5.8 показаны направления угловой скорости и ускорения 

колеса 4, векторы скорости и ускорения рейки 1, а также векторы скорости, 

тангенциального, нормального и полного ускорений точки М. 

Для построения графиков необходимо в меню Вставка (команда Графики)  

выбрать шаблон двухмерного графика (X-Y Зависимость). В шаблон 

необходимо ввести переменную, функцию и пределы изменения переменной и 

функции. Пределы изменения устанавливаются программой в случае если они 

не заданы. Полученные графики показаны на рисунке 5.9. 
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Рисунок 5.8 – Направления скоростей и ускорений  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 5.9 – Окно программы MathCAD, 

графики 
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